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существует f(x) ∈ L2
2(0, 2) такая, что F (x) = Gf(x). Отсюда вытекает, что ряд (49) будет сходиться

абсолютно и равномерно по x ∈ [0, 2]. Таким образом, теоремы 3 и 4 полностью доказаны.

В заключение отметим, что для доказательства теоремы о разложении может быть применен так-

же метод контурного интеграла (см., например, [13]). Для этого надо проинтегрировать функцию

Грина G(x, t) = G(x, t, λ) по системе расширяющихся контуров в λ-плоскости, не проходящих че-

рез собственные значения λn. Вычисляя затем полученные интегралы и применяя теорию вычетов,

получаем в пределе, с одной стороны, ряд Фурье по собственным функциям, а с другой стороны,

разлагаемую функцию F (x).

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 11-01-00545-а).
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Разработана модель продольного удара стержня как механиче-
ской системы с конечным числом степеней свободы. Уравнения
движения преобразованы к виду, когда в структуре уравнений
представлен параметр, определяющий скорость звука в матери-
але стержня. Это позволяет естественным образом сопоставлять
результаты с волновой моделью продольного удара. Представ-
лен алгоритм численного решения уравнений движения и его
реализация при моделировании продольного удара тестового
объекта.
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The model of the longitudinal impact rod was designed as mechanical
system with final number of the degrees of the liberty. The Equations
of the motion are transformed to type, when in structure of the
equations is presented parameter, defining velocity of the sound in
material rod. This allows the natural image to match the results with
wave model of the longitudinal impact. The Presented algorithm of the
numerical decision of the equations of the motion and its realization
at modeling of the longitudinal impact of the test object.
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1. ЭЛЕМЕНТНАЯ МОДЕЛЬ ПРОДОЛЬНОГО УДАРА СТЕРЖНЯ

Рассмотрим продольный удар со скоростью v стержня массой mc о жесткую преграду (рис. 1, а).

Представим стержень n-м количеством конечных элементов с массой m1, m2, . . . , mn−2, mn−1, mn

(рис. 1, б). Причем

mc = m1 + m2 + · · · + mn−2 + mn−1 + mn.

3

V

x

m1 m2 m3

mn-1 mn

V

x

а б

Рис. 1. Схема и модель продольного удара стержня о жесткую преграду

Продольная жесткость конечного элемента (рис. 2, а) моделируется упругим элементом жесткости

cj (рис. 2, б).

Жесткость cj определяется как cj =
EjAj

lj
, где Ej – модуль упругости первого рода материала j-го

конечного элемента стержня, Aj — площадь поперечного сечения j-го конечного элемента стержня,

lj — длина j-го конечного элемента массой mj (lj = xj − xj−1).

Если масса j-го конечного элемента сосредоточена в сечении xj−1 (см. рис. 2, б), то расчетная мо-

дель стержня, представляющая последовательно сопряженные элементы, примет вид, изображенный

на рис. 2, в.

j

x

x j-1 x j x j-1 x j
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c j

mj m1 m2
mn-2 mn-1 mn

x

c1
x1

x2 xn-2 xn-1 xnc2 cn-1 cn-1 cn

а б
в

Рис. 2. Схема конечного элемента и элементная модель стержня

Данная схема эквивалентна исходной по соответствию кинетической энергии и количеству дви-

жения механической системы перед нанесением удара, а также по ее упругим свойствам в процессе

удара.

Расчетную модель стержня представим совокупностью сосредоточенных масс m1, m1, . . . , mn−2,

mn−1, mn и упругих элементов (см. рис. 2, в). Причем

m1 =
l

n
ρ · A1, m2 =

l

n
ρ · A2, . . . , mj =

l

n
ρ · Aj , cj =

EjAj

lj
, j = 1, 2, . . . , n.

Движение j-й массы описывается дифференциальным уравнением вида

mj üj = cj−1(uj−1 − uj) − cj(uj − uj+1), j = 1, 2, . . . , n − 1, n, (1)

где uj — перемещение j-й массы mj относительно фиксированной координаты xj , определяющей

положение массы; üj — ускорение j-й массы.

Систему дифференциальных уравнений (1) можно представить в виде

ü1 = −
c1

m1

(u1 − u2),

ü2 =
c1

m2

(u1 − u2) −
c2

m2

(u2 − u3),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

ün−1 =
cn−2

mn−1

(un−2 − un−1) −
cn−1

mn−1

(un−1 − un),
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ün =
cn−1

mn
(un−1 − un) −

cn

mn
un,

начальные условия uj = uj,0, u̇j = u̇j,0, j = 1, 2, . . . , n − 1, n.

В дифференциальных уравнениях движения отношение жесткости упругого элемента cj к соот-

ветствующей массе mj (полагая, что материал конечных элементов один и тот же) можно представить

следующими равенствами:

c1

m1

=

EA1

l/n

ρA1l/n
=

n2E

l2ρ
,

c1

m2

=

EA1

l/n

ρA2l/n
=

n2E

l2ρ
Ã1, Ã1 =

A1

A2

,
c2

m2

=

EA2

l/n

ρA2l/n
=

n2E

l2ρ
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

cj−1

mj
=

EAj−1

l/n

ρAj l/n
=

n2E

l2ρ
Ãj−1, Ãj−1 =

Aj−1

Aj
,

cj

mj
=

EAj

l/n

ρAj l/n
=

n2E

l2ρ
.

В волновой механике отношение E/ρ = a2, где a — скорость звука в материале стержня. Тогда

величина
n2E

l2ρ
=

n2a2ρ

l2ρ
=

n2a

l · l/a
=

n2a

l · T0

, T0 =
l

a
,

где T0 — время распространения волны по стержню длиной l.

Учитывая в дифференциальных уравнениях равенство
n2E

l2ρ
=

n2a

l · T0

, получим

ü1 = −
n2a

l · T0

(u1 − u2),

ü2 =
n2aÃ1

l · T0

(u1 − u2) −
n2a

l · T0

(u2 − u3), Ã1 =
A1

A2

,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .,

ün−1 =
n2aÃn−2

l · T0

(un−2 − un−1) −
n2a

l · T0

(un−1 − un), Ãn−2 =
An−2

An−1

,

ün−1 =
n2aÃn−1

l · T0

(un−1 − un) −
n2a

l · T0

un, Ãn−1 =
An−1

An
.

2. АЛГОРИТМ РАСЧЕТА

Выделим дифференциальное уравнение движения j-й массы:

üj =
n2aÃj−1

lT0

(uj−1 − uj) −
n2a

lT0

(uj − uj+1), Ãj−1 =
Aj−1

Aj
.

Скорость и перемещение j-й массы определяются как

u̇j = u̇j,0 +

∫ t

t0

üj · dt, uj = uj,0 +

∫ t

t0

u̇j · dt.

Первые приближения представим как

(üj)1 =
n2aÃj−1

lT0

[

(uj−1)0 − (uj)0
]

−
n2a

lT0

[

(uj)0 − (uj+1)0
]

,

(u̇j)1 = u̇j,0 +

∫ t

t0

(üj)1 · dt, (uj)1 = uj,0 +

∫ t

t0

(u̇j)1dt.

Дальнейшие приближения строятся по формулам

(üj)i =
n2aÃj−1

lT0

[

(uj−1)i−1
− (uj)i−1

]

−
n2a

lT0

[

(uj)i−1
− (uj+1)i−1

]

,

(u̇j)i = u̇j,0 +

∫ t

t0

(üj)i · dt, (uj)i = uj,0 +

∫ t

t0

(u̇j)idt, i = 1, 2, 3, . . . ,

где i — число приближений.
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Число приближений ограничиваем некоторым числом s, когда последующие приближения отлича-

ются от предыдущих на малые величины ∆ũj и ∆˜̇uj .

От интегральных выражений на малом интервале времени ∆t можем перейти к алгебраическим:

(üj)i =
n2aÃj−1

lT0

[

(uj−1)i−1
− (uj)i−1

]

−
n2a

lT0

[

(uj)i−1
− (uj+1)i−1

]

,

(u̇j)i = u̇j,0 + (üj)i−1 · ∆t, (uj)i = uj,0 + (u̇j)i−1 · ∆t, i = 1, 2, 3, . . .

Представленные алгебраические равенства преобразуем к универсальному виду, когда в структу-

ре этих выражений используются обобщенные безразмерные параметры скоростей и перемещений.

Представим равенство (uj)i = uj,0 + (u̇j)i−1 · ∆t в виде

(uj)i

l
=

uj,0

l
+

(u̇j)i−1

l
· ∆t ·

v0

v0

, (ũj)i = ũj,0 + (˜̇uj)i−1 ·
v0 · ∆t

l
, i = 1, 2, 3, . . . ,

где (ũj)i =
(uj)i

l
, ũj,0 =

uj,0

l
, (˜̇uj)i−1 =

(u̇j)i−1

v0

, v0 — предударная скорость.

Учитывая, что l = a · T0, получим выражение для расчета перемещения j-й массы в i-м прибли-

жении в безразмерных параметрах:

(ũj)i = ũj,0 + (˜̇uj)i−1 ·
v0 · ∆t

a · T0

= ũj,0 + (˜̇uj)i−1 · ∆t̃ ·
v0

a
, ∆t̃ =

∆t

T0

, i = 1, 2, 3, . . .

Аналогично приведем к безразмерному виду выражение для расчета скорости j-й массы в i-м

приближении:

(

˜̇uj

)

i
= ˜̇uj,0 +

a

ν0

[

n2Ãj−1

(

(ũj−1)i − (ũj)i

)

]

· ∆t̃ −
a

ν0

[

n2
(

(ũj)i − (ũj+1)i

)]

· ∆t̃,

где (˜̇uj)i =
(u̇j)i

v0

, ˜̇uj,0 =
u̇j,0

v0

, ∆t̃ =
∆t

T0

.

Сила Pj,j+1 между j-й и (j + 1)-й массами, возникающая при деформировании j-го упругого

элемента, определяется как Pj,j+1 = cj(uj − uj+1). Учитывая, что cj =
EAj

l
n, получим

Pj,j+1 = n · EAj(ũj − ũj+1), ũj =
uj

l
, ũj+1 =

uj+1

l
, j = 1, 2, . . . , n − 1, n.

Представим значения сил в безразмерном виде. Для этого разделим обе части последнего равен-

ства на значение силы P0 = EA0v0/a [1, 2] (где v0 — скорость стержня перед нанесением удара),

возникающей в ударном сечении однородного стержня такой же массы с площадью поперечного се-

чения A0 при столкновении с жесткой преградой.

Площадь поперечного сечения A0 однородного стержня определяется из условия равенства массе

стержня неоднородной структуры, площадь поперечных сечений которого на участках равна соответ-

ственно A1, A2, . . . , An: ρ
l

n
(A1 + A2 + . . . + An) = ρlA0, откуда A0 =

A1 + A2 + . . . + An

n
.

Представим значение силы P̃j,j+1 в безразмерном виде

P̃j,j+1 =
Pj,j+1

P0

=
n · EAj(ũj − ũj+1)

EA0 · v0/a
=

n · Ãj,0(ũj − ũj+1)

v0/a
, Ãj,0 =

Aj

A0

.

Значение ударной силы P̃n в безразмерном виде, учитывая, что перемещение жесткой преграды

ũn+1 в процессе удара равно нулю, определится как

P̃n =
n · Ãn,0 · ũn

v0/a
, ũn =

un

l
, Ãn,0 =

An

A0

.

Если стержень однородный и имеет постоянную площадь A поперечных сечений по длине, то

Ãj,0 =
Aj

A0

= 1, Ãn,0 =
An

A0

= 1, P̃j,j+1 =
n · (ũj − ũj+1)

v0/a
, P̃n =

n · ũn

v0/a
.
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3. МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОДОЛЬНОГО УДАРА ОДНОРОДНОГО СТЕРЖНЯ

Осуществлено моделирование процесса продольного удара однородного стержня о жесткую пре-

граду. В качестве тестового объекта рассматривался стержень с постоянной по длине площадью попе-

речных сечений с представлением его n-м количеством конечных элементов (рис. 3). Выбор тестового

объекта определен тем, что для него известны

точные решения о параметрах движения на ос-

нове волновой модели продольного удара [2, 3].

В частности, для схемы продольного удара

стержня (рис. 4) в системе координатных осей

«x− t» определены [2] области волновых состо-

яний. Область 0 — это область начального со-

стояния, когда все поперечные сечения стерж-

ня движутся с одинаковой скоростью V0, а де-

формации в поперечных сечениях отсутствуют.

Область 1 – это область, когда скорость попе-

речных сечений равна нулю, а деформация в

сечениях по абсолютной величине равна V0/a.

Область 2 – это область, когда скорость попе-

речных сечений равна (−V0), а деформации в

поперечных сечениях равны нулю.

Если на диаграмме волновых состояний для

произвольного сечения x провести параллельно

оси t линию bk, то получим отрезки bc, cd и

dk. Отрезок bc = (l − x)/a на рис. 4 определяет

промежуток времени, когда произвольное сече-

m1 m2 m3 mn-2 mn

V

x

mn-1

0

Рис. 3. Схема представления стержня n-м коли-

чеством конечных элементов

V

x
0

0

2

0 x l

2l/a

l/a

0

t

b

d

k

x

l

1

c

Рис. 4. Схема удара и диаграмма областей волновых

состояний [2]

ние x находится в области волнового состояния 0. Отрезок cd = 2x/a определяет промежуток време-

ни, когда произвольное сечение x находится в области волнового состояния 1. Отрезок dk = (l−x)/a

определяет промежуток времени, когда сечение x находится в области волнового состояния 2.

Для произвольного сечения x можно записать следующие расчетные формулы для определения

относительной скорости ˜̇u поперечного сечения и относительной продольной силы Ñ в поперечных

сечениях:

˜̇u(x, t) = u̇(x, t)/V0, ˜̇u(x, t) = 1, 0 ≤ t ≤ (l − x)/a, (2)

˜̇u(x, t) = 0, (l − x)/a ≤ t ≤ (l + x)/a, ˜̇u(x, t) = −1, t ≥ (l + x)/a, (3)

Ñ(x, t) = N(x, t)/EA
V0

a
, Ñ(x, t) = 0, 0 ≤ t ≤ (l − x)/a, (4)

Ñ(x, t) = 1, (l − x)/a ≤ t ≤ (l + x)/a, (5)

Ñ(x, t) = 0, t ≥ (l + x)/a. (6)

Реализован алгоритм расчета параметров движения сосредоточенных масс (ускорений, относитель-

ных перемещений и скоростей масс) в зависимости от времени при различном количестве конечных

элементов, моделирующих упругие и инерционные свойства стержня (n = 1, 2, 5, 10, 20, 30, 40).

Приведены результаты расчета ударной силы в зависимости от количества конечных элементов,

представляющих стержень (рис. 5).

На рис. 6, а–г, приведены диаграммы, характеризующие изменение ударной силы во времени при

различном количестве конечных элементов, представляющих стержень (диаграмма 1 — расчет по

формулам (5), (6), диаграмма 2 — результат моделирования).

Чем больше число конечных элементом, на которые разбивается стержень, тем ближе результа-

ты моделирования элементной модели к результатам расчета ударной силы при продольном ударе

однородного стержня о жесткую преграду на основе волновой модели (диаграммы 1).

Практически, при n > 10 результаты уже мало отличаются друг от друга. Длительность удара

приближается к величине T → 2l/a, t̃ → 2. Относительное значение ударной силы P̃n → 1.
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Рис. 5. Схемы удара, когда стержень представлен одним (а), двумя (б) и n-м (в)

количеством конечных элементов
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Рис. 6. Диаграммы относительного значения ударной силы P̃n: а — n = 1, б — n = 5, в — n = 10, г — n = 30

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

0

0.1 0.3 0.5 0.7 0.9 1.1 1.3 1.5 1.7 1.9

С
и

л
а
 
в
 
с
е
ч

е
н

и
я
х
 с

т
е
р
ж

н
я P

Относительное время

2

t

1x=0 5.

~

~

Рис. 7. Диаграммы изменения продольной силы в попе-

речном сечении стержня, расположенного на расстоянии

0, 5l от ударного сечения: 1 – расчет по формулам (4)–

(6) при x = 0, 5l; 2 –результаты моделирования

Результаты моделирования указывают и на

волновой характер распространения деформа-

ций. На рис. 7 представлены диаграммы из-

менения продольной силы (при n = 30) в

поперечном сечении стержня, расположенно-

го на расстоянии 0, 5l от ударного сечения

(x̃ = x/l = 0, 5).

Заметим, что в момент нанесения удара

(t̃ = 0) деформации в сечении x̃ = 0, 5 стержня

отсутствуют. Для волновой модели (диаграм-

ма 1) деформации в сечении x̃ = 0, 5 возникнут

после прихода ударной волны через промежу-

ток времени 0,5l/a с момента нанесения уда-

ра. Элементная модель практически улавливает

процесс распространения волны деформации по

стержню (с учетом переходных процессов на-

растания и спада).
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ВЫВОДЫ

Предложенная процедура расчета может быть использована при моделировании задач продольного

удара в стержневых системах.

Точность вычислений тем выше, чем большее количество элементов представляют стержень. В

практических вычислениях можно ограничиться количеством элементов для стержня n ∈ (20, . . . , 30).

Преобразование уравнений движения к виду, когда в структуре уравнений представлен параметр

— скорость звука в материале стержня, позволяет естественным образом при необходимости сопо-

ставлять результаты с волновой моделью продольного удара.

Работа выполнена в рамках реализации ФЦП «Научные и научно-педагогические кадры инно-

вационной России» (ГК № П 1122).
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НАПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ
ПОЛОСЫ ПЕРЕМЕННОЙ ТОЛЩИНЫ
ПРИ НЕРАВНОМЕРНОМ НАГРЕВЕ

М.В. Мирсалимов

Азербайджанский технический университет, Баку,
кафедра сопротивления материалов
E-mail: a-mirsalimov@mail.ru

Рассматривается задача механики разрушения для полосы
(стержня), ослабленной прямолинейной трещиной с концевыми
зонами, находящегося под действием неравномерного темпера-
турного поля. Толщина полосы считается переменной. Получено
условие предельного состояния полосы.

Ключевые слова: полоса переменной толщины, силы сцепле-
ния, трещина со связями между берегами в концевых зонах,
неравномерный нагрев.

The Intense State of the Band of Variable Thickness
at Non-Uniform Heating

M.V. Mirsalimov

Azerbaijan Technical University, Baku,
Chair of the Resistance of Materials
E-mail: a-mirsalimov@mail.ru

The problem of mechanics of fracture for a band (core) weakened by
a rectilinear crack with end zones, a non-uniform temperature field
being under action is considered. Thickness of a band is considered
a variable. The condition of a limiting condition of a band is received.

Key words: variable-thickness band, cohesive forces, crack with
interfacial bonds, non-uniform heating.

ВВЕДЕНИЕ

Полосы (стержни) переменной толщины широко используются в технике и строительстве. Это

вызвано, в частности, тем, что изделия требуемых свойств чаще всего можно получить с помощью

варьирования их толщины. В реальных материалах всегда имеются различного рода дефекты типа

трещин, развитие которых под действием нагрузки приводит к локальному или полному разрушению.

Оценка несущей способности полос переменной толщины при наличии трещин не получила к на-

стоящему времени своего решения. Достижение этой цели будет способствовать обоснованию путей

повышения живучести конструкций.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим упругую однородную изотропную полосу (стержень) переменной толщины, ослаблен-

ную одной сквозной прямолинейной трещиной, направленной перпендикулярно к боковым граням

полосы. Обозначим через 2c и 2h соответственно ширину и толщину полосы, а через 2ℓ — длину

трещины с концевыми зонами. Пусть полоса с нецентрально расположенной трещиной подвергается

c© Мирсалимов М.В., 2011


