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В работе получено в явном виде аналитическое решение линей-
ных дифференциальных уравнений ошибок бесплатформенной
инерциальной навигационной системы (БИНС), функциониру-
ющей в нормальной географической системе координат, для
случая движения с постоянной скоростью и на постоянной вы-
соте вдоль земного экватора. Решение представлено в удобном
для исследования виде, описывает влияние неточного зада-
ния начальных условий интегрирования на точность нахожде-
ния параметров навигации и справедливо в случае отсутствия
инструментальных погрешностей гироскопов и акселерометров.
Полученное решение может быть использовано при анализе
точности работы БИНС.

Ключевые слова: инерциальная навигация, бесплатформен-
ные инерциальные навигационные системы, ошибки БИНС, ана-
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Analytical Solution of Linear Differential Error Equations

of Strapdown Inertial Navigation System, Functioning

in the Normal Geographic Reference Frame, for the Case

of an Object, Following the Geographical Equator

M. Yu. Loginov, M. G. Tkachenko, Yu. N. Chelnokov

Analytical solution of linear differential error equations of the

strapdown inertial navigation system, functioning in the normal

geographic reference frame, for the object, following the Earth

equator with constant speed and on the constant height, is derived.

The solution is represented in the form, which is convenient for the

analysis. The roots of the auxiliary equation are derived in the explicit

form. Obtained results can be used, for example, for analysis of the

accuracy of strapdown inertial navigation system.
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ВВЕДЕНИЕ

При построении алгоритмов функционирования БИНС используются так называемые уравнения

идеальной работы БИНС, т.е. дифференциальные и функциональные соотношения, связывающие про-

екции векторов кажущегося ускорения и абсолютной угловой скорости объекта, измеряемые чувстви-

тельными элементами БИНС (при условии их идеального функционирования), с навигационными

параметрами (координатами местонахождения и проекциями скорости) и параметрами ориентации.

Возможны различные варианты таких уравнений [1–4]. В данной работе используются уравнения

идеального функционирования БИНС в нормальной географической системе координат (НГСК), в

которых в качестве промежуточных кинематических параметров ориентации используются параметры

Эйлера (Родрига–Гамильтона) [4–10]. Эти уравнения используются в настоящее время для построе-

ния высокоточных алгоритмов функционирования современных отечественных БИНС, построенных

на волоконно-оптических или лазерных гироскопах и кварцевых акселерометрах.

В работе [11] для этих уравнений выведены полные и линеаризованные дифференциальные урав-
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нения ошибок, которые позволяют изучать влияние на работу БИНС погрешностей чувствительных

элементов (акселерометров и гироскопов), ошибок начального задания параметров ориентации и на-

вигации, а также законов движения объекта. Для аналитического исследования, как правило, исполь-

зуются линеаризованные дифференциальные уравнения ошибок БИНС. В некоторых частных случаях

движения объекта становится возможным найти аналитическое решение линейных дифференциаль-

ных уравнений ошибок. В работе [1] В. Д. Андреевым построены аналитические решения линейных

дифференциальных уравнений ошибок определения декартовых координат объекта в инерциальной

системе координат для случаев, когда объект неподвижен в инерциальной системе координат; дви-

жется с постоянной в инерциальной системе координат скоростью в неподвижной относительно инер-

циальной системы координат плоскости, проходящей через центр Земли; движется с постоянной

скоростью по параллели. Последний случай включает в себя, как частные, случай неподвижного по

отношению к Земле объекта (рассмотренный В. Д. Андреевым в приближённой постановке) и случай

движения объекта с постоянной скоростью вдоль экватора. Решение, построенное в последнем слу-

чае с использованием преобразования Карсона–Хевисайда, по мнению В. Д. Андреева, громоздко и

трудно обозримо. Более того, для корней характеристического уравнения интегрируемых уравнений

ошибок, которые входят в построенное решение, в работе [1] не получены явные выражения через

коэффициенты исходной системы.

Отметим, что аналитические решения дифференциальных уравнений ошибок для частных случа-

ев движения объекта позволяют установить свойства уравнений функционирования БИНС, а также

аналитически оценить влияние неточного задания начальных условий интегрирования и инструмен-

тальных погрешностей БИНС на точность нахождения параметров ориентации и навигации.

В данной работе подробно рассматривается построение аналитического решения линеаризован-

ных дифференциальных уравнений ошибок БИНС [11] для случая движения объекта вдоль земного

экватора с постоянной скоростью на постоянной высоте при отсутствии погрешностей гироскопов

(измерителей угловой скорости) и акселерометров. Таким образом, полученное решение позволяет

установить свойства уравнений функционирования БИНС в данном конкретном случае движения,

а также аналитически оценить влияние неточного задания начальных условий интегрирования на

точность нахождения параметров навигации. Решение справедливо в случае отсутствия инструмен-

тальных погрешностей гироскопов и акселерометров, представлено в удобном для исследования виде,

а для корней характеристического уравнения интегрируемых уравнений ошибок получены явные вы-

ражения.

1. ИСХОДНАЯ СИСТЕМА ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

Рассматривается задача инерциальной ориентации и навигации объекта в географической опорной

системе координат, решаемая с помощью бесплатформенной инерциальной навигационной системы,

имеющей в своем составе 3 ньютонометра и пространственный измеритель абсолютной угловой ско-

рости, жестко закрепленные на борту объекта, и бортовой вычислитель. Считается, что в задачу

инерциальной навигации входит определение ориентации объекта относительно географического со-

провождающего трехгранника (параметров Эйлера (Родрига–Гамильтона), а также углов ориентации

объекта: географического курса, углов рыскания, тангажа и крена), проекций линейной скорости

движения объекта относительно Земли на оси географического сопровождающего трехгранника, кри-

волинейных географических координат местоположения объекта. В качестве исходной информации

для решения этой задачи принимаются проекции векторов кажущегося ускорения и абсолютной уг-

ловой скорости объекта на связанные с ним оси (или приращения интегралов от них), формируемые

чувствительными элементами БИНС.

При рассмотрении задач ориентации и навигации объекта используются следующие системы ко-

ординат:

O1X
∗

1X∗

2X∗

3 (X∗) — геоцентрическая инерциальная система координат с началом в центре масс

Земли, принимаемой за эллипсоид вращения. Ось X∗

1 направлена по полярной оси Земли (вдоль

вектора u угловой скорости вращения Земли); оси X∗

2 , X∗

3 расположены в плоскости экватора и не

участвуют в суточном вращении Земли;

O1η1η2η3 (η) — геоцентрическая система координат, жестко связанная с Землёй. Ось η1 направ-
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лена по оси X∗

1 ; оси η2, η3 расположены в плоскости экватора, причём ось η2 совпадает с линией

пересечения плоскости экватора и гринвичского меридиана;

O2Z
′

1Z
′

2Z
′

3 (Z ′) — нормальная географическая система координат (или НГСК), начало O2 которой

совпадает с одной из точек объекта (точкой местоположения чувствительных масс ньютонометра).

Ось Z ′

2 направлена по географической вертикали вверх, ось Z ′

1 — вдоль касательной к меридиану

h-эллипсоида на север, ось Z ′

3 —вдоль касательной к параллели на восток;

O2Y1Y2Y3 (Y ) — связанная с объектом система координат. Ось Y1 направлена по продольной оси

объекта, ось Y2 — по нормальной, а ось Y3 — по поперечной.

Все введённые системы координат являются правыми. Схемы поворотов координатных трёхгран-

ников приведены на рисунке. Здесь µ = µ0 + ut (µ — значение угла разворота системы координат η

относительно X∗, µ0 — значение этого угла в начальный момент времени, u — угловая скорость

вращения Земли, t — время); λ, ϕ — географическая долгота и широта местонахождения объекта;

ψ — географический курс объекта; ϑ, γ — углы тангажа и крена.

а б в

Схемы поворотов координатных трёхгранников: а — для систем координат X∗ и η; б — для систем коорди-

нат η и Z′; в — для систем координат Z′ и Y

Взаимная ориентация введённых координатных трёхгранников задаётся параметрами Эйлера в

соответствии со схемой поворотов

X∗ ω→
λj

Y ∼ X∗ →
νj

Z ′ →
κj

Y,

где λj и κj (j = 0, 1, 2, 3) — параметры Эйлера, характеризующие ориентацию объекта (трёхгранни-

ка Y ) относительно трёхгранников X∗ и Z ′ соответственно; νj (j = 0, 1, 2, 3) — параметры Эйлера,

характеризующие ориентацию НГСК относительно инерциальной системы координат X∗; ω — вектор

абсолютной угловой скорости вращения объекта (системы координат Y ).

Рассмотрим исходную систему уравнений инерциальной ориентации и навигации объекта относи-

тельно нормальной географической системы координат, являющихся уравнениями идеального функ-

ционирования БИНС в НГСК [4, 6–8, 10]:

˙vN = aN + ωEvH − (uH + ωH) vE ,

˙vH = aH − ωEvN + (uN + ωN ) vE − g,

˙vE = aE + (uH + ωH) vN − (uN + ωN ) vH ;

2κ̇ = nωκ − nκωZ′ =
(

nω − mωZ′

)

κ,

κ = (κ0, κ1, κ2, κ3) , ωZ′ = (0, ωN , ωH , ωE) ;

λ̇ = vE / (R1 cos ϕ) , ϕ̇ = vN/R2, Ḣ = vH/α;

ωN = uN + vE/R1, ωH = uH + (vE tg ϕ) /R1, ωE = −vN/R2,

uN = u cos ϕ, uH = u sin ϕ;

R1 = (ã + H) /α, R2 = (ã + H)
(

1 − e2
)

/α3, α =
(

1 − e2 sin2 ϕ
)1/2

;

tg ψ = − κ0κ2 − κ1κ3

κ
2
0 + κ

2
1 − 0, 5

, tg γ =
κ0κ1 − κ2κ3

κ
2
0 + κ

2
2 − 0, 5

, sin ϑ = 2 (κ1κ2 + κ0κ3) ;
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aZ′ = nT
κ
mκa, aZ′ = (0, aN , aH , aE) , a = (0, a1, a2, a3) ;

g = geo ã2
(

1 + δ sin2 ϕ
)

/ (ã + H)
2
.

Здесь vk (k = N,H,E) — проекции относительной скорости объекта (скорости точки O2 системы

координат Y относительно земной поверхности) на оси НГСК; ai (i = 1, 2, 3) и ak (k = N,H,E) —

проекции вектора кажущегося ускорения (ускорения, измеряемого пространственным ньютонометром)

на объектовые оси и на оси НГСК; ωi (i = 1, 2, 3) и ωk (k = N,H,E) — проекции векторов абсолютных

угловых скоростей вращения объекта и НГСК на объектовые оси и на оси НГСК; H — высота

местонахождения объекта; nκ , mκ, nω, mωZ′
— кватернионные матрицы типов n и m [4] (см. ниже);

g — модуль ускорения силы тяжести, u = 7, 29 · 10−5 с−1 — угловая скорость суточного вращения

Земли, e2 = 0, 006692 — квадрат первого эксцентриситета, ã = 6378245 м — большая полуось земного

эллипсоида вращения Красовского, geo = 9, 78049 м/с2, δ = 5, 317 · 10−3.

Используемые в описанных выше соотношениях кватернионные матрицы n и m типов имеют

следующий вид (для любого кватерниона l):

n(l) =











l0 −l1 −l2 −l3

l1 l0 l3 −l2

l2 −l3 l0 l1

l3 l2 −l1 l0











, m(l) =











l0 −l1 −l2 −l3

l1 l0 −l3 l2

l2 l3 l0 −l1

l3 −l2 l1 l0











.

Матрицы nω и mωZ′ выглядят так:

nω =











0 −ω1 −ω2 −ω3

ω1 0 ω3 −ω2

ω2 −ω3 0 ω1

ω3 ω2 −ω1 0











, mωZ′
=











0 −ωN −ωH −ωE

ωN 0 −ωE ωH

ωH ωE 0 −ωN

ωE −ωH ωN 0











.

2. ЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ ОШИБОК

Введём замену переменных следующим образом:

vp = v∗

p + ∆vp (p = N,H,E),

H = H∗ + ∆H, λ = λ∗ + ∆λ, ϕ = ϕ∗ + ∆ϕ,

κ = κ
∗ + ∆κ,

κ
∗ = (κ∗

0 , κ∗

1 , κ∗

2 , κ∗

3)
T

, ∆κ = (∆κ0,∆κ1,∆κ2,∆κ3)
T

,

Cκ ij = C∗

κ ij + ∆Cκ ij (i, j = 1, 2, 3),

ai = a∗

i + ∆ai, ωi = ω∗

i + ∆ωi, (i = 1, 2, 3).

В этих соотношениях величины с верхним индексом «*» обозначают точные (невозмущённые) значе-

ния параметров, а величины со знаком ∆ — отклонения параметров от их точных значений. Таким

образом, ∆vp (p = N,H,E) — ошибки определения проекций относительной скорости объекта на оси

НГСК; ∆H, ∆λ, ∆ϕ — ошибки определения высоты, долготы и широты объекта; ∆κk (k = 0, 1, 2, 3)

и ∆Cκij (i, j = 1, 2, 3) — ошибки определения ориентации объекта относительно НГСК в пара-

метрах Родрига–Гамильтона и направляющих косинусах; ∆ai, ∆ωi (i = 1, 2, 3) — инструментальные

погрешности акселерометров и гироскопов соответственно.

Система линейных дифференциальных уравнений ошибок определения географических координат

и проекций относительной скорости объекта может быть записана в матричном виде следующим

образом [11]:

∆Ẋ = A∆X + B, (1)
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где

∆Ẋ =
(

∆v̇N ,∆v̇H ,∆v̇E ,∆Ḣ,∆ϕ̇,∆λ̇
)T

, ∆X = (∆vN ,∆vH ,∆vE ,∆H,∆ϕ,∆λ)
T

,

B = (O1, O2, O3, 0, 0, 0)
T

, Oi =

3
∑

j=1

C∗

κij∆aj +

3
∑

j=1

Qija
∗

j , Q = C∗

ν∆CT
λ .

(2)

В этих соотношениях C∗

ν — матрица невозмущённых значений направляющих косинусов, характе-

ризующих ориентацию НГСК относительно инерциальной системы координат X∗, ∆Cλ — матрица

направляющих косинусов, описывающая ошибку определения ориентации объекта относительно инер-

циальной системы координат X∗, а элементы aij (i, j = 1, 2, 3, 4, 5, 6) матрицы A выглядят следующим

образом:

a11 = −v∗

H

R∗

2

, a12 = ω∗

E , a13 = −2ω∗

H , a14 =
(ω∗

H − u∗

H) v∗

E − ω∗

Ev∗

H

ã + H∗
,

a15 = −a∗

H − 2u∗

Nv∗

E − (ω∗

N − u∗

N ) v∗

E

cos2 ϕ∗
+

(v∗

E)
2
e2 sin2 ϕ∗

(ã + H∗) α∗
+ 3

v∗

Nv∗

He2 sinϕ∗ cos ϕ∗

R∗

1 (1 − e2)
,

a16 = −a∗

E sinϕ∗, a21 = −2ω∗

E , a22 = 0, a23 = 2ω∗

N ,

a24 =
ω∗

Ev∗

N − (ω∗

N − u∗

N ) v∗

E + 2g∗

(ã + H∗)
,

a25 = a∗

N − 2u∗

Hv∗

E − 2geoã
2δ sinϕ∗ cos ϕ∗

(ã + H∗)
2 − 3

(v∗

N )
2
e2 sin ϕ∗ cos ϕ∗

R∗

1 (1 − e2)
− (v∗

E)
2
e2 sinϕ∗ cos ϕ∗

(ã + H∗) α∗
,

a26 = a∗

E cos ϕ∗, a31 = u∗

H + ω∗

H , a32 = −u∗

N − ω∗

N ,

a33 =
v∗

N tg ϕ∗ − v∗

H

R∗

1

, a34 =
(ω∗

N − u∗

N ) v∗

H − (ω∗

H − u∗

H) v∗

N

ã + H∗
,

a35 = 2u∗

Nv∗

N + 2u∗

Hv∗

H +
(ω∗

N − u∗

N ) v∗

N

cos2 ϕ∗
+

v∗

Ee2 sinϕ∗ (v∗

H cos ϕ∗ − v∗

N sin ϕ∗)

(ã + H∗) α∗
,

a36 = a∗

N sinϕ∗ − a∗

H cos ϕ∗, a41 = 0, a42 = 1/α∗, a43 = 0, a44 = 0,

a45 = v∗

He2 sin ϕ∗ cos ϕ∗

/

(α∗)
3

, a46 = 0, a51 = 1/R∗

2, a52 = 0, a53 = 0,

a54 = − v∗

N

R∗

2 (ã + H∗)
, a55 = −3

v∗

Ne2 sin ϕ∗ cos ϕ∗

R∗

1 (1 − e2)
, a56 = 0, a61 = 0, a62 = 0,

a63 =
1

R∗

1 cos ϕ∗
, a64 = − v∗

E

R∗

1 cos ϕ∗ (ã + H∗)
, a65 =

v∗

E sin ϕ∗

R∗

1 cos2 ϕ∗
− v∗

Ee2 sin ϕ∗

(ã + H) α∗
, a66 = 0.

3. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ НЕОДНОРОДНОЙ ЧАСТИ УРАВНЕНИЙ ОШИБОК

При выводе изучаемых дифференциальных уравнений ошибок используется следующее матричное

соотношение [11]:







∆aN

∆aH

∆aE






= ∆ϕ







0 −1 0

1 0 0

0 0 0













a∗

N

a∗

H

a∗

E






+ ∆λ







0 0 − sin ϕ∗

0 0 cos ϕ∗

sin ϕ∗ cos ϕ∗ 0













a∗

N

a∗

H

a∗

E






+

+(C∗

κ
)
T







∆a1

∆a2

∆a3






+ C∗

ν∆CT
λ







a∗

1

a∗

2

a∗

3






, (3)

где C∗

κ
— матрица направляющих косинусов, описывающая точную (невозмущённую) ориентацию

объекта относительно НГСК. Соотношение (3) описывает погрешности ∆aN , ∆aH , ∆aE определения

проекций кажущегося ускорения объекта на оси НГСК. Они используются при построении уравнений
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ошибок определения проекций ∆vN , ∆vH , ∆vE относительной скорости объекта. Отметим, что неод-

нородная часть B в уравнениях (1) появляется из третьего и четвёртого слагаемых в правой части

соотношения (3).

Будем считать, что инструментальные погрешности гироскопов и акселерометров отсутствуют, т.е.

∆aj = 0, ∆ωj = 0 (j = 1, 2, 3). Тогда третье слагаемое в правой части (3) обращается в нуль. Кроме

того, учтём, что

∆CT
λ







a∗

1

a∗

2

a∗

3






= ∆CT

λ C∗

κ







a∗

N

a∗

H

a∗

E






, C∗

κ
= C∗

λ (C∗

ν )
T

,

где C∗

λ — матрица направляющих косинусов, описывающая точную (невозмущённую) ориентацию

объекта относительно инерциальной системы координат X∗. С учётом этого соотношения, четвёртый

член в правой части соотношения (3) примет вид

C∗

ν∆CT
λ C∗

λ (C∗

ν )
T







a∗

N

a∗

H

a∗

E






. (4)

Линейные дифференциальные уравнения ошибок определения ориентации объекта в инерциаль-

ной системе координат имеют аналитическое решение, из которого при отсутствии погрешностей

гироскопов следует [1, 4]:

∆Cλ(t) = C∗

λ(t) (C∗

λ (t0))
T

∆Cλ(t0). (5)

Подставляя (5) в (4), получим:

C∗

ν∆CT
λ (t0)C

∗

λ(t0) (C∗

λ)
T

C∗

λ (C∗

ν )







a∗

N

a∗

H

a∗

E






= C∗

ν∆CT
λ (t0)C

∗

λ(t0) (C∗

ν )
T







a∗

N

a∗

H

a∗

E






. (6)

Матрица направляющих косинусов C∗

ν , описывающая точную ориентацию НГСК относительно

инерциальной системы координат X∗, для случая движения объекта по экватору выглядит следующим

образом:

C∗

ν =







1 0 0

0 cos λ∗

a sin λ∗

a

0 − sin λ∗

a cos λ∗

a






, λ∗

a = µ + ut + λ∗. (7)

Учитывая (7), а также условие a∗

N = a∗

E = 0, справедливое в случае движения объекта вдоль

экватора, из (6) получаем новый вектор-столбец:

b = a∗

H





















λ12 cos λ∗

a + λ13 sin λ∗

a

λ22 cos2 λ∗

a + (λ32 + λ23) cos λ∗

a sin λ∗

a + λ33 sin2 λ∗

a

λ32 cos2 λ∗

a + (λ33 − λ22) cos λ∗

a sin λ∗

a − λ23 sin2 λ∗

a

0

0

0





















, (8)

где λij (i, j = 1, 2, 3) — элементы матрицы ∆CT
λ (t0)C

∗

λ(t0).

Таким образом, в случае движения объекта вдоль экватора при отсутствии инструментальных

погрешностей гироскопов и акселерометров вместо соотношений (1)–(2) получаем уравнения

∆Ẋ = A∆X + b, (9)

где вектор-столбец b описывается соотношением (8) и отражает влияние неточного задания начальной

ориентации объекта в инерциальной системе координат на вектор ∆X ошибок определения парамет-

ров навигации.
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4. АНАЛИТИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ

При невозмущённом движении объекта вдоль экватора с постоянной скоростью v∗

E на постоянной

высоте H∗, при условии, что Земля — сфера, т.е. α = 1 и e2 = 0, будем иметь:

ϕ∗ = 0, a∗

N = a∗

E = 0, a∗

H = g∗ − 2uv∗

E − (v∗

E)2
/

R∗

1 , ω∗

N = u + v∗

E/R∗

1 ,

ω∗

H = ω∗

E = 0, v∗

N = v∗

H = 0, R∗

1 = ã + H∗, g∗ = geoã
2
/

(ã + H∗) .

Учитывая эти соотношения, рассмотрим однородную систему, соответствующую линейной неод-

нородной системе (9) дифференциальных уравнений ошибок определения проекций относительной

скорости объекта и его криволинейных координат:

∆Ẋ = A∆X, (10)

где

∆X = (∆vN ,∆vH ,∆vE ,∆H,∆ϕ,∆λ)
T

,

A =























0 0 0 0 −g∗ 0

0 0 2ω∗

N a24 0 0

0 −2u − v∗

E/R∗

1 0 0 0 −a∗

H

0 1 0 0 0 0

1/R∗

1 0 0 0 0 0

0 0 1/R∗

1 −v∗

E

/

(R∗

1)
2























,

a24 = 2g∗/R∗

1 − (v∗

E/R∗

1)
2
.

Рассмотрим обычную систему линейных уравнений:

(A − βE) e = 0, (11)

где β — число (вещественное или комплексное), e = (α1, α2, α3, α4, α5, α6)
T
. Из системы (11) найдём

возможные значения β и соответствующие им собственные векторы e. Перепишем систему (11) в

скалярном виде:

−βα1 − g∗α5 = 0,

−βα2 + 2ω∗

Nα3 + a24α4 = 0,

− (2u + v∗

E/R∗

1 ) α2 − βα3 − a∗

Hα6 = 0,

α2−βα4 = 0,
(12)

α1/R∗

1 − βα5 = 0,

α3/R∗

1 − α4v
∗

E

/

(R∗

1)
2 − βα6 = 0.

Из первого и пятого уравнений системы (12) находим

α1 = −α5g
∗/β , α1 = R∗

1βα5.

Следовательно, имеются две возможности:

(а) R∗

1β = −g∗/β , откуда β1,2 = ±
√

g∗/R∗

1 · i (i — мнимая единица);

(б) α1 = α5 = 0, и собственные значения β следует определять из второго, третьего, четвёртого и

шестого уравнений системы (12).

В случае (а) можно положить α2 = α3 = α4 = α6 = 0, α5 = 1, и из равенства α1 = R∗

1βα5 получим

α1 = ±R∗

1

√

g∗/R∗

1 · i. Таким образом, найдены два собственных вектора:

e1 =

(

√

g∗/R∗

1 · i; 0; 0; 0; 1; 0

)

, e2 =

(

−
√

g∗/R∗

1 · i; 0; 0; 0; 1; 0

)

,
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соответствующих собственным значениям β1 =
√

g∗/R∗

1 · i и β2 = −
√

g∗/R∗

1 · i.
Рассмотрим случай (б). Из четвёртого уравнения системы (12) находим α2 = βα4 и полученное

значение для α2 подставляем во второе, третье и шестое уравнения системы (12). Получаем:

2ω∗

Nα3 +
(

a24 − β2
)

α4 = 0,

− (2u + v∗

E/R∗

1 ) βα4 − βα3 − a∗

Hα6 = 0, (13)

α3/R∗

1 − α4v
∗

E

/

(R∗

1)
2 − βα6 = 0.

Из первого уравнения системы (13) находим

α3 =
(

β2 − a24

)

α42ω∗

N . (14)

Подставляя полученное значение α3 во второе и третье уравнения системы (13), находим:

α6 = − β

a∗

H

(

2u +
v∗

E

R∗

1

+
β2 − a24

2ω∗

N

)

α4, α6 =
1

R∗

1β

(

β2 − a24

2ω∗

N

− v∗

E

R∗

1

)

α4. (15)

Для совместимости двух последних уравнений необходимо, чтобы

− β

a∗

H

(

2u +
v∗

E

R∗

1

+
β2 − a24

2ω∗

N

)

=
1

R∗

1β

(

β2 − a24

2ω∗

N

− v∗

E

R∗

1

)

.

Отсюда после несложных преобразований получаем биквадратное относительно β уравнение:

β4 + β2 [2ω∗

N (2u + v∗

E/R∗

1 ) − a24 + a∗

H/R∗

1 ] − (a24 + 2ω∗

Nv∗

E/R∗

1 ) a∗

H/R∗

1 = 0.

Можно показать, что в широком диапазоне высот H∗ и скоростей v∗

E полученное уравнение имеет

два действительных и два чисто мнимых корня. Это условие перестаёт выполняться при достиже-

нии некоторой максимальной скорости (v∗

E)
max

(т.е. при |v∗

E | > (v∗

E)
max

), которая на нулевой высоте

равна (v∗

E)
max ≈ 7440м/с и с ростом высоты убывает по закону, близкому к линейному. Так, для

высоты H∗ = 100 км максимальная скорость приблизительно равна (v∗

E)
max ≈ 7370м/с , а для высоты

H∗ = 1000 км (v∗

E)
max ≈ 6820м/с.

Пусть β3 и β4 — вещественные корни, а β5 и β6 — чисто мнимые. Тогда

β3 = −β4 =
√

ρ1, β5 = −β6 =
√

ρ2,

ρ1 = −ω∗

N (2u + v∗

E/R∗

1 ) + (a24 − a∗

H/R∗

1 )/2 +

+
1

2

[

(2ω∗

N (2u + v∗

E/R∗

1 ) − a24 + a∗

H/R∗

1 )
2

+ 4a∗

H (a24 + 2ω∗

Nv∗

E/R∗

1 )/R∗

1

]1/2

,

ρ2 = −ω∗

N (2u + v∗

E/R∗

1 ) + (a24 − a∗

H/R∗

1 )/2 −

−1

2

[

(2ω∗

N (2u + v∗

E/R∗

1 ) − a24 + a∗

H/R∗

1 )
2

+ 4a∗

H (a24 + 2ω∗

Nv∗

E/R∗

1 )/R∗

1

]1/2

.

Найдём собственные векторы, соответствующие найденным собственным значениям. Из соотно-

шений (14), (15) и четвёртого уравнения системы (12) находим при α4 = 1

α
(i)
2 = βi, α

(i)
3 =

(

β2
i − a24

)/

2ω∗

N , α
(i)
6 = −βi

(

2u + v∗

E/R∗

1 + α
(i)
3

)/

a∗

H ,

где i = 3, 4, 5, 6. Отметим, что α
(4)
3 = α

(3)
3 , α

(4)
6 = −α

(3)
6 , α

(6)
3 = α

(5)
3 и α

(6)
6 = −α

(5)
6 . Таким образом,

имеем:

e3 =
(

0;β3;α
(3)
3 ; 1; 0;α

(3)
6

)

, e4 =
(

0;−β3;α
(3)
3 ; 1; 0;−α

(3)
6

)

,

e5 =
(

0;β5;α
(5)
3 ; 1; 0;α

(5)
6

)

, e6 =
(

0;−β5;α
(5)
3 ; 1; 0;−α

(5)
6

)

.

Фундаментальная система решений уравнения (10) имеет вид

W (t) =
(

e1eβ1t, e2eβ2t, e3eβ3t, e4eβ4t, e5eβ5t, e6eβ6t
)

,

где ei (i = 1, ..., 6) — векторы-столбцы.
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Обозначим α
(5)
6 = ν̃i, β1 = ω̃i, β5 = µ̃i, где ν̃, ω̃, µ̃ — действительные числа, причём ω̃ =

√

g∗/R∗

1 .

Тогда, в соответствии с теорией дифференциальных уравнений, общее решение линейной однородной

системы (10) запишется в виде

∆X(t) = W (t)C ′, C ′ = (C ′

1, C
′

2, C
′

3, C
′

4, C
′

5, C
′

6)
T

,

или в скалярной записи в виде

∆vN =
√

g∗R∗

1 [C2 cos ω̃t − C1 sin ω̃t] ,

∆vH = β3

[

C3e
β3t − C4e

−β3t
]

+ µ̃ [C6 cos(µ̃t) − C5 sin(µ̃t)] ,

∆vE = α
(3)
3

[

C3e
β3t + C4e

−β3t
]

+ α
(5)
3 [C5 cos(µ̃t) + C6 sin(µ̃t)] ,

∆H = C3e
β3t + C4e

−β3t + C5 cos(µ̃t) + C6 sin(µ̃t),

∆ϕ = C1 cos(ω̃t) + C2 sin(ω̃t),

∆λ = α
(3)
6

[

C3e
β3t − C4e

−β3t
]

+ ν̃ [C6 cos(µ̃t) − C5 sin(µ̃t)] ,

(16)

где

β3 =
√

ρ1, ω̃ =
√

g∗/R∗

1 , µ̃ =
√−ρ2, ν̃ = −√−ρ

(

2u + v∗

E/R∗

1 + α
(5)
3

)/

a∗

H ,

α
(3)
3 =

(β3)
2 − a24

2ω∗

N

=
ρ1 − a24

2ω∗

N

, α
(5)
3 =

(β5)
2 − a24

2ω∗

N

=
ρ2 − a24

2ω∗

N

,

α
(3)
6 = −β3

(

2u + v∗

E/R∗

1 + α
(3)
3

)/

a∗

H = −√
ρ1

(

2u + v∗

E/R∗

1 + α
(3)
3

)/

a∗

H ,

a24 = 2g∗/R∗

1 − (v∗

E/R∗

1)
2,

ρ1 = −ω∗

N (2u + v∗

E/R∗

1) + (a24 − a∗

H/R∗

1)/2 + (17)

+
1

2

[

(2ω∗

N (2u + v∗

E/R∗

1) − a24 + a∗

H/R∗

1)
2

+ 4a∗

H (a24 + 2ω∗

Nv∗

E/R∗

1)/R
∗

1

]1/2

,

ρ2 = −ω∗

N (2u + v∗

E/R∗

1) + (a24 − a∗

H/R∗

1)/2 −

−1

2

[

(2ω∗

N (2u + v∗

E/R∗

1) − a24 + a∗

H/R∗

1)
2

+ 4a∗

H (a24 + 2ω∗

Nv∗

E/R∗

1)/R
∗

1

]1/2

,

a∗

H = g∗ − 2uv∗

E − (v∗

E)2
/

R∗

1 ,

а Ci (i = 1, ..., 6) — постоянные интегрирования, связанные с константами C ′

i соотношениями

C1 = C ′

1 + C ′

2, C2 = i(C ′

1 − C ′

2), C3 = C ′

3,

C4 = C ′

4, C5 = C ′

5 + C ′

6, C6 = i(C ′

5 − C ′

6).

Обозначим начальные условия интегрирования линейной однородной системы (10) через ∆v0
N , ∆v0

H ,

∆v0
E , ∆H0, ∆ϕ0 и ∆λ0. При t = 0 из системы (16) находим:

∆v0
N = C2

√

g∗R∗

1, ∆v0
H = β3(C3 − C4) + µ̃C6, ∆v0

E = α
(3)
3 (C3 + C4) + α

(5)
3 C5,

∆H0 = C3 + C4 + C5, ∆ϕ0 = C1, ∆λ0 = α
(3)
6 (C3 − C4) + ν̃C6.

Из полученной системы находим константы Ci (i = 1, ..., 6):

C1 = ∆ϕ0, C2 = ∆v0
N

/

√

g∗R∗

1 , C3 =
1

2

(

∆v0
E − ∆H0α

(5)
3

α
(3)
3 − α

(5)
3

+
µ̃∆λ0 − ν̃∆v0

H

µ̃α
(3)
6 − ν̃β3

)

,

C4 =
1

2

(

∆v0
E − ∆H0α

(5)
3

α
(3)
3 − α

(5)
3

− µ̃∆λ0 − ν̃∆v0
H

µ̃α
(3)
6 − ν̃β3

)

, C5 =
α

(3)
3 ∆H0 − ∆v0

E

α
(3)
3 − α

(5)
3

,
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C6 =
α

(3)
6 ∆v0

H − β3∆λ0

µ̃α
(3)
6 − ν̃β3

.

Перепишем решение (16) в виде

∆vN = a∆vN
sin(ω̃t + ε∆vN

),

∆vH = β3

(

C3e
β3t − C4e

−β3t
)

+ a∆vH
sin(µ̃t + ε∆vH

),

∆vE = α
(3)
3

(

C3e
β3t + C4e

−β3t
)

+ a∆vE
sin(µ̃t + ε∆vE

),

∆H = C3e
β3t + C4e

−β3t + a∆H sin(µ̃t + ε∆H),
(18)

∆ϕ = a∆ϕ sin(ω̃t + ε∆ϕ),

∆λ = α
(3)
6

(

C3e
β3t − C4e

−β3t
)

+ a∆λ sin(µ̃t + ε∆λ),

где a∆vN
, a∆vH

, a∆vE
, a∆H , a∆ϕ, a∆λ — амплитуды гармонических колебаний; ε∆vN

, ε∆vH
, ε∆vE

, ε∆H ,

ε∆ϕ, ε∆λ — начальные фазы этих колебаний; ω̃, µ̃ — собственные (круговые) частоты колебаний.

Частоты колебаний определяются согласно формулам (17). Амплитуды и начальные фазы колеба-

ний определяются следующими выражениями:

a∆vN
=

√

g∗R∗

1

(

C2
1 + C2

2

)1/2
=

[

g∗R∗

1

(

∆ϕ0
)2

+
(

∆v0
N

)2
]1/2

,

tg ε∆vN
= −C2/C1 = −∆v0

N

/(

∆ϕ0
√

g∗R∗

1

)

;

a∆vH
= µ̃

[

C2
5 + C2

6

]1/2
= µ̃





(

α
(3)
3 ∆H0 − ∆v0

E

α
(3)
3 − α

(5)
3

)2

+

(

α
(3)
6 ∆v0

H − β3∆λ0

µ̃α
(3)
6 − ν̃β3

)2




1/2

,

tg ε∆vH
= −C6

C5
=

(

β3∆λ0 − α
(3)
6 ∆v0

H

) (

α
(3)
3 − α

(5)
3

)

(

µ̃α
(3)
6 − ν̃β3

)(

α
(3)
3 ∆H0 − ∆v0

E

) ;

a∆vE
= α

(5)
3

[

C2
5 + C2

6

]1/2
= α

(5)
3





(

α
(3)
3 ∆H0 − ∆v0

E

α
(3)
3 − α

(5)
3

)2

+

(

α
(3)
6 ∆v0

H − β3∆λ0

µ̃α
(3)
6 − ν̃β3

)2




1/2

,

tg ε∆vE
=

C5

C6
=

(

α
(3)
3 ∆H0 − ∆v0

E

) (

µ̃α
(3)
6 − ν̃β3

)

(

α
(3)
3 − α

(5)
3

) (

α
(3)
6 ∆v0

H − β3∆λ0
) ;

a∆H =
[

C2
5 + C2

6

]1/2
=





(

α
(3)
3 ∆H0 − ∆v0

E

α
(3)
3 − α

(5)
3

)2

+

(

α
(3)
6 ∆v0

H − β3∆λ0

µ̃α
(3)
6 − ν̃β3

)2




1/2

,

(19)

tg ε∆H =
C5

C6
=

(

α
(3)
3 ∆H0 − ∆v0

E

)(

µ̃α
(3)
6 − ν̃β3

)

(

α
(3)
3 − α

(5)
3

) (

α
(3)
6 ∆v0

H − β3∆λ0
) ;

a∆ϕ =
[

C2
1 + C2

2

]1/2
=

[

(

∆ϕ0
)2

+
(

∆v0
N

)2
/

(g∗R∗

1)
]1/2

,

tg ε∆ϕ = C1/C2 =
√

g∗R∗

1∆ϕ0
/

∆v0
N ;

a∆λ = ν̃
[

C2
5 + C2

6

]1/2
= ν̃





(

α
(3)
3 ∆H0 − ∆v0

E

α
(3)
3 − α

(5)
3

)2

+

(

α
(3)
6 ∆v0

H − β3∆λ0

µ̃α
(3)
6 − ν̃β3

)2




1/2

,

tg ε∆λ = −C6

C5
=

(

β3∆λ0 − α
(3)
6 ∆v0

H

)(

α
(3)
3 − α

(5)
3

)

(

µ̃α
(3)
6 − ν̃β3

) (

α
(3)
3 ∆H0 − ∆v0

E

) .

Подставим значения констант Ci (i = 1, ..., 6) в соотношения (16) и запишем полученное решение

дифференциальных уравнений ошибок в матричном виде:

∆X(t) = P (t)∆X0, (20)
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где

∆X(t) = (∆vN ,∆vH ,∆vE ,∆H,∆ϕ,∆λ)
T

, ∆X0 =
(

∆v0
N ,∆v0

H ,∆v0
E ,∆H0,∆ϕ0,∆λ0

)T
, (21)

а P (t) — квадратная матрица 6 × 6, элементы pij (i, j = 1, ..., 6) которой имеют вид

p11 = cos(ω̃t), p12 = 0, p13 = 0, p14 = 0, p15 = −
√

g∗R∗

1 sin(ω̃t), p16 = 0,

p21 = 0, p22 =
[

β3ν̃
(

eβ3t + e−β3t
)

− µ̃α
(3)
6 cos(µ̃t)

]/[

2
(

ν̃β3 − µ̃α
(3)
6

)]

,

p23 =
1

2

β3

(

eβ3t − e−β3t
)

+ µ̃ sin(µ̃t)

α
(3)
3 − α

(5)
3

, p24 = −1

2

β3α
(5)
3

(

eβ3t − e−β3t
)

+ µ̃α
(3)
3 sin(µ̃t)

α
(3)
3 − α

(5)
3

,

p25 = 0, p26 = −
[

β3µ̃
(

eβ3t + e−β3t
)

− β3µ̃ cos(µ̃t)
]

/[

2
(

ν̃β3 − µ̃α
(3)
6

)]

, p31 = 0,

p32 =
[

ν̃α
(3)
3

(

eβ3t − e−β3t
)

− 2α
(5)
3 α

(3)
6 sin(µ̃t)

]/[

2
(

ν̃β3 − µ̃α
(3)
6

)]

,

p33 =
[

α
(3)
3

(

eβ3t + e−β3t
)

− 2α
(5)
3 cos(µ̃t)

]/[

2
(

α
(3)
3 − α

(5)
3

)]

,

p34 = −
[

α
(3)
3 α

(5)
3

(

eβ3t + e−β3t
)

− 2α
(3)
3 α

(5)
3 cos(µ̃t)

]/[

2
(

α
(3)
3 − α

(5)
3

)]

, p35 = 0,

p36 = −
[

µ̃α
(3)
3

(

eβ3t − e−β3t
)

− 2β3α
(5)
3 sin(µ̃t)

]/[

2
(

ν̃β3 − µ̃α
(3)
6

)]

, p41 = 0,

p42 =
1

2

ν̃
(

eβ3t − e−β3t
)

− 2α
(3)
6 sin(µ̃t)

ν̃β3 − µ̃α
(3)
6

, p43 =
1

2

(

eβ3t + e−β3t
)

− 2 cos(µ̃t)

α
(3)
3 − α

(5)
3

, (22)

p44 = −
[

α
(5)
3

(

eβ3t + e−β3t
)

− 2α
(3)
3 cos(µ̃t)

]/[

2
(

α
(3)
3 − α

(5)
3

)]

, p45 = 0,

p46 = −
[

µ̃
(

eβ3t − e−β3t
)

− 2β3 sin(µ̃t)
]

/[

2
(

ν̃β3 − µ̃α
(3)
6

)]

, p51 = sin(ω̃t)
/

√

g∗R∗

1 ,

p52 = 0, p53 = 0, p54 = 0, p55 = cos(ω̃t), p56 = 0, p61 = 0,

p62 =
[

ν̃α
(3)
6

(

eβ3t + e−β3t
)

− 2ν̃α
(3)
6 cos(µ̃t)

]/[

2
(

ν̃β3 − µ̃α
(3)
6

)]

,

p63 =
[

α
(3)
6

(

eβ3t − e−β3t
)

+ 2ν̃ sin(µ̃t)
]/[

2
(

α
(3)
3 − α

(5)
3

)]

,

p64 = −
[

α
(3)
6 α

(5)
3

(

eβ3t − e−β3t
)

+ 2ν̃α
(3)
3 sin(µ̃t)

]/[

2
(

α
(3)
3 − α

(5)
3

)]

, p65 = 0,

p66 = −
[

µ̃α
(3)
6

(

eβ3t + e−β3t
)

− 2β3ν̃ cos(µ̃t)
]/[

2
(

ν̃β3 − µ̃α
(3)
6

)]

.

Таким образом, (20) представляет собой общее решение однородного линейного матричного диф-

ференциального уравнения ошибок (10) для случая движения объекта вдоль экватора с постоянной

скоростью на постоянной высоте.

Анализ построенного решения показывает, что ошибки по широте и северной составляющей ско-

рости, обусловленные неточным заданием начальных условий ∆v0
N , ∆v0

H , ∆v0
E , ∆H0, ∆ϕ0, ∆λ0 инте-

грирования дифференциальных уравнений функционирования БИНС, носят гармонический (колеба-

тельный) характер с частотой ω̃ =
√

g∗/R∗

1, а ошибки по долготе, высоте, вертикальной и восточной

составляющим относительной скорости представляют собой композиции гармонических колебаний

с частотой µ̃ =
√−ρ2 и экспоненциальных составляющих. Последние состоят из нарастающих во

времени (так как β3 > 0) компонент, содержащих множитель C3e
β3t, и затухающих во времени ком-

понент, содержащих множитель C4e
−β3t. Таким образом, из (16) видно, что собственное движение

устойчиво по переменным ∆ϕ и ∆vN , но неустойчиво по переменным ∆λ, ∆H, ∆vH и ∆vE .

Получим решение неоднородного дифференциального матричного уравнения (9), которое состо-

ит из общего решения однородного уравнения и частного решения неоднородного уравнения. Это

решение записывается следующим образом:

∆X(t) = P (t)∆X0 +

t
∫

0

P (t − τ)b(τ) dτ. (23)
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Здесь ∆X(t) — вектор-столбец, составленный из погрешностей определения проекций относительной

скорости и криволинейных координат объекта; ∆X0 — вектор-столбец, составленный из погреш-

ностей задания начальных условий интегрирования. Векторы-столбцы ∆X(t) и ∆X0 определены

согласно соотношениям (21). Элементы матрицы P задаются соотношениями (22), а вектор-столбец b

определён соотношением (8). Вместо вектора-столбца b можно также использовать вектор-столбец B,

описываемый соотношением (2).

Первое слагаемое в правой части (23) определяет собой, как уже отмечалось, ошибки определения

проекций относительной скорости и криволинейных координат местоположения объекта, обусловлен-

ные неточным заданием начальных координат и проекций скорости объекта, а второе слагаемое —

ошибки определения этих величин, обусловленные неточным заданием начальной ориентации объекта

в инерциальной системе координат.

Интеграл в правой части (23) может быть вычислен и выражен через элементарные функции,

однако полученное аналитическое решение в этом случае приобретает громоздкий вид. Тем не менее

выражения для ошибок определения северной составляющей относительной скорости и широты могут

быть записаны достаточно компактно при условии µ0 = 0, т.е. когда в начальный момент времени

оси геоцентрической системы координат η и инерциальной системы координат X∗ совпадают. Эти

выражения выглядят следующим образом:

∆vN (t) = cos(ω̃t)∆v0
N −

√

g∗R∗

1 sin(ω̃t)∆ϕ0+

+
a∗

Hλ12 [−2ω∗

N sin(ω∗

N t + λ∗

0) + (ω̃ + ω∗

N ) sin(ω̃t + λ∗

0) + (ω̃ − ω∗

N ) sin(ω̃t − λ∗

0)]

2
[

ω̃2 − (ω∗

N )
2
] +

+
a∗

Hλ13 [2ω∗

N cos(ω∗

N t + λ∗

0) + (ω̃ − ω∗

N ) cos(ω̃t − λ∗

0) − (ω̃ + ω∗

N ) cos(ω̃t + λ∗

0)]

2
[

ω̃2 − (ω∗

N )
2
] ,

∆ϕ(t) =
sin(ω̃)t
√

g∗R∗

1

∆v0
N + cos(ω̃t)∆ϕ0+

+
a∗

Hλ12 {ω̃ cos λ∗

0 [cos(ω∗

N t) − cos(ω̃t)] − sinλ∗

0 [ω̃ sin(ω∗

N t) − ω∗

N sin(ω̃t)]}
√

g∗R∗

1

[

ω̃2 − (ω∗

N )
2
] +

+
a∗

Hλ13 {cos λ∗

0 [ω̃ sin(ω∗

N t) − ω∗

N sin(ω̃t)] + ω̃ sin λ∗

0 [cos(ω∗

N t) − cos(ω̃t)]}
√

g∗R∗

1

[

ω̃2 − (ω∗

N )
2
] ,

где λ∗

0 — точное значение долготы объекта в начальный момент времени. Видно, что приведённые

погрешности представляют собой композиции гармонических колебаний с частотами ω̃ =
√

g∗/R∗

1

и ω∗

N = u + v∗

E/R∗

1. При этом ω̃ близка к частоте Шулера, а ω∗

N совпадает с угловой скоростью u

суточного вращения Земли при v∗

E = 0 и близко к ней при v∗

E > 0.

Для проверки корректности полученного общего решения было получено численное решение

∆Xnum(t) однородной линейной системы дифференциальных уравнений (10) для интервала време-

ни t ∈ [0, 7200 с] при следующих параметрах невозмущённого движения и начальных условиях:

v∗

E = 600м/с, H∗ = 10000м, ∆v0
N = ∆v0

H = ∆v0
E = 0, 01м/с,

∆H0 = 1м, ∆ϕ0 = ∆λ0 = 1, 57 · 10−7 рад (1 м в линейной мере).
(24)

При этом использовался программный пакет MATLAB с максимально возможными настройками точ-

ности численного интегрирования.

Далее для тех же начальных условий и параметров невозмущённого движения для каждого момен-

та времени с помощью формул (20)–(22) были вычислены погрешности ∆Xan(t) и найдена разность

∆Xnum − ∆Xan. Таким образом, для каждого момента времени было получено расхождение меж-

ду численным и аналитическим значением погрешности определения каждого из шести параметров

навигации.

Описанные вычисления были также проведены для других параметров невозмущённого движения

объекта, а именно: v∗

E = 10м/с, H∗ = 0.
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Аналогичная проверка была проведена для полного аналитического решения. Для этого численно

интегрировались уравнения (9) и полученные результаты сравнивались с результатами вычисления

погрешностей по соотношению (23), в котором интеграл в правой части был вычислен и представлен

через элементарные функции.

Анализ полученных результатов показал, что погрешности, полученные с помощью аналитиче-

ского решения, с высокой точностью совпадают с погрешностями, получаемыми с помощью числен-

ного интегрирования линейных уравнений ошибок. Максимальное расхождение между численным и

аналитическим решениями проявляется при вычислении вертикальной составляющей относительной

скорости ∆vH при условиях (24) и составляет [∆vnum
H − ∆van

H ]t=7200 ≈ 5 · 10−4 м/с. Расхождения при

вычислении других погрешностей на 3–16 порядков меньше. Это даёт основания утверждать, что най-

денное решение является корректным и может быть использовано для аналитического нахождения

погрешностей функционирования БИНС.

5. ЧИСЛЕННЫЕ ПРИМЕРЫ

Рассмотрим движение объекта вдоль земного экватора на высоте H∗ = 10000м с постоянной

скоростью v∗

E = 600м/с. Таким объектом может быть, например, истребитель. Для этого объекта с

помощью соотношений (17) найдём величины β3, ω̃ и µ̃, а также определим периоды Tω̃ и Tµ̃:

β3 = 0, 0017323 с−1, ω̃ = 0, 0012354 с−1, µ̃ = 0, 0012413 с−1,

Tω̃ = 2π/ω̃ ≈ 5086 с ≈ 84, 8мин, Tµ̃ = 2π/µ̃ ≈ 5062 с ≈ 84, 6мин.

Видно, что оба периода близки к периоду Шулера, равному 84,4 мин.

Будем считать, что отсутствуют погрешности чувствительных элементов БИНС (гироскопов и ак-

селерометров), а также погрешности начального задания ориентации объекта в инерциальной системе

координат. В этом случае интеграл в правой части (23) обращается в нуль.

Рассмотрим три комбинации начальных условий интегрирования системы (10), представленные

в табл. 1 (в табл. 1–3 для угловых величин без скобок приведено значение в радианах, в круглых

скобках — в градусах, в квадратных скобках — соответствующее отклонение в линейной мере по

дуге малого круга радиуса R cos ϕ∗, где R = ã + H∗ = 6388245м, ϕ∗ = 0).

Таблица 1

Наборы начальных условий интегрирования системы (10)

№ ∆v0

N ∆v0

H ∆v0

E ∆H0, м ∆ϕ0, рад (◦) [м] ∆λ0, рад (◦) [м]

I 0 0 0 1 0 0

1, 57 · 10−7

II 0 0 0 0 (8, 97 · 10−6) 0

[1]

1, 57 · 10−7

III 0 0 0 0 0 (8, 97 · 10−6)

[1]

Для приведённых комбинаций найдём, используя полученные выше соотношения, погрешности

определения относительной скорости и координат объекта через 1 ч движения, а также амплитуды и

начальные фазы гармонических колебаний (см. (18)). Полученные результаты представлены в табл. 2.

Таблица 2

Погрешности определения относительной скорости и координат истребителя

Параметр I II III

∆vN (3600),м/с 0 1, 2 · 10−3 0

a∆vN
,м/с — −1, 2 · 10−3 —

ε∆vN
— 0 —

∆vH(3600),м/с 0, 45 0 −0, 03
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Окончание табл. 2

Параметр I II III

a∆vH
,м/с 1, 17 · 10−5 — 1, 11 · 10−4

ε∆vH
0 — π/2

∆vE(3600),м/с −0, 03 0 3, 3 · 10−3

a∆vE
,м/с 1, 3 · 10−4 — −1, 2 · 10−3

ε∆vE
π/2 — 0

∆H(3600),м 258 0 −16

a∆H ,м −9, 4 · 10−3 — 0,09

ε∆H π/2 — 0

−4, 11 · 10−8

∆ϕ(3600), рад (◦) [м] 0 (−2, 36 · 10−6) 0

[0,26]

1, 57 · 10−7

a∆ϕ, рад (◦) [м] — (9 · 10−6) —

[1]

ε∆ϕ — π/2 —

−5 · 10−6 2, 91 · 10−7

∆λ(3600), рад (◦) [м] (−2, 98 · 10−4) 0 (1, 67 · 10−5)

[33] [1,87]

1, 64 · 10−8 1, 57 · 10−7

a∆λ, рад (◦) [м] (9, 42 · 10−7) — (8, 92 · 10−6)

[0,11] [0,99]

ε∆λ 0 — π/2

Также рассмотрим движение объекта вдоль экватора на нулевой (над уровнем моря) высоте со

скоростью v∗

E = 10м/с. Таким объектом может быть морской корабль. С помощью соотношений (17)

найдём величины β3, ω̃ и µ̃, а также определим периоды Tω̃ и Tµ̃:

β3 = 0, 0017471 с−1, ω̃ = 0, 0012383 с−1, µ̃ = 0, 0012412 с−1,

Tω̃ = 2π/ω̃ ≈ 5074 с ≈ 84, 6мин, Tµ̃ = 2π/µ̃ ≈ 5062 с ≈ 84, 4мин.

По-прежнему считаем, что погрешности чувствительных элементов БИНС отсутствуют, а ориен-

тация определяется идеально (т. е. отсутствуют погрешности гироскопов и погрешности начального

задания ориентации). В этом случае интеграл в правой части (23) обращается в нуль.

Используя три описанные выше комбинации начальных условий, найдём для такого корабля по-

грешности определения относительной скорости и координат, а также амплитуды и начальные фазы

гармонических колебаний (см. (18)). Результаты представлены в табл. 3.

Таблица 3

Погрешности определения относительной скорости и координат корабля

Параметр I II III

∆vN (3600),м/с 0 1, 2 · 10−3 0

a∆vN
,м/с — −1, 2 · 10−3 —

ε∆vN
— 0 —

∆vH(3600),м/с 0, 47 0 −1, 3 · 10−3

a∆vH
,м/с 3, 93 · 10−6 — 4, 98 · 10−5

ε∆vH
0 — π/2

∆vE(3600),м/с −0, 03 0 2 · 10−3

a∆vE
,м/с 9, 79 · 10−5 — −1, 2 · 10−3

ε∆vE
π/2 — 0

∆H(3600),м 270 0 −7, 72

a∆H ,м −3 · 10−3 — 0,04
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Окончание табл. 3

Параметр I II III

ε∆H π/2 — 0

−3, 95 · 10−8

∆ϕ(3600), рад (◦) [м] 0 (−2, 26 · 10−6) 0

[0,25]

1, 57 · 10−7

a∆ϕ, рад (◦) [м] — (9 · 10−6) —

[1]

ε∆ϕ — π/2 —

−2, 42 · 10−6 3, 04 · 10−8

∆λ(3600), рад (◦) [м] (−1, 39 · 10−6) 0 (1, 74 · 10−6)

[15] [0,19]

1, 24 · 10−8 1, 57 · 10−7

a∆λ, рад (◦) [м] (7, 08 · 10−7) — (8, 98 · 10−6)

[0,08] [1]

ε∆λ 0 — π/2

Подчеркнём, что погрешности определения навигационных величин вычислены через 1 ч движения

и могут быть меньше максимальных погрешностей, имеющих место внутри интервала движения,

за счёт колебательных составляющих в этих погрешностях, имеющих периоды, близкие к периоду

Шулера.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Получено аналитическое решение линеаризованных дифференциальных уравнений ошибок БИНС,

функционирующей в нормальной географической системе координат, описывающее влияние неточно-

го задания начальных условий интегрирования дифференциальных уравнений БИНС (погрешностей

начальной выставки БИНС) на точность определения навигационных параметров для случая движе-

ния объекта вдоль земного экватора с постоянной скоростью на постоянной высоте. При этом найдены

точные явные выражения для корней характеристического уравнения.

Анализ построенного решения показывает, что ошибки по широте и северной составляющей ско-

рости, обусловленные неточным заданием начальных условий ∆v0
N , ∆v0

H , ∆v0
E , ∆H0, ∆ϕ0, ∆λ0 инте-

грирования дифференциальных уравнений функционирования БИНС, носят гармонический (колеба-

тельный) характер с частотой ω̃ =
√

g∗/R∗

1, а ошибки по долготе, высоте, вертикальной и восточной

составляющим относительной скорости представляют собой композиции гармонических колебаний

с частотой µ̃ =
√−ρ2 и экспоненциальных составляющих. Последние состоят из нарастающих во

времени (так как β3 > 0) компонент, содержащих множитель C3e
β3t и затухающих во времени ком-

понент, содержащих множитель C4e
−β3t. Таким образом, из (16) видно, что собственное движение

устойчиво по переменным ∆ϕ и ∆vN , но неустойчиво по переменным ∆λ, ∆H, ∆vH и ∆vE .
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РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ОПТИМАЛЬНОЙ ПЕРЕОРИЕНТАЦИИ
ОРБИТЫ КОСМИЧЕСКОГО АППАРАТА
С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ КВАТЕРНИОННЫХ
УРАВНЕНИЙ ОРИЕНТАЦИИ
ОРБИТАЛЬНОЙ СИСТЕМЫ КООРДИНАТ

И. А. Панкратов, Я. Г. Сапунков, Ю. Н. Челноков

Саратовский государственный университет
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С помощью принципа максимума Понтрягина и кватернионных
уравнений решается задача оптимальной переориентации орби-
ты космического аппарата (КА). Управление (вектор реактивной
тяги, ортогональной плоскости орбиты) ограничено по модулю.
Функционал, определяющий качество процесса управления, ра-
вен взвешенной сумме времени переориентации орбиты КА и им-
пульса управления за время переориентации орбиты или затрат
энергии. Сформулированы дифференциальные краевые зада-
чи переориентации орбиты КА. Приведены законы оптималь-
ного управления, условия трансверсальности, не содержащие
неопределенных множителей Лагранжа. Построены примеры
численного решения задачи.

Ключевые слова: космический аппарат, орбита, оптимальное
управление, кватернион.

Solution of a Problem of Spacecraft’s Orbit Optimal

Reorientation Using Quaternion Equations of Orbital System

of Coordinates Orientation

I. A. Pankratov, Ya. G. Sapunkov, Yu. N. Chelnokov

The problem of optimal reorientation of the spacecraft’s orbit is solved

with the help of the Pontryagin maximum principle and quaternion

equations. Control (thrust vector, orthogonal to the orbital plane) is

limited in magnitude. Functional, which determines a quality of control

process, is weighted sum of time and impulse (or square) of control.

We have formulated a differential boundary problems of reorientation

of spacecraft’s orbit. Optimal control laws, transversality conditions,

not containing Lagrange multipliers, examples of numerical solution

of the problem are given.

Key words: spacecraft, orbit, optimal control, quaternion.

1. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ОРИЕНТАЦИИ ОРБИТЫ КОСМИЧЕСКОГО АППАРАТА

Будем считать, что вектор ускорения u от тяги реактивного двигателя во все время управляемого

движения КА направлен ортогонально плоскости его орбиты. Тогда орбита КА в процессе управления
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