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Пусть терема верна для n = m − 1 и пусть πi(X) = 0 для i = 1,m − 1, m ≥ 3. Тогда из (2)

и предложения индукции следует, что Hi(Ω(X,x0)) = 0 при 0 < i ≤ m − 1 и πm(Ω(X,x0)) ∼=
∼= Hm(Ω(X,x0)). Отсюда, используя (2), предложение индукции и (4), получаем

πm+1(X) ∼= πm(Ω(X,x0)) ∼= Hm(Ω(X,x0)) ∼= Hm+1(X),

так как при m ≥ 3, m < 2m − 2 = 2p − 2. И по тем же соображениям при 1 < i < m − 1 имеем

i < 2p − 2 и Hi(X) ∼= Hi−1(Ω(X,x0)) = 0. ¤
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В статье приводится теорема о полноте специальных вектор-
функций, инициированных произведениями так называемых
решений Вейля дифференциального уравнения четвертого по-
рядка и их производными на полуоси. Доказывается, что такие
нелинейные комбинации решений Вейля и их производных обра-
зуют линейное подпространство убывающих на бесконечности
решений линейной сингулярной дифференциальной системы
типа Камке. Строится и исследуется функция Грина соответ-
ствующей сингулярной краевой задачи на полуоси для пучков
операторов, определяющих дифференциальную систему типа
Камке. Используя аналитические и асимптотические свойства
функции Грина, методы спектральной теории операторов и тео-
рии аналитических функций, доказывается искомая теорема о
полноте.

Ключевые слова: теорема о полноте, произведения решений
Вейля, краевые задачи, функция Грина.
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In this article we introduced the completeness theorem for special
vector-functions, initiated by products of Weil solutions of forth order
differential equation and its derivatives on the halfline. We prove that
such nonlinear combinations of Weil solutions and its derivatives
form the linear subspace of solutions, which decrease to infinity, of
linear singular Kamke-type differential system. Then we construct
and investigate Green function of corresponding singular boundary
problem for the operator-pencils, which determine Kamke-type
differential system. With help of analytic and asymptotic properties of
Green function, methods of spectral theory of operators and theory
of analytic functions we prove the required completeness theorem.
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Вопросы, связанные с исследованием полноты произведений решений дифференциальных урав-

нений, достаточно часто встречаются в различных задачах спектральной теории (см., напр., [1–4]).

Приведенная в данной работе теорема о полноте может быть использована при исследовании вопроса

разрешимости смешанной задачи на полуоси для системы Богоявленского [5].

c© Д .В. Поплавский, 2009
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Прежде чем сформулировать основной результат (теорема 1) введем необходимые понятия и факты.

При x ≥ 0 рассмотрим дифференциальное уравнение:

ly := y(4) + (p2(x)y′)′ + p0(x)y = λy, (1)

где p0(x), p2(x) — достаточно гладкие комплекснозначные функции и при этом p0(x), p
(ν)
2 (x) ∈

∈ L(0,∞), ν = 0, 1. Сопоставим уравнению (1) (пока формально) следующие векторные уравнения

типа Камке:

LλY (x) := Y (7)(x) +

5
∑

j=0

Pj(x)Y (j)(x) − λ(ΩY (3)(x) +

1
∑

j=0

Rj(x)Y (j)(x)) = 0, (2)

L∗
λZ(x) := −Z(7)(x) −

5
∑

j=0

Z(j)(x)P ∗
j (x) + λ(Z(3)(x)Ω +

1
∑

j=0

Z(j)(x)R∗
j (x)) = 0, (3)

Y (x) = (Y1(x), Y2(x))T , Z(x) = (Z1(x), Z2(x)), Ω =

(

36 10

−80 −24

)

,

где матрицы Pk(x), P ∗
k (x), Ri(x), R∗

i (x) определены в [6] и строятся через коэффициенты уравнения

(1). Предполагаем, что Pk(x), k = 2, 5, (1 + x2)P0(x), (1 + x)P1(x), (1 + x2)R0(x), (1 + x)R1(x) ∈

∈ C(0,∞)
⋂

L(0,∞). Отметим, что для достаточно гладких Y (x) и Z(x) имеет место равенство

∞
∫

0

Z(x)LλY (x) dx = 〈Z(x), Y (x)〉|∞x=0 +

∞
∫

0

L∗
λZ(x)Y (x) dx,

〈Z, Y 〉 :=

7
∑

j=1

(−1)j+1Z(j−1)Y (7−j) +

5
∑

k=1

k
∑

j=1

(−1)j+1(ZPk)(j−1)Y (k−j)−

−λ
(

3
∑

j=1

(−1)j+1Z(j−1)ΩY (3−j) − ZR1Y
)

.

Лемма 1. Пусть y(x) и z(x) есть решения уравнения (1), такие что при каждом фиксирован-

ном x ≥ 0 функция (ξ − x)y′(ξ)z′(ξ) ∈ L(x,∞). Тогда вектор-функция (U(x), V (x)) := (y(x)z(x),
∞
∫

x

(ξ − x)y′(ξ)z′(ξ) dξ) удовлетворяет уравнению (3).

Замечание. Доказательство леммы 1 состоит в последовательном дифференцировании U(x) и

V (x) с применением уравнения (1).

Пусть Φk(x, λ), k = 1, 4 есть решения Вейля уравнения (1) ([7, § 3.1, с. 255]), т.е. Φ
(j−1)
k (0, λ) =

= δjk, j = 1, k, Φk(x, λ) = O(eρrkx), x → ∞, где λ = ρ4, δjk — символ Кронекера, rk, k = 1, 4 — корни

уравнения r4 = 1, занумерованные в каждом секторе S раствора π/4 (arg ρ ∈ (νπ/4, (ν + 1)π/4),

ν = 0, 7) так, чтобы

Re (ρr1) < Re (ρr2) < Re (ρr3) < Re (ρr4). (4)

Для решений Вейля при |ρ| → ∞, ρ ∈ S имеют место асимптотические представления ([7, § 3.1,

с. 258])

Φ
(j−1)
k (x, λ) = ρ1−k

k
∑

m=1

(ρrm)j−1eρrmx(akm + O(ρ−1)), k = 1, 4,

где akm — некоторые числа.

Определим вектор-функции Ψk(x, λ) = (Ψk1(x, λ),Ψk2(x, λ)) следующим образом:

Ψk(x, λ) = (Φj(x, λ)Φp(x, λ),

∞
∫

x

(ξ − x)Φ′
j(ξ, λ)Φ′

p(ξ, λ) dξ),

где k = p при j = 1, p = 1, 3 и k = 4 при j = p = 2. Из леммы 1 вытекает
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Следствие 1. Вектор-функции Ψk(x, λ), k = 1, 4 удовлетворяют уравнению (3).

Ниже сформулирован основной результат — теорема о полноте системы {Ψk(x, λ)}k=1,4.

Теорема 1. Пусть f(x) = (f1(x), f2(x))T , где f1(x), f2(x) ∈ L(0,∞). Если имеют место равен-

ства
∞
∫

0

Ψk(x, λ)f(x) dx = 0, k = 1, 4, |λ| > λ∗, Im λ 6= 0, (5)

то f(x) = 0 п.в. на [0,∞).

Доказательство теоремы 1 основано на исследовании соответствующих сингулярных краевых задач

для неоднородных уравнений, определяемых пучками операторов (2), (3), и реализуется в несколько

этапов.

I. При фиксированных t и λ определим матрицу-функцию g(x, t, λ) при x ≥ t как решение следу-

ющей задачи Коши: Lλg(x, t, λ) = 0, ∂j

∂xj g(x, t, λ) |x=t= 0, j = 0, 5, ∂6

∂x6 g(x, t, λ) |x=t= E2 и матрицу-

функцию g∗(x, t, λ) при x ≤ t как решение задачи L∗
λg∗(x, t, λ) = 0, ∂j

∂xj g∗(x, t, λ) |x=t= 0, j = 0, 5,
∂6

∂x6 g∗(x, t, λ) |x=t= −E2. Здесь и далее Em — единичная матрица размерности m. Доопределим

g(x, t, λ) и g∗(x, t, λ), положив g(x, t, λ) = 0 при x < t и g∗(x, t, λ) = 0 при x > t. Отметим, что

при фиксированных x и t матрицы-функции g(x, t, λ) и g∗(x, t, λ) являются целыми аналитическими

по λ. Следующие две леммы устанавливают то, что g(x, t, λ) и g∗(x, t, λ) являются функциями Грина

соответствующих задач. Обозначим через Lloc(0,∞) множество локально суммируемых на полуоси

функций.

Лемма 2. Пусть f(x) = (f1(x), f2(x))T , f1(x), f2(x) ∈ Lloc(0,∞) и пусть

Y (x) =

x
∫

0

g(x, t, λ)f(t) dt. (6)

Тогда Y (x) удовлетворяет соотношениям:

LλY (x) = f(x), Y (j)(0) = 0, j = 0, 6. (7)

Справедливо и обратное утверждение. Если Y (x) является решением задачи (7), то имеет

место представление (6).

Лемма 3. Пусть f∗(x) = (f∗
1 (x), f∗

2 (x)), f∗
1 (x), f∗

2 (x) — финитные суммируемые функции и

пусть

Z(x) =

∞
∫

x

f∗(t)g∗(x, t, λ) dt. (8)

Тогда Z(x) удовлетворяет соотношениям

L∗
λZ(x) = f∗(x), Z(x) — гладкая финитная вектор-функция. (9)

Справедливо и обратное утверждение. Если Z(x) является решением задачи (9), то имеет

место представление (8).

Лемма 4. Имеет место следующее соотношение: g∗(x, t, λ) = g(t, x, λ).

II. При x ≥ 0 и t ≥ 0 рассмотрим матрицу-функцию

G∗(x, t, λ) =
4

∑

k=1

Bk(t, λ)Ψk(x, λ) + g∗(x, t, λ), (10)

где Bk(t, λ) = (Bk1(t, λ), Bk2(t, λ))T определим из условий G∗(0, t, λ) = 0 и G∗
x(0, t, λ) = 0, т.е. Bk(t, λ)

найдем из системы
4
∑

k=1

Bk(t, λ)Ψk(0, λ) = −g∗(0, t, λ),
4
∑

k=1

Bk(t, λ)Ψ′
k(0, λ) = −g∗x(0, t, λ). Данная систе-

ма распадается на две системы c неизвестными Bk1(t, λ) и Bk2(t, λ) и определителем, отличным от

нуля при |λ| > λ∗, Im λ 6= 0.
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Учитывая условие (4) и, что Φ
(ν)
j (x, λ) = O(eρrjx), j = 1, 3 при x → ∞, |λ| > λ∗, Im λ 6= 0, находим

Ψ
(ν)
k (x, λ) → 0, k = 1, 4, x → ∞, |λ| > λ∗, Im λ 6= 0. Тогда из представления (10) при фиксированных λ,

|λ| > λ∗, Im λ 6= 0 и t, принадлежащем некоторому компакту из [0,∞), следует, что G∗(ν)(x, t, λ)
exp
→ 0,

ν = 0, 6, x → ∞. Здесь и в дальнейшем символ
exp
→ означает экспоненциальное стремление.

Лемма 5. Пусть f∗(x) = (f∗
1 (x), f∗

2 (x)), f∗
1 (x), f∗

2 (x)— финитные суммируемые функции и пусть

Z(x) =
∞
∫

0

f∗(t)G∗(x, t, λ) dt. Тогда Z(x) при фиксированном λ(|λ| > λ∗, Imλ 6= 0) удовлетворяет

соотношениям L∗
λZ(x) = f∗(x), Z(0) = Z ′(0) = 0, Z(ν)(x)

exp
→ 0, ν = 0, 6, x → ∞.

Доказательство леммы 5 основано на применении следствия 1 и леммы 3.

III. Рассмотрим так называемое «простейшее» уравнение вида (2), т.е. уравнение с переменными

коэффициентами, равными тождественному нулю,

L0
λY (x) := Y (7)(x) − λΩY (3)(x) = 0, x ≥ 0. (11)

В этом пункте построим функцию Грина сингулярной краевой задачи для неоднородного

уравнения, записанного с помощью оператора (11). Для этого введем фундаментальную си-

стему решений Xk(x, λ) = (Xk1(x, λ),Xk2(x, λ))T , k = 1, 14, удовлетворяющую условиям

X
(m)
k (0, λ) = (δk−1,2m, δk−2,2m)T , m = 0, 6, k = 1, 14. Также рассмотрим фундаментальную си-

стему решений Nk(x, λ) = (Nk1(x, λ), Nk2(x, λ))T , k = 1, 14, такую что Nk(x, λ) = Xk(x, λ),

k = 1, 6 и Nk+6(x, λ) = (eρωkx, βkeρωkx)T , k = 1, 8, где ω4
k = −4, βk = −4 при k = 1, 2, 5, 6

и ω4
k = 16, βk = −2 при k = 3, 4, 7, 8. При этом в каждом секторе S имеют место неравенства

Re (ρω1) < Re (ρω2) < Re (ρω5) < Re (ρω6) и Re (ρω3) < Re (ρω4) < Re (ρω7) < Re (ρω8).

Определим матрицу-функцию

G0(x, t, λ) =
4

∑

k=1

Xk+10(x, λ)Ak(t, λ) + g0(x, t, λ), (12)

где g0(x, t, λ) — функция Грина задачи L0
λY (x) = f(x), Y (j)(0) = 0, j = 0, 6.

Используя разложения Xk(x, λ) =
14
∑

ν=1
αν,k(λ)Nν(x, λ), k = 1, 14, определим вектор-функции

Ak(t, λ) = (Ak1(t, λ), Ak2(t, λ)), k = 1, 4 из условия обнуления в представлении (12) растущих по

x экспонент, которое имеет вид

4
∑

k=1

αν,k+10(λ)(Ak1(t, λ), Ak2(t, λ)) + (αν,13(λ), αν,14(λ))e−ρων−6t = 0, ν = 11, 14.

После определения Ak(t, λ) представление (12) примет вид

a) при x ≥ t

G0(x, t, λ) =

10
∑

ν=7

(

Nν1(x, λ)

Nν2(x, λ)

) (

4
∑

k=1

αν,k+10(λ)(Ak1(t, λ), Ak2(t, λ)) + (αν,13(λ), αν,14(λ))e−ρων−6t

)

+

+
6

∑

ν=1

(

Nν1(x, λ)

Nν2(x, λ)

)

4
∑

k=1

αν,k+10(λ)(Ak1(t, λ), Ak2(t, λ)) +
6

∑

ν=1

(

Nν1(x − t, λ)

Nν2(x − t, λ)

)

(αν,13(λ), αν,14(λ));

б) при x ≤ t

G0(x, t, λ) =

10
∑

ν=1

(

Nν1(x, λ)

Nν2(x, λ)

)

4
∑

k=1

αν,k+10(λ)(Ak1(t, λ), Ak2(t, λ))−

−
14
∑

ν=11

(

Nν1(x, λ)

Nν2(x, λ)

)

(αν,13(λ), αν,14(λ))e−ρων−6t.

Кроме этого имеем ∂j

∂xj G0(0, t, λ) = 0, j = 0, 4 и ∂j

∂xj G0(x, t, λ) = O( 1+x2−j

ρ4 ), j = 0, 1,
∂j

∂xj G0(x, t, λ) = O(ρj−6), j = 2, 6.
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Лемма 6. Пусть f(x) = (f1(x), f2(x))T , f1(x), f2(x) ∈ L(0,∞) и пусть Y (x) =
∞
∫

0

G0(x, t, λ)f(t) dt.

Тогда Y (x) удовлетворяет соотношениям L0
λY (x) = f(x), Y (j)(0) = 0, j = 0, 4, Y (j)(x) =

= O(1 + x2−j), j = 0, 1,Y (j)(x) = O(1), j = 2, 6, x → ∞.

IV. В этом пункте построим функцию Грина G(x, t, λ) соответствующей сингулярной краевой за-

дачи для неоднородного уравнения, записанного с помощью оператора (2). Для этого применим метод

возмущения простейшего уравнения (11). А именно при фиксированных t и λ определим совокупность

матриц-функций G(x, t, λ) и Gk(x, t, λ), k = 1, 5 как решение следующей системы интегральных урав-

нений

G(x, t, λ) = G0(x, t, λ) −

∞
∫

0

G0(x, s, λ)J(s, t, λ) ds,Gk(x, t, λ) =

= G
(k)
0 (x, t, λ) −

∞
∫

0

G
(k)
0 (x, s, λ)J(s, t, λ) ds, k = 1, 5, (13)

где J(s, t, λ) =
5
∑

i=1

Pi(s)Gi(s, t, λ) + P0(s)G(s, t, λ) − λ(R1(s)G1(s, t, λ) + R0(s)G(s, t, λ)).

Лемма 7. При фиксированных t ≥ 0 и λ (|λ| > λ∗, Imλ 6= 0) система интегральных уравнений

(13) имеет единственное решение G(x, t, λ) и Gk(x, t, λ), k = 1, 5. При этом имеют место неравен-

ства: |G(x, t, λ)| ≤ C 1+x2

|ρ|4 , |G1(x, t, λ)| ≤ C 1+x
|ρ|4 , |Gj(x, t, λ)| ≤ C|ρ|j−6, j = 2, 5, | ∂

∂x
G5(x, t, λ)| ≤ C.

Лемма 8. При фиксированных t ≥ 0 и λ (|λ| > λ∗, Im λ 6= 0) матрицы-функции G(x, t, λ)

и Gk(x, t, λ), k = 1, 5 имеют следующие свойства: 1) Gk(x, t, λ) = ∂k/∂xkG(x, t, λ), k = 1, 5;

2) ∂6/∂x6G(x, t, λ) — непрерывная по x ∈ [0, t)∪(t,∞) и ∂6/∂x6G(t+0, t, λ)−∂6/∂x6G(t−0, t, λ) = E2;

3) G(0, t, λ) = ∂k/∂xkG(0, t, λ) = 0, k = 1, 4; 4) LλG(x, t, λ) = 0.

Лемма 9. Пусть f(x) = (f1(x), f2(x))T , f1(x), f2(x) ∈ L(0,∞) и пусть Y (x) =
∞
∫

0

G(x, t, λ)f(t) dt

при |λ| > λ∗, Im λ 6= 0. Тогда Y (x) удовлетворяет соотношениям:

LλY (x) = f(x), Y (j)(0) = 0, j = 0, 4,

Y (j)(x) = O(1 + x2−j), j = 0, 1, Y (j)(x) = O(1), j = 2, 6, x → ∞.
(14)

Таким образом, G(x, t, λ) можно назвать функцией Грина краевой задачи (14).

Лемма 10. При x ≥ 0, t ≥ 0 и |λ| > λ∗, Im λ 6= 0 имеет место следующее соотношение:

G∗(x, t, λ) = G(t, x, λ).

Из представления (10), лемм 4 и 10 вытекает важное следствие.

Следствие 2. При x ≥ 0, t ≥ 0 и |λ| > λ∗, Imλ 6= 0 имеет место представление

G(x, t, λ) =

4
∑

k=1

Bk(x, λ)Ψk(t, λ) + g(x, t, λ). (15)

V. Теперь перейдем непосредственно к доказательству теоремы 1. Пусть f(x) удовлетворяет

условию теоремы 1. Положим Y (x, λ) =
∞
∫

0

G(x, t, λ)f(t) dt. Используя лемму 9 при |λ| > λ∗, Imλ 6= 0,

находим

LλY (x, λ) = f(x). (16)

Далее, с помощью представления (15) и условия (5) последовательно вычисляем

Y (x, λ) =

4
∑

k=1

Bk(x, λ)

∞
∫

0

Ψk(t, λ)f(t) dt +

x
∫

0

g(x, t, λ)f(t) dt =

x
∫

0

g(x, t, λ)f(t) dt. (17)

Так как при фиксированных x и t матрица-функция g(x, t, λ) является целой по λ, то из равенства (17)

вытекает, что Y (x, λ) также является целой. С другой стороны, в силу леммы 7 Y (x, λ) убывает при

|λ| → ∞. Следовательно, по теореме Лиувилля (см., напр., [8, с. 209]) имеем Y (x, λ) ≡ 0. Учитывая

последнее, из равенства (16) следует, что f(x) = 0 п.в. на [0,∞). Теорема 1 доказана.
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В статье приводится оценка ошибки равномерного приближения
дифференцируемых функций многих переменных с ограничен-
ной производной второго порядка линейными интерполяцион-
ными операторами, сохраняющими свойство положительности и
выпуклости приближаемых функций.

Ключевые слова: формосохраняющее приближение, опти-
мальная интерполяция.

The Error of Approximation of Differentiable Functions of
Several Variables by Means of Interpolatory Shape-Preserving
Operators

S.P. Sidorov

Saratov State University, Chair of Mathematical Economics
E-mail: SidorovSP@info.sgu.ru

The article deals with the estimation of the error of uniform
approximation of differentiable functions of several variables with
limited second derivations by means of linear interpolation operators,
which preserve the properties of positivity and convexity of
approximated functions.

Key words: shape-preserving approximation, optimal interpolation.

ВВЕДЕНИЕ

Для многих прикладных задач теории приближений зачастую необходимо не просто аппрокси-

мировать некоторую функцию, а приблизить ее с сохранением некоторых ее свойств, связанных с

формой функции (положительность, монотонность, выпуклость и т.п.). Раздел теории приближений,

посвященный возникающим задачам, называется теорией формосохраняющего приближения. Обзор

некоторых результатов теории формосохраняющего приближения можно найти в книге [1].

Пусть p, r ∈ N, p, r ≥ 2, C[0, 1]r есть пространство непрерывных на множестве [0, 1]r функций,

‖f‖ = sup(x1,...,xr)∈[0,1]r |f(x1, . . . , xr)|. Обозначим A = {(x
[i1]
1 , . . . , x

[ir ]
r ) : 0 ≤ ij ≤ p} ⊂ [0, 1]r

множество точек, координаты которых лежат в узлах многомерной сетки
(

i1
p
, . . . , ir

p

)

∈ [0, 1]r,

ij ∈ {0, 1, . . . , p}. Множество A содержит n = (p + 1)r точек, перенумеруем их и обозначим a[i],

i = 1, . . . , n. Пусть V ⊂ C[0, 1]r означает конус всех положительных и выпуклых на [0, 1]r функций.

Обозначим через Ln(V ) множество всех линейных операторов Ln, определенных в C[0, 1]r, со

значениями в C[0, 1]r, вида
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