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векторы x0 и y0, которые получаются из указанных балансовых векторов добавлением нулевых

компонент для тех индексов, которые отсутствуют в N1 и N2 соответственно. Для того,

чтобы (x0, y0) была ситуацией равновесия по Нэшу в игре G̃ вида (3), необходимо и достаточно,

чтобы выполнялись следующие дополнительные условия:

F̃(i′, y0) ≤
ω̃1 F̃(x0, y0) для всех i′ /∈ N1, (4)

F̃(x0, j′) ≤
ω̃2 F̃(x0, y0) для всех j′ /∈ N2. (5)

Таким образом, нахождение ситуаций равновесия по Нэшу в игре G̃ сводится к нахождению

сбалансированных подматриц матрицы функции реализации и проверке для ее балансовых векторов

дополнительных условий (4), (5). Отметим, что условие сбалансированности матрицы сводится к

положительной разрешимости некоторой системы линейных уравнений, а проверка дополнительных

условий (4), (5) состоит, в силу теоремы 4, в выполнимости некоторой системы линейных неравенств.
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Для игр с отношениями предпочтения мы рассматриваем в ка-
честве принципов оптимальности равновесие по Нэшу, а также
некоторые его модификации. Для описания оптимальных реше-
ний игр с отношениями предпочтения введены ковариантно и
контравариантно полные семейства гомоморфизмов.
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ВВЕДЕНИЕ

В данной работе объектом изучения являются игры с отношениями предпочтения, т.е. трехоснов-

ные алгебраические системы вида

G = 〈X, Y, A, ρ1, ρ2, F 〉,
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где X — множество стратегий игрока 1, Y — множество стратегий игрока 2, A — множество исходов,

F : X × Y → A — функция реализации, ρi ⊆ A2 — бинарное отношение, выражающее предпочтения

игрока i (i = 1, 2).

Будем обозначать через ρ∗ строгую часть, а через ρs симметричную часть отношения предпочте-

ния ρ.

Игры с отношениями предпочтения представляют собой некоторое обобщение классических игр с

функциями выигрыша игроков, в которых цель отождествляется с максимизацией или минимизацией

этих функций. Это обобщение связано с тем, что на практике при построении целевой функции воз-

никают сложности как принципиального, так и технического характера. Мы используем альтернатив-

ный подход: при построении теоретико-игровой модели задаются не целевые функции, а отношения

предпочтения для каждого игрока в виде бинарных отношений.

Основными принципами оптимальности в классе игр с отношениями предпочтения являются раз-

личные модификации принципа равновесия. А именно:

1. Ситуация (x0, y0) называется ситуацией равновесия в смысле Нэша, если для любых

x ∈ X, y ∈ Y выполняются соотношения:

F (x, y0)
ρ1

. F (x0, y0), F (x0, y)
ρ2

. F (x0, y0).

2. Заменяя в условии равновесия по Нэшу знак . на ≯, получаем определение ситуации общего

равновесия. Одностороннее отклонение от такой ситуации одного из игроков не приводит к более

предпочтительному (с точки зрения отклонившегося игрока) исходу, т.е.

F (x0, y0)
ρ∗

1

≮ F (x, y0), F (x0, y0)
ρ∗

2

≮ F (x0, y).

Целью работы является установление взаимосвязей между ситуациями равновесия заданной игры

и ситуациями равновесия ее гомоморфных образов.

Основные результаты работы докладывались на Международной конференции, посвященной 100-

летию профессора В.В. Вагнера [1].

1. КОВАРИАНТНЫЕ И КОНТРАВАРИАНТНЫЕ ГОМОМОРФИЗМЫ

Пусть теперь, кроме игры G, задана еще одна игра с отношениями предпочтения тех же игроков

Γ = 〈U, V, B, σ1, σ2, Φ〉.

Для игр с отношениями предпочтения, как для алгебраических систем [2], естественным образом

определяется понятие гомоморфизма.

Тройка отображений (ϕ1, ϕ2, ψ), где ϕ1 : X → U, ϕ2 : Y → V, ψ : A → B, называется гомомор-

физмом игры G в игру Γ, если для любой ситуации (x, y) и любых двух исходов a1, a2 игры G при

i = 1, 2 выполняются следующие условия:

a1

ρi

. a2 ⇒ ψ(a1)
σi

. ψ(a2) (i = 1, 2), (1)

ψ(F (x, y)) = Φ(ϕ1(x), ϕ2(y)). (2)

Заметим, что в обозначениях теории бинарных отношений В.В. Вагнера [3] условие (1) принимает

вид ψ¤ψ(ρi) ⊆ σi, а условие (2) принимает вид ψ ◦ F = Φ ◦ (ϕ1¤ϕ2).

Тройка отображений (ϕ1, ϕ2, ψ), где ϕ1 : X → U , ϕ2 : Y → V , ψ : A → B, называется строгим

гомоморфизмом игры G в игру Γ, если условие (1) заменяется двумя условиями:

a1

ρ∗

i

< a2 ⇒ ψ(a1)
σ∗

i

< ψ(a2) (i = 1, 2), (3)

a1
ρs

i∼ a2 ⇒ ψ(a1)
σs

i∼ ψ(a2) (i = 1, 2), (4)

а условие (2) сохраняется.

Отметим, что строгий гомоморфизм является гомоморфизмом, но обратное неверно.
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Рассмотрим игру G с отношениями предпочтения и обозначим через OptG множество ее опти-

мальных решений по некоторому принципу оптимальности. Пусть K — некоторый класс игр с отно-

шениями предпочтения, причем для каждой игры Γj ∈ K множество ее оптимальных решений OptΓj

считается известным. Задача состоит в установлении связи между множествами OptG и семейством

множеств OptΓj (j ∈ J). В данной работе эта связь устанавливается с помощью построения соот-

ветствующего семейства гомоморфизмов. Основным понятием для дальнейшего изложения является

следующее.

Определение 1. Гомоморфизм f = (ϕ1, ϕ2, ψ) из игры G в игру Γ ∈ K называется ковариантным,

если он сохраняет оптимальные решения игры G, т.е. образ оптимального решения игры G есть

оптимальное решение игры Γ.

На теоретико-множественном языке условие ковариантности гомоморфизма f можно записать в

виде f(OptG) ⊆ OptΓ или, в эквивалентной форме, OptG ⊆ f−1(OptΓ).

Таким образом, в этом случае f−1(OptΓ) задает аппроксимацию множества OptG сверху. Если

задано произвольное семейство ковариантных гомоморфизмов (fj)j∈J из игры G в игру Γj ∈ K, то

каждое из множеств f−1
j (OptΓj) задает аппроксимацию множества OptG сверху.

Семейство (fj)j∈J ковариантных гомоморфизмов из игры G в игру Γj называется контравари-

антно полным, если в совокупности оно дает точную аппроксимацию сверху для OptG, т.е. OptG

совпадает с пересечением множеств f−1
j (OptΓj):

OptG =
⋂

j∈J

f−1
j (OptΓj).

Двойственно вводятся понятия контравариантного гомоморфизма и ковариантно полного семейства

контравариантных гомоморфизмов. А именно:

Гомоморфизм f из игры G в игру Γ называется контравариантным, если прообраз оптимального

решения игры Γ есть оптимальное решение игры G, т.е. f−1(OptΓ) ⊆ OptG.

Множество f−1(OptΓ) задает аппроксимацию снизу множества оптимальных решений игры G.

Если задано произвольное семейство контравариантных гомоморфизмов (fj)j∈J из игры G в игру

Γj ∈ K, то каждый гомоморфизм задает аппроксимацию множества OptG снизу. Семейство (fj)j∈J

контравариантных гомоморфизмов из игры G в игру Γ называется ковариантно полным [4], если в

совокупности оно дает точную аппроксимацию снизу для OptG, т.е. OptG совпадает с объединением

множеств f−1
j (OptΓj):

OptG =
⋃

j∈J

f−1
j (OptΓj).

Результаты работы, связанные с ковариантными и контравариантными гомоморфизмами игр с

отношениями предпочтения общего вида, представлены в следующих теоремах.

Теорема 1. Если в качестве принципов оптимальности для игры G, а также для игр класса

K рассматривать равновесие по Нэшу, то всякий сюрьективный гомоморфизм f = (ϕ1, ϕ2, ψ)

является ковариантным.

Теорема 2. Если в качестве принципов оптимальности для игры G, а также для игр класса K

рассматривать равновесие в общем смысле, то всякий строгий гомоморфизм f = (ϕ1, ϕ2, ψ)

является контравариантным.

2. ГОМОМОРФИЗМЫ АНТАГОНИСТИЧЕСКИХ ИГР

Дальнейшие результаты этого направления получены для антагонистических игр с упорядоченны-

ми исходами, т.е. игр, в которых отношения предпочтения являются взаимно обратными отношениями

порядка. Формально антагонистическая игра может быть задана в виде G = 〈X, Y, A, ω, F 〉, причем

ω1 = ω, ω2 = ω−1.

В данном классе игр, кроме общего равновесия и равновесия по Нэшу, возникает еще один тип

равновесия — Tr-равновесие.

Определение 2. Ситуация (x0, y0) в антагонистической игре с упорядоченными исходами назы-

вается ситуацией Tr-равновесия, если для любых x ∈ X, y ∈ Y выполняется F (x0, y)
ω

≮ F (x, y0).
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Для антагонистической игры G будем обозначать: NEq G — множество ситуаций равновесия по

Нэшу, Eq G — множество ситуаций общего равновесия, TrEq G — множество ситуаций транзитив-

ного равновесия.

Связь между такими множествами ситуаций имеет вид NEq G ⊆ TrEq G ⊆ Eq G, причем обрат-

ные включения не выполняются.

Если в игре G отношение порядка ω линейно, то все три типа равновесия: общее равновесие,

Tr-равновесие и равновесие по Нэшу совпадают и превращаются в принцип седловой точки. Для

антагонистической игры G с линейно упорядоченными исходами через SpG будем обозначать мно-

жество ее седловых точек.

Приведем теперь примеры полных семейств гомоморфизмов.

Пример 1. Пусть G — антагонистическая игра с упорядоченными исходами, K — класс антаго-

нистических игр с линейно упорядоченными исходами. Справедлива следующая теорема.

Теорема 3. Возьмем в качестве принципа оптимальности в игре G транзитивное равнове-

сие, а в классе K — принцип седловой точки. Пусть при каждом j ∈ J тройка отображений

fj = (ϕ1
j , ϕ2

j , ψj) является строгим гомоморфизмом из игры G в игру Γj ∈ K. Тогда (fj)j∈J

является ковариантно полным семейством контравариантных гомоморфизмов.

Доказательство. Введем обозначения: Γj = 〈Uj , Vj , Bj , σj , Φj〉, fj(x0, y0) := (ϕ1
j (x0), ϕ2

j (y0)),

где ϕ1
j : X → Uj , ϕ2

j : Y → Vj , ψj : A → Bj . Нужно доказать

(x0, y0) ∈ TrEq G ⇔ (∃ j ∈ J) fj(x0, y0) ∈ Sp Γj . (5)

Импликация слева направо основана на следующем факте.

Лемма. Если в упорядоченном множестве (A, ≤) выделены два подмножества P, Q ⊆ A, такие

что p ≯ q для любых p ∈ P и q ∈ Q, то существует строго изотонное отображение f из A в

некоторое линейно упорядоченное множество, при котором f(p) ≤ f(q) для любых p ∈ P, q ∈ Q.

Докажем прямую импликацию в (5). Пусть (x0, y0) — ситуация Tr-равновесия в игре G, т.е.

F (x, y0)
ω

≯ F (x0, y) для любых x ∈ X, y ∈ Y . Согласно лемме существует (B, σ) — линейно упорядо-

ченное множество и строго изотонное отображение ψ : A → B, такое что ψ(F (x, y0))
σ

≤ ψ(F (x0, y))

для любых x ∈ X, y ∈ Y . Полагая x = x0, получаем ψ(F (x0, y0))
σ

≤ ψ(F (x0, y)), а полагая y = y0,

имеем ψ(F (x, y0))
σ

≤ ψ(F (x0, y0)).

Объединяя два последних соотношения, получаем, что ситуация (x0, y0) является седловой точкой

в игре Γ = 〈X, Y, B, σ, ψ ◦F 〉, которая является игрой с линейно упорядоченными исходами, причем

тройка отображений (∆X , ∆Y , ψ) есть строгий гомоморфизм из G в Γ.

Докажем теперь импликацию справа налево в (5). Пусть при некотором j ∈ J ситуация fj(x0, y0) —

седловая точка игры Γj . Надо показать, что (x0, y0) — ситуация транзитивного равновесия в игре G.

Предположим противное, т.е. что ситуация (x0, y0) не является ситуацией Tr-равновесия. Тогда при

некоторых x′ ∈ X, y′ ∈ Y выполняется соотношение F (x0, y′)
ω
< F (x′, y0).

Так как гомоморфизм fj — строгий, то согласно (3) в игре Γj имеет место

ψj(F (x0, y′))
σj

< ψj(F (x′, y0)). (6)

Согласно (2) соотношение (6) принимает вид

Φj(ϕ
1
j (x0), ϕ2

j (y
′))

σj

< Φj(ϕ
1
j (x

′), ϕ2
j (y0)). (7)

С другой стороны, так как fj(x0, y0) = (ϕ1
j (x0), ϕ2

j (y0)) — седловая точка в игре Γj , то

Φj(ϕ
1
j (x), ϕ2

j (y0))
σj

≤ Φj(ϕ
1
j (x0), ϕ2

j (y0))
σj

≤ Φj(ϕ
1
j (x0), ϕ2

j (y)). (8)

Полагая в (8) x = x′, y = y′ получим Φj(ϕ
1
j (x

′), ϕ2
j (y0))

σj

≤ Φj(ϕ
1
j (x0), ϕ2

j (y
′)), что противоречит

соотношению (7). Теорема доказана. ¤
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Пример 2. Пусть G — антагонистическая игра с упорядоченными исходами, K — класс ее линей-

ных доупорядочений, OptG — множество ситуаций равновесия по Нэшу; для каждой игры Γj ∈ K в

качестве OptΓj выступает множество седловых точек. Тогда справедлива следующая теорема.

Теорема 4. Семейство тождественных гомоморфизмов (fj)j∈J является контравариантно

полным семейством ковариантных гомоморфизмов.

Утверждение теоремы 4 означает справедливость равносильности:

(x0, y0) ∈ NEq G ⇔ (∀ j ∈ J) (x0, y0) ∈ Sp Γj , т.е. NEq G =
⋂

j∈J

Sp Γj .

Для доказательства теоремы используем теорему Душника -– Миллера, которая утверждает, что

всякое отношение порядка может быть представлено как пересечение всех его линейных доупорядо-

чений. По определению справедлива равносильность:

(x0, y0) ∈ NEq G ⇔ (∀ x ∈ X)(∀ y ∈ Y ) F (x, y0)
ω

≤ F (x0, y0)
ω

≤ F (x0, y).

Учитывая, что по теореме Душника – Миллера ω =
⋂

j∈J

ωj , получаем, что правая часть этой эквива-

лентности равносильна тому, что при всех x ∈ X, y ∈ Y выполняется

(∀ j ∈ J) F (x, y0)
ωj

≤ F (x0, y0)
ωj

≤ F (x0, y).

Последнее означает, что (∀ j ∈ J) (x0, y0) ∈ Sp Γj , т.е. (x0, y0) ∈
⋂

j∈J

Sp Γj . Теорема доказана. ¤
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УДК 501.1

О ГОМОМОРФИЗМАХ ПОЛУГРУПП
ЭНДОМОРФИЗМОВ ГИПЕРГРАФОВ
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В работе описано строение сюрьективных гомоморфизмов по-
лугрупп эндоморфизмов эффективных гиперграфов с p-опре-
делимыми ребрами.

Ключевые слова: гомоморфизм, гиперграф, полугруппа эндо-
морфизмов.

On Homomorphisms of Endomorphism Semigroups
of Hypergraphs
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Saratov State University,
Chair of Mathematical Physics and Calculus Mathematics
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In the paper we describe a structure of surjective homomorphisms of
endomorphism semigroups of effective hypergraphs with p-definable
edges.
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phisms.

c© Е.В. Хворостухина, 2009


