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Пусть Dk , k –- натуральное или ноль, означает оператор
дифференцирования порядка k, определенный в Ck(X),

X = [0, 1], и пусть C –- конус в Ck(X). Определим ли-

нейный относительный n-поперечник множества A ⊂ Ck(X)
в C(X) для Dk с ограничением C следующим образом:

δk
n(A, C)C(X):= inf

Ln(C)⊂C
sup
f∈A

‖Dkf−DkLnf‖C(X). В на-

стоящей статье находятся оценки линейных относительных n-
поперечников шаров в C(X) для Dk с ограничением C =
{f ∈ Ck(X) : Dkf ≥ 0}.

Shape-Preserving Linear n-width of Unit Balls in C[0, 1]

S.P. Sidorov

Let Dk , k is a natural number or zero, be the k-th differential
operator, defined in Ck(X), X = [0, 1], and let C be

a cone in Ck(X). Let us denote δk
n(A, C)C(X) :=

:= inf
Ln(C)⊂C

sup
f∈A

‖Dkf − DkLnf‖C(X) linear relative

n-width of set A ⊂ Ck(X) in C(X) for Dk with constraint
C . In this paper we estimate linear relative n-width of some balls
inC(X) forDk with constraintC = {f ∈ Ck(X) : Dkf ≥ 0}.

ВВЕДЕНИЕ

Для многих прикладных задач теории приближений зачастую необходимо не просто аппрокси-
мировать некоторую функцию, а приблизить ее с сохранением некоторых ее свойств, связанных с
формой функции (положительность, монотонность, выпуклость и т.п.).

Интерес к данной проблематике впервые возник в конце 60-х годов, когда появились работы
О. Шиша [1], Г.Г. Лоренца и К.Л. Целлера [2]. Они дали толчок работам Р. ДеВора по монотонному
приближению и работам А. С. Шведова [3], Д. Ньюмана [4], Р. Битсона и Д. Левиатана [5] по
комонотонной аппроксимации в 70 и 80-е годы.

Пусть F — линейное нормированное пространство, A и C есть непустые подмножества F . Тогда
относительным n-поперечником по Колмогорову множества A в F с ограничением C называется
величина dn(A,C)F = infFn

E(A,Fn ∩ C) = infFn
supf∈A infg∈Fn∩C ‖f − g‖F , где левый инфимум

ищется среди всех n-мерных линейных многообразий Fn пространства F , таких, что Fn∩C 6= ∅. Если
C = F , то dn(A)F = dn(A,F )F есть n-поперечник по Колмогорову множества A в F [6].

Впервые понятие относительного поперечника было введено В. Н. Коноваловым в 1984 году [7].
Оценки величин dn(A,C)F получены для некоторых конкретных A, C и F в работе [8].

Пусть L есть некоторый линейный оператор, определенный в F , со значениями в F и C —
некоторый конус в F , C 6= ∅. Будем говорить, что оператор обладает свойством формосохранения
относительно конуса C, если L(C) ⊂ C.

Пусть F — линейное нормированное пространство и A ⊂ F , C ⊂ F . Линейный оператор Ln,
отображающий F в линейное пространство конечной размерности n, называется оператором конечного
ранга n.

Линейным относительным n-поперечником множества A в F с ограничением C назовем величину
δn(A,C)F = infLn(C)⊂C supf∈A ‖f −Lnf‖F , где инфимум ищется среди всех непрерывных линейных
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операторов Ln : F → F конечного ранга n таких, что Ln(C) ⊂ C. Если C = F , то δn(A)F = δn(A,F )F

есть линейный n-поперечник, по Колмогорову, множества A в F [9].
Зная величину линейного относительного поперечника δn(A,C)F , можно судить о том, насколько

хорош или плох (в смысле оптимальности) тот или иной конечномерный метод Ln, обладающий
свойством формосохранения Ln(C) ⊂ C.

Пусть Ck(X), k > 0, есть пространство действительно значных и k-раз непрерывно дифференци-
руемых функций на X = [0, 1], Di означает оператор дифференцирования i-го порядка, σ = (σi)i>0

— последовательность с σi ∈ {−1, 0, 1}, и h, k — два целых числа таких, что 0 6 h < k и σh · σk 6= 0.
Следуя [10], рассмотрим конуса функций Ch,k(σ), производные некоторых порядков которых име-

ют фиксированный знак на X: Ch,k(σ) := {f ∈ Ck(X) : σi · D
if > 0, i = h, . . . , k}.

Определим линейный относительный n-поперечник множества A ⊂ Ck(X) в C(X) для Dk с огра-
ничением C следующим образом: δk

n(A,C)C(X) := infLn(C)⊂C supf∈A ‖Dkf − DkLnf‖C(X), где

инфимум ищется среди всех непрерывных линейных операторов Ln : Ck(X) → Ck(X) конечного ран-
га n, таких, что Ln(C) ⊂ C. Если k = 0, то D0 есть тождественный оператор, D0 = I, и δ0

n(A,C)C(X)

есть линейный относительный n-поперечник множества A ⊂ C(X) в C(X) с ограничением C.
В настоящей статье находятся оценки линейных относительных n-поперечников шаров в C(X)

для Dk с ограничением Ck,k(σ).

1. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Обозначим B(X) — пространство действительных ограниченных функций с нормой

‖f‖B(X) = sup
x∈X

|f(x)|.

Лемма 1. Пусть Φ : Ck(X) → R есть линейный функционал, обладающий свойством: Φ(f) ≥ 0
для всякой f ∈ Ck(X), такой, что Dkf ≥ 0. Пусть < ·, · >: Ck(X) × Ck(X) → R есть бифункцио-
нал, порожденный функционалом Φ следующим образом: для произвольных f, g ∈ Ck(X) полагаем
< f, g >= Φ(h), где h ∈ Ck(X), таково, что Dkh = DkfDkg и Dih(0) = 0, i = 0, 1, . . . , k − 1. Тогда

| < f, g > | ≤ [< f, f >]
1
2 [< g, g >]

1
2 , f, g ∈ Ck(X). (1)

Доказательство. Из линейности функционала Φ следует, что бифункционал < ·, · > обладает
свойством билинейности. Очевидно, что < f, g >=< g, f > и < f, f >≥ 0, f, g ∈ Ck(X). Значит,
< ·, · > есть скалярное произведение.

Имеем 0 ≤< f + cg, f + cg >=< f, f > +2c < f, g > +c2 < g, g > для всех c ∈ R, f, g ∈ Ck(X).
Если взять c = − < f, g >< g, g >−1, то получим (??). ¤

Положим gx = 2
(k+2)!ek+2 −

2
(k+1)!xek+1 + 1

k!x
2ek. Справедливо следующее утверждение [11].

Лемма 2. Пусть Ln : Ck(X) → Ck(X) — линейный оператор конечного ранга n, n > k + 2,
такой, что DkLnek = Dkek и

Ln(Ck,k(σ)) ⊂ Ck,k(σ). (2)

Тогда

sup
x∈X

|DkLngx(x)| ≥
1

4n2
. (3)

Следующий пример [11]показывает, что оценку (??) невозможно улучшить.

Лемма 3. Пусть k, n ∈ N, n > k + 2 и Λk,n : Ck(X) → Ck(X) есть линейный оператор,
определенный следующим образом:

Λk,nf(x) =











































































k−1
∑

l=0

1
l!x

l
(

Dlf(0) + (−1)k+1−l

(k+1−l)!(n−1)k−l D
kf(0)

)

+

+ 1
(k+1)!(n−1)k

[

((n − 1)x)k+1Dkf( 1
n−1 )+

+(−1)k(1 − (n − 1)x)k+1Dkf(0)
]

,

если x ∈ [0, 1
n−1 ],

k−1
∑

l=0

1
l! (x − i

n−1 )l
(

DlΛk,nf( i
n−1 ) + (−1)k+1−l

(k+1−l)!(n−1)k−l D
kf( i

n−1 )
)

+

+ 1
(k+1)!(n−1)k

[

((n − 1)x − i)k+1Dkf( i+1
n−1 )+

+(−1)k(i + 1 − (n − 1)x)k+1Dkf( i
n−1 )

]

,

если x ∈ ( i
n−1 , i+1

n−1 ], i = 1, 2, . . . , n − 2.

(4)
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Тогда: 1) DkΛk,nej = Dkej , j = 0, 1, . . . , k + 1; 2) 2
(k+2)!‖D

kΛk,nek+2 − Dkek+2‖ = 1
4(n−1)2 ;

3) Λk,n(Ck,k(σ)) ⊂ Ck,k(σ).

Таким образом,
1

4n2
≤ inf

Ln

sup
x∈X

|DkLngx(x)| ≤
1

4(n − 1)2
, (5)

где инфимум ищется среди всех линейных операторов Ln : Ck(X) → Bk(X) конечного ранга n,
таких, что Ln(Ck,k(σ)) ⊂ Ck,k(σ) и DkLnei = Dkei, i = 0, 1, . . . , k + 1.

В следующей лемме мы отказываемся от условия DkLnek = Dkek.

Лемма 4. Пусть Ln : Ck(X) → Ck(X) — линейный оператор конечного ранга n, n > k + 2,
такой, что

Ln(Ck,k(σ)) ⊂ Ck,k(σ). (6)

Тогда

sup
x∈X

(

2

(k + 2)!

∣

∣DkLnek+2(x) − Dkek+2(x)
∣

∣ +
2

(k + 1)!

∣

∣DkLnek+1(x) − Dkek+1(x)
∣

∣ +

+
1

k!

∣

∣DkLnek(x) − Dkek(x)
∣

∣

)

≥
1

4n2

(

1 −
1

n2

)

. (7)

Доказательство. Используя идеи [12],покажем, что

sup
x∈X

|DkLngx(x)| ≥
1

4n2

(

1 −
1

n2

)

. (8)

Существует [11]функция h ∈ Ck(X), Dkh ∈ Lip2n1, ‖Dkh‖C(X) = 1, такая, что

‖DkLnh − Dkh‖B(X) ≥ 1. (9)

Для x ∈ X имеем

|DkLnh(x) − Dkh(x)| =

=

∣

∣

∣

∣

DkLnh(x) − Dkh(x)
1

k!
DkLnek(x) + Dkh(x)

1

k!
DkLnek(x) − Dkh(x)

1

k!
Dkek(x)

∣

∣

∣

∣

≤

≤

∣

∣

∣

∣

DkLn

(

h − Dkh(x)
1

k!
ek

)

(x)

∣

∣

∣

∣

+
1

k!
|Dkh(x)||DkLnek(x) − Dkek(x)|.

(10)

Пусть px ∈ Ck(X) такова, что Dkpx =
∣

∣Dk
(

h − Dkh(x) 1
k!ek

)
∣

∣ , Dipx(0) = 0, i = 0, 1, . . . , k − 1.
Имеем Dk(h − Dkh(x) 1

k!ek) ≤ Dkpx и Dk(−(h − Dkh(x) 1
k!ek)) ≤ Dkpx.

Значит,

DkLn(h − Dkh(x)
1

k!
ek)(x) ≤ DkLnpx(x) (11)

и

−DkLn(h − Dkh(x)
1

k!
ek)(x) ≤ DkLnpx(x). (12)

Из (??) и (??) получаем

∣

∣

∣

∣

DkLn

(

h − Dkh(x)
1

k!
ek

)

(x)

∣

∣

∣

∣

≤ DkLnpx(x). (13)

Пусть qx ∈ Ck(X) такова, что Dkqx(t) = |t − x| и Diqx(0) = 0, i = 0, 1, . . . , k − 1.
Имеем

Dkpx(t) =

∣

∣

∣

∣

Dk

(

h(t) − Dkh(x)
1

k!
tk

)
∣

∣

∣

∣

= |Dkh(t) − Dkh(x)| ≤ 2n|t − x| = 2nDkqx(t).

Значит, Dk(2nqx − px) ≥ 0, и, следовательно, DkLn(2nqx − px)(x) ≥ 0, и

DkLnpx(x) ≤ 2nDkLnqx(x). (14)
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Из леммы ?? следует, что

DkLnqx(x) ≤ [DkLngx(x)]
1
2

[

1

k!
DkLnek(x)

]
1
2

≤ [DkLngx(x)]
1
2

[

1 +
1

k!

∣

∣DkLnek(x) − Dkek(x)
∣

∣

]
1
2

.

(15)
Имеем

DkLngx(x) =
2

(k + 2)!
(DkLnek+2 − Dkek+2)(x) −

2

(k + 1)!
x(DkLnek+1 − Dkek+1)(x)+

+
1

k!
x2(DkLnek − Dkek)(x) +

2

(k + 2)!
Dkek+2(x) −

2

(k + 1)!
xDkek+1(x) +

1

k!
x2Dkek(x) ≤

≤
2

(k + 2)!

∣

∣DkLnek+2(x) − Dkek+2(x)
∣

∣ +
2

(k + 1)!

∣

∣DkLnek+1(x) − Dkek+1(x)
∣

∣ +

+
1

k!

∣

∣DkLnek(x) − Dkek(x)
∣

∣ . (16)

Рассмотрим случай 1
k!‖D

kLne0 − Dke0‖C(X) ≤
1

4n2 .
Тогда из (??), (??), (??), (??) следует

1 −
1

k!

∥

∥DkLnek − Dkek

∥

∥

C
(X) ≤ 2n

(

sup
x∈X

DkLngx(x)

)
1
2

(

1 +
1

4n2

)
1
2

. (17)

Так как обе части неравенства положительны, имеем

(1 − 1
4n2 )2

1 + 1
4n2

≤ 4n2 sup
x∈X

DkLngx(x).

Так как при n ≥ 2
(1 − 1

4n2 )2

1 + 1
4n2

≥ 1 −
1

n2
,

получаем (??). Тогда из (??) следует (??). Если же 1
k!‖D

kLne0 − Dke0‖C(X) ≥
1

4n2 , то (??) тем более
выполняется. ¤

2. ОЦЕНКА ЛИНЕЙНЫХ ОТНОСИТЕЛЬНЫХ ПОПЕРЕЧНИКОВ

Пусть k — натуральное или равное нулю число. Обозначим

Pk =

{

p =

k
∑

r=0

arer : ar ∈ R, r = 0, 1, . . . , k

}

,

множество всех алгебраических полиномов степени не выше k, и пусть

P ∗
k =

{

p =
k

∑

r=0

arer : |ar| ≤ 1, r = 0, 1, . . . , k

}

.

Пусть m ∈ N ∪ {0}. Обозначим B(m)(X) := {f ∈ C(m)(X) : ‖Dmf‖C(X) ≤ 1}.

Теорема 1. Справедлива следующая оценка линейного относительного поперечника множе-
ства Pk+2 ∩ B(k+2)(X) в C(X) для Dk с ограничением Ck,k(σ)

1

4(k + 2)!n2
≤ δk

n

(

Pk+2 ∩ B(k+2)(X), Ck,k(σ)
)

C(X)
≤

1

4(k + 2)!(n − 1)2
. (18)

Доказательство. Пусть k ∈ N, 0 ≤ m ≤ k + 2, c ∈ R, c > 0. Обозначим

R
(m)
k+3(c) := {a = (a0, . . . , ak+2) ∈ R

k+3 : |am| ≤ c}.

Обозначим Ln,k как множество всех линейных операторов Ln : Ck(X) → Bk(X) конечного ранга n
таких, что Ln(Ck,k(σ)) ⊂ Ck,k(σ), L

∗
n,k — множество всех линейных операторов Ln : Ck(X) → Bk(X)

конечного ранга n таких, что Ln(Ck,k(σ)) ⊂ Ck,k(σ) и DkLnei = Dkei, i = 0, 1, . . . , k + 1.
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Имеем

δk
n

(

Pk+2 ∩ B(k+2)(X), Ck,k(σ)
)

C(X)
= inf

Ln∈Ln,k

sup
p∈Pk+2∩B(k+2)(X)

‖Dkp − DkLnp‖ =

= inf
Ln∈Ln,k

sup
p∈Pk+2∩B(k+2)(X)

sup
x∈X

|Dkp(x) − DkLnp(x)| =

= inf
Ln∈Ln,k

sup
x∈X

sup
a∈R

(k+2)
k+2 ( 1

(k+2)! )

∣

∣

∣

∣

∣

k+2
∑

r=0

ar(D
ker(x) − DkLner(x))

∣

∣

∣

∣

∣

=

= inf
Ln∈Ln,k

sup
x∈X

sup
a∈R

(k+2)
k+2 ( 1

(k+2)! )

k+2
∑

r=0

|ar||D
ker(x) − DkLner(x)| =

=
1

(k + 2)!
inf

Ln∈L
∗

n,k

sup
x∈X

|Dkek+2 − Dk+2Lnek+2(x)|.

Заметим, что если Ln ∈ L
∗
n, то

|Dkek+2 − DkLnek+2(x)| = DkLngx(x),

где

gx =
2

(k + 2)!
ek+2 −

2

(k + 1)!
xek+1 +

1

k!
x2ek.

Тогда из (??) получаем утверждение теоремы. ¤

Заметим, что если σ0 = 1, то C0,0(σ) есть конус неотрицательных непрерывных на X функций, и
обозначим C+ := {f ∈ C(X) : f ≥ 0}.

Следствие 1. Справедлива следующая оценка линейного относительного поперечника множе-
ства P2 ∩ B(2)(X) с ограничением C+

1

8n2
≤ δn

(

P2 ∩ B(2)(X), C+

)

C(X)
≤

1

8(n − 1)2
. (19)

Теорема 2. Справедлива следующая оценка линейного относительного поперечника множе-
ства Pk+2 ∩ B(k)(X) в C(X) для Dk с ограничением Ck,k(σ)

δk
n

(

Pk+2 ∩ B(k)(X), Ck,k(σ)
)

C(X)
≍

1

n2
. (20)

Доказательство. Заметим, что 1
k+3P ∗

k+2 ⊂ Pk+2 ∩ B(k)(X), и, следовательно,

inf
Ln∈Ln,k

sup
p∈Pk+2∩B(k)(X)

‖Dkp − DkLnp‖C(X) ≥
1

k + 3
inf

Ln∈Ln,k

sup
p∈P∗

k+2

‖Dkp − DkLnp‖C(X) =

=
1

k + 3
inf

Ln∈Ln,k

sup
p∈P∗

k+2

sup
x∈X

|Dkp(x) − DkLnp(x)| =

=
1

k + 3
inf

Ln∈Ln,k

sup
x∈X

sup
|ar|≤1,r=0,...,k+2

k+2
∑

r=0

|ar||D
ker(x) − DkLner(x)| =

=
1

k + 3
inf

Ln∈Ln,k

sup
x∈X

k+2
∑

r=0

|Dker(x) − DkLner(x)|. (21)

Утверждение теоремы следует из леммы ?? и свойств оператора Mn. ¤

Следствие 2. Справедлива следующая оценка линейного относительного поперечника множе-
ства P2 ∩ B(0)(X) с ограничением C+:

δn(P2 ∩ B(0)(X), C+)C(X) ≍
1

n2
, (22)

где B(0)(X) := {f ∈ C(X) : ‖f‖C(X) ≤ 1}
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Теорема 3. Справедлива следующая оценка линейного относительного поперечника множе-
ства B(k+2)(X) для Dk с ограничением Ck,k(σ)

δk
n(B(k+2)(X), Ck,k(σ))C(X) ≍

1

n2
. (23)

Доказательство.

Так как Pk+2 ∩ B(k+2)(X) ⊂ B(k+2)(X), то

δn(Pk+2 ∩ B(k+2)(X), Ck,k(σ))C(X) = δk
n(B(k+2)(X), Ck,k(σ))C(X). (24)

С другой стороны, пусть f ∈ B(k+2)(X). Тогда для t ∈ X имеем

f(t) =
k−1
∑

r=0

Drf(x)

r!
(t − x)r +

Dk+2f(ξ)

(k + 2)!
(t − x)k+2,

где ξ ∈ X, ‖Dk+2f‖ ≤ 1. Имеем

sup
x∈X

|Dkf(x) − DkΛk,nf(x)| ≤
1

8(n − 1)2
,

где Λk,n есть линейный оператор, определенный ??. ¤

Следствие 3. Справедлива следующая оценка линейного относительного поперечника множе-
ства B(2)(X) с ограничением C+

δn(B(2)(X), C+)C(X) ≍
1

n2
. (25)

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Известно [13], что для многих F , A имеет место равенство δn(A)X = dn(A)F , в частности

δn

(

Pk ∩ B(0)(X)
)

C(X)
= dn

(

Pk ∩ B(0)(X)
)

C(X)
= 0, k = 0, 1, . . . , n − 1,

δn

(

Pk ∩ B(0)(X)
)

C(X)
= dn

(

Pk ∩ B(0)(X)
)

C(X)
6= 0, k = n, . . .

Пусть F есть линейное нормированное пространство и A ⊂ F , C ⊂ F . Тогда

δn(A,C)F ≥ dn(A,C)F ,

то есть одним из методов оценки линейного относительного поперечника δn(A,C)F снизу может
служить вычисление соответствующего нелинейного относительного поперечника dn(A,C)F . Тем не
менее величины δn(A,C)F и dn(A,C)F не равны между собой даже для достаточно простых A и C
в F = C(X).

Действительно, из следствий ??, ?? следует справедливость соотношений

δn

(

Pk ∩ B(0)(X), C+

)

C(X)
= 0, k = 0, 1; δn

(

Pk ∩ B(0)(X), C+

)

C(X)
6= 0, k = 2, 3, . . . .

Пусть n ≥ k и p ∈ Pk ∩ C+. Тогда

inf
g∈Pn∩C+

‖p − g‖C(X) = ‖p − g∗‖C(X) = 0,

где g∗ = p. Значит,

dn

(

Pk ∩ B(0)(X), C+

)

C(X)
= 0, k = 0, 1, . . . , n − 1;

dn

(

Pk ∩ B(0)(X), C+

)

C(X)
6= 0, k = n, n + 1, . . . .

Таким образом, поведение относительных (линейных и нелинейных) поперечников значительно
отличается от поведения поперечников по Колмогорову даже для конуса C+ и множества алгебраи-
ческих многочленов с ограниченной в C(X) нормой.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проекты 06-01-0003, 07-01-00167)
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УДК 517.51

УСЛОВИЯ БАЗИСНОСТИ СИСТЕМ
СЖАТИЙ И СДВИГОВ ФУНКЦИЙ
В ПРОСТРАНСТВЕ Lp[0, 1]

П.А. Терехин

Саратовский государственный университет,
кафедра математического анализа
E-mail: terekhinpa@info.sgu.ru

Рассматривается система сжатий и сдвигов функции (или се-
мейство функций-всплесков на отрезке) в пространствах Лебе-
га. Указан явный вид биортогонально сопряженной системы.
Установлена теорема равносходимости биортогонального ряда
по системе всплесков и ряда Фурье–Хаара.

Basis Conditions for Systems of Translates and Dilates of
Functions in Lp-Spaces

P.A. Terekhin

We consider a family of translates and dilates of function (or in other
words family of wavelets on finite interval) in Lebesgue spaces. The
explicit expressions for biorthogonal family are given. The theorem of
equiconvergence for biorthogonal wavelets series and Fourier–Haar
series is established.

Пусть p ∈ [1,∞) и функция ϕ(t), t ∈ R, удовлетворяет условиям:

supp ϕ ⊂ [0, 1], ϕ ∈ Lp[0, 1],

∫ 1

0

ϕ(t) dt = 0.

Системой сжатий и сдвигов функции ϕ называется система функций

ϕ0(t) = 1, ϕn(t) = ϕk,j(t) = 2k/2ϕ(2kt − j),

где n = 2k + j, k ≥ 0, 0 ≤ j ≤ 2k − 1. Для функции

χ(t) =

{

1, t ∈ [0, 1/2),
−1, t ∈ [1/2, 1),

система сжатий и сдвигов {χn}
∞
n=0 является системой Хаара. Известно, что система Хаара образует

базис пространства Lp[0, 1], 1 ≤ p < ∞. В данной работе решается следующая задача: найти условия
на порождающую функцию ϕ, при выполнении которых система сжатий и сдвигов {ϕn}

∞
n=0 этой

функции образует базис пространства Lp[0, 1], 1 ≤ p < ∞.

Определим классы функций Φp(ψ,Λ), в терминах которых решается поставленная задача. Пусть
1 ≤ p < ∞, Λ = {λk}

∞
k=1 — последовательность неотрицательных чисел и ψ ∈ Lp[0, 1] — некоторая

функция, система сжатий и сдвигов которой образует базис пространства Lp[0, 1] (например, функция
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