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В статье приводится оценка ошибки равномерного приближения
дифференцируемых функций многих переменных с ограничен-
ной производной второго порядка линейными интерполяцион-
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ВВЕДЕНИЕ

Для многих прикладных задач теории приближений зачастую необходимо не просто аппрокси-

мировать некоторую функцию, а приблизить ее с сохранением некоторых ее свойств, связанных с

формой функции (положительность, монотонность, выпуклость и т.п.). Раздел теории приближений,

посвященный возникающим задачам, называется теорией формосохраняющего приближения. Обзор

некоторых результатов теории формосохраняющего приближения можно найти в книге [1].

Пусть p, r ∈ N, p, r ≥ 2, C[0, 1]r есть пространство непрерывных на множестве [0, 1]r функций,

‖f‖ = sup(x1,...,xr)∈[0,1]r |f(x1, . . . , xr)|. Обозначим A = {(x
[i1]
1 , . . . , x

[ir ]
r ) : 0 ≤ ij ≤ p} ⊂ [0, 1]r

множество точек, координаты которых лежат в узлах многомерной сетки
(

i1
p , . . . , ir

p

)

∈ [0, 1]r,

ij ∈ {0, 1, . . . , p}. Множество A содержит n = (p + 1)r точек, перенумеруем их и обозначим a[i],

i = 1, . . . , n. Пусть V ⊂ C[0, 1]r означает конус всех положительных и выпуклых на [0, 1]r функций.

Обозначим через Ln(V ) множество всех линейных операторов Ln, определенных в C[0, 1]r, со

значениями в C[0, 1]r, вида
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Lnf(x1, . . . , xr) =

n
∑

k=1

f(a[k])lk,n(x1, . . . , xr), (1)

где lk,n ∈ C[0, 1]r, и таких, что Ln(V ) ⊂ V . Операторы вида (1) являются интерполяционными в

том смысле, что значение оператора на некоторой функции полностью определяется значениями этой

функции в узлах сетки {a[1], . . . , a[n]} (см. [2]).

Целью статьи является оценка линейного относительного поперечника:

inf
Ln∈Ln(V )

sup
f∈B2[0,1]r

‖f − Lnf‖,

где

B2[0, 1]r :=

{

f ∈ C2[0, 1]r :

∥

∥

∥

∥

∂2f

∂xi∂xj

∥

∥

∥

∥

≤ 1, 1 ≤ i, j ≤ r

}

.

Оценки относительных линейных поперечников для класса положительных операторов приведены

в работе [3].

1. ОЦЕНКА ОШИБКИ ОПТИМАЛЬНОЙ ИНТЕРПОЛЯЦИИ

Пусть W есть замкнутое уравновешенное выпуклое подмножество линейного пространства X.

Рассмотрим проблему оптимального восстановления линейного функционала L на основе множества

значений линейных функционалов l1, . . . , ln. Для f ∈ W положим If := (l1f, . . . , lnf). Оператор

I : W → R
n называется информационным оператором.

Задачи оптимального восстановления функционалов возникают во многих приложениях теории

приближения функций и привлекают повышенное внимание. Подробное изложение предмета можно

найти в работах [4, 5].

Пусть V — замкнутый конус в R
n, такой что V ∩ I(W ) 6= Ø. Пусть ΦI(V ) означает класс всех

линейных алгоритмов A : R
n → R, использующих информацию I, таких что A(v) > 0 для всех v ∈ V .

Величина e(L,W, I, V ) := inf
A∈ΦI(V )

sup
f∈W

|Lf −A(If)| есть ошибка задачи оптимального линейного

восстановления линейного функционала L на W на основе информации If , f ∈ W , с ограничением V .

Рассмотрим экстремальную задачу sup
f∈W, −If∈V

Lf . Пусть элемент f∗ является ее решением, т.е.

f∗ таков, что f∗ ∈ W , −If∗ ∈ V и Lf∗ = sup
f∈W, −If∈V

Lf . Заметим, что так как W замкнуто, такой

элемент существует. Обозначим J := {1 ≤ j ≤ n : ljf
∗ = 0}, I∗f = (ljf)j∈J .

Нам потребуется следующее утверждение.

Лемма 1. Справедлива оценка ошибка задачи оптимального линейного восстановления линей-

ного функционала L на W на основе информации If , f ∈ W , с ограничением V :

sup
f∈W, −If∈V

Lf ≤ e(L,W, I, V ) ≤ sup
f∈W, I∗f=0

Lf.

Если J = ∅, то полагаем sup
f∈W, I∗f=0

Lf = ∞.

Доказательство. Имеем

e(L,W, I, V ) ≥ inf
A∈ΦI(V )

sup
f∈W

(Lf − A(If)) ≥ inf
A∈ΦI(V )

sup
f∈W, −If∈V

(Lf + A(−If)) ≥

≥ inf
A∈ΦI(V )

sup
f∈W, −If∈V

Lf = sup
f∈W, −If∈V

Lf

Установим верхнюю оценку. Обозначим через ΦI∗ множество всех линейных алгоритмов, исполь-

зующих информацию I∗. Имеем

e(L,W, I, V ) = inf
A∈ΦI(V )

sup
f∈W

|Lf − A(If)| ≤ inf
A∈ΦI∗

sup
f∈W

|Lf − A(I∗f)|.

Из [5, лемма 3.1] следует, что последнее выражение равно sup
f∈W,I∗f=0

Lf .
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Пусть Er есть множество всех угловых точек куба D = [0, 1]r. Обозначим p(x1, . . . , xr) =

= 1
2

r
∑

i=1

xi (1 − xi), F — множество всех функций f ∈ B2[0, 1]r, таких что f(x) = 0 для всех x ∈ Er.

Лемма 2. Пусть y = (y1, . . . , yr) ∈ [0, 1]r. Тогда sup
f∈F

|f(y1, . . . , yr)| = p(y1, . . . , yr).

Доказательство. Покажем, используя индукцию, что если f(x) ≤ 0 для всех x ∈ Er и

‖(∂2f)/(∂xi∂xj)‖ ≤ 1, 1 ≤ i, j ≤ r, то для (y1, . . . , yr) ∈ [0, 1]r будет

|f(y1, . . . , yr)| ≤
1

2

r
∑

i=1

yi (1 − yi) . (2)

Если r = 1, то для y ∈ [0, 1] и функции f ∈ C2[0, 1], такой что f(0) ≤ 0, f(1) ≤ 0 и ‖f ′′‖ ≤ 1 имеем

‖f(y)| ≤ 1/2y(1 − y). (3)

Пусть (2) имеет место для r = k − 1. Покажем, что (2) справедливо для r = k. Рассмотрим две

грани куба [0, 1]k, лежащие на гиперплоскостях xk = 0 и xk = 1. По предположению индукции имеем

|f(y1, . . . , yk−1, 0)| ≤
1

2

k−1
∑

i=1

yi (1 − yi) , |f(y1, . . . , yk−1, 1)| ≤
1

2

k−1
∑

i=1

yi (1 − yi) . (4)

Рассмотрим функцию f(y1, . . . , yk−1, xk) переменной xk на отрезке [0, 1]. По условию леммы

‖(∂2f)/(∂x2
k)‖ ≤ 1. Из (3), (4) имеем

|f(y1, . . . , yk−1, yk)| ≤
1

2

k−1
∑

i=1

yi (1 − yi) +
1

2
yk(1 − yk). ¤

Пусть L = δζ , I = (δa1
, . . . , δan

), т.е. Lf = f(ζ) и If = (f(a[1]), . . . , f(a[n])). Для фиксирован-

ных ij ∈ {0, . . . , p − 1}, j = 1, . . . , r, обозначим Di1,...,ir
:=

r
⊗

j=1

[

ij

p ;
ij+1

p

]

, где ⊗ означает декартово

произведение множеств. Пусть ζ ∈ Dk1,...,kr
. Обозначим q(x1, . . . , xr) = 1

2

r
∑

i=1

(xi − x
[ki]
i )(x

[ki+1]
i − xi).

Теорема 1. Имеет место следующая оценка ошибки оптимальной интерполяции на множе-

стве B2[0, 1]r на основе информации I с ограничением V :

e(δζ , B2[0, 1]r, I, V ) = q(ζ1, . . . , ζr).

Доказательство. Очевидно, q ∈ B2[0, 1]r и −Iq ∈ V . Из лемм 1 и 2 следует, что

e(δζ , B2[0, 1]r, I, V ) ≥ sup
f∈B2[0,1]r, −If∈V

f(ζ) = q(ζ1, . . . , ζr).

Линейный алгоритм, который дает верхнюю оценку, приведен в работе [6].

2. ОЦЕНКА ЛИНЕЙНОГО ОТНОСИТЕЛЬНОГО ПОПЕРЕЧНИКА

Рассмотрим конус V ⊂ C[0, 1]r всех положительных и выпуклых на [0, 1]r функций и множе-

ство Ln(V ) всех линейных операторов Ln, определенных в C[0, 1]r, со значениями в C[0, 1]r, вида (1)

и обладающих свойством формосохранения относительно конуса V , т.е. таких, что Ln(V ) ⊂ V .

Теорема 2. Справедливо равенство

inf
Ln∈Ln(V )

sup
f∈B2[0,1]r

‖f − Lnf‖ =
r

8n2/r
. (5)

Доказательство. Имеем

inf
Ln∈Ln(V )

sup
f∈B2[0,1]r

‖f − Lnf‖ = inf
Ln∈Ln(V )

sup
f∈B2[0,1]r

sup
ζ∈[0,1]r

|f(ζ) − Lnf(ζ)| ≥

≥ sup
ζ∈[0,1]r

inf
Ln∈Ln(V )

sup
f∈B2[0,1]r

|f(ζ) − Lnf(ζ)| ≥ sup
ζ∈D0

inf
Ln∈Ln(V )

sup
f∈B2[0,1]r

|f(ζ) − Lnf(ζ)|,
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где D0 = [0, 1/(p + 1)]r. С учетом теоремы 1 имеем

inf
Ln∈Ln(V )

sup
f∈B2[0,1]r

‖f − Lnf‖ ≥ sup
ζ∈D0

1

2

r
∑

i=1

ζ

(

1

p − 1
− ζ

)

=
1

2

r
∑

i=1

(

1

2(p − 1)

)2

=
r

8(p − 1)2
=

r

8n2/r
.

Таким образом, нижняя оценка в (5) установлена. Линейный алгоритм, который дает верхнюю оценку,

приведен в работе [6].
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В статье рассматривается дискретная линейно-квадратичная
задача оптимального управления с закреплёнными концами и
ограничениями на управление. Получены необходимые и до-
статочные условия оптимальности типа принципа максимума и
предлагается метод точного решения краевой зачи, который
сводится к решению конечного числа систем линейных алгебра-
ических уравнений.
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Как известно, линейно-квадратичные задачи оптимального управления достаточно хорошо изу-

чены, однако интерес к этим задачам не ослабевает [1–3]. В первую очередь это объясняется тем,

что к задаче оптимизации квадратичного функционала на линейных системах приводит построение

моделей многих технических и экономических процессов управления [4, 5].

В настоящей работе получены необходимые и достаточные условия оптимальности для линейной

дискретной системы с закрепленными концами и квадратичным критерием качества при ограничениях

на управление, которые дают в явном виде выражение оптимального управления через сопряженные

переменные. Предлагается метод решения полученной краевой задачи, который сводится к последо-

вательному решению конечного числа систем линейных алгебраических уравнений. В одном частном

случае сопряженные переменные удаётся полностью исключить, что значительно упрощает процедуру

вычислений. При этом получены формулы, показывающие зависимость оптимального управления и

оптимальной траектории от заданных граничных условий.
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