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Рассматривается система сжатий и сдвигов функции (или се-
мейство функций-всплесков на отрезке) в пространствах Лебе-
га. Указан явный вид биортогонально сопряженной системы.
Установлена теорема равносходимости биортогонального ряда
по системе всплесков и ряда Фурье–Хаара.

Basis Conditions for Systems of Translates and Dilates of
Functions in Lp-Spaces

P.A. Terekhin

We consider a family of translates and dilates of function (or in other
words family of wavelets on finite interval) in Lebesgue spaces. The
explicit expressions for biorthogonal family are given. The theorem of
equiconvergence for biorthogonal wavelets series and Fourier–Haar
series is established.

Пусть p ∈ [1,∞) и функция ϕ(t), t ∈ R, удовлетворяет условиям:

supp ϕ ⊂ [0, 1], ϕ ∈ Lp[0, 1],

∫ 1

0

ϕ(t) dt = 0.

Системой сжатий и сдвигов функции ϕ называется система функций

ϕ0(t) = 1, ϕn(t) = ϕk,j(t) = 2k/2ϕ(2kt − j),

где n = 2k + j, k ≥ 0, 0 ≤ j ≤ 2k − 1. Для функции

χ(t) =

{

1, t ∈ [0, 1/2),
−1, t ∈ [1/2, 1),

система сжатий и сдвигов {χn}
∞
n=0 является системой Хаара. Известно, что система Хаара образует

базис пространства Lp[0, 1], 1 ≤ p < ∞. В данной работе решается следующая задача: найти условия
на порождающую функцию ϕ, при выполнении которых система сжатий и сдвигов {ϕn}

∞
n=0 этой

функции образует базис пространства Lp[0, 1], 1 ≤ p < ∞.

Определим классы функций Φp(ψ,Λ), в терминах которых решается поставленная задача. Пусть
1 ≤ p < ∞, Λ = {λk}

∞
k=1 — последовательность неотрицательных чисел и ψ ∈ Lp[0, 1] — некоторая

функция, система сжатий и сдвигов которой образует базис пространства Lp[0, 1] (например, функция
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Хаара χ). Скажем, что функция ϕ ∈ Lp[0, 1] принадлежит классу Φp(ψ,Λ), если ее разложение по
системе сжатий и сдвигов функции ψ имеет вид

ϕ = ψ +

∞
∑

k=1

2k−1
∑

j=0

ck,jψk,j

и коэффициенты этого разложения удовлетворяют условию

2k(1/2−1/p)





2k−1
∑

j=0

|ck,j |
p





1/p

≤ λk, k = 1, 2, . . .

При λk = M2−αk, M > 0, α > 0, класс Φp(ψ,Λ) будем обозначать Φα
p (ψ,M).

Условимся о следующих обозначениях: D = {0, 1} — множество из двух элементов 0 и 1;
D

k = D × . . . × D — декартова k-я степень множества D; D
∞ =

⋃∞
k=0 D

k — семейство всех конечных
последовательностей α = (α1, . . . , αk), состоящих из нулей и единиц (включая при k = 0 пустую
последовательность); |α| — длина последовательности α ∈ D

∞, т.е. |α| = k, если α = (α1, . . . , αk),
длину пустой последовательности полагаем равной нулю; αβ — конкатенация последовательностей
α, β ∈ D

∞, если α = (α1, . . . , αk) и β = (β1, . . . , βl), то αβ = (α1, . . . , αk, β1, . . . , βl).

Пусть n = 2k + j, k ≥ 0, 0 ≤ j ≤ 2k − 1 и j =
k
∑

ν=1
αν2k−ν — двоичное разложение. При указанном

соответствии натурального числа n, упорядоченной пары (k, j) и набора α = (α1, . . . , αk) ∈ D
∞ будем

полагать cn = ck,j = c(α1, . . . , αk) = cα.
Теперь, по семейству коэффициентов ck,j разложения функции ϕ по системе сжатий и сдвигов

функции ψ определим другое числовое семейство c∗k,j посредством рекуррентных соотношений

k
∑

ν=0

c(α1, . . . , αν)c∗(αν+1, . . . , αk) = 0, k = 1, 2, . . . , (1)

причем для пустой последовательности α полагаем cα = c∗α = 1.
Лемма 1. Пусть {1, ψ∗

α}α∈D∞ — биортогонально сопряженная система к системе сжатий и
сдвигов функции ψ. Для α = (α1, . . . , αk) ∈ D

∞ положим

ϕ∗
α = ϕ∗(α1, . . . , αk) =

k
∑

ν=0

c∗(αν+1, . . . , αk)ψ∗(α1, . . . , αν).

Тогда система {1, ϕ∗
α}α∈D∞ является биортогонально сопряженной к системе сжатий и сдви-

гов функции ϕ.
Доказательство. Пусть α, β ∈ D

∞, |α| = k, |β| = l. Вычислим

〈ϕ∗
α, ϕβ〉 =

k
∑

ν=0

c∗(αν+1, . . . , αk)〈ψ∗(α1, . . . , αν), ϕ(β1, . . . , βl)〉.

Заметим, что

〈ψ∗(α1, . . . , αν), ϕ(β1, . . . , βl)〉 =

{

〈ψ∗
γ , ϕ〉, если (α1, . . . , αν) = βγ,

0, во всех остальных случаях.

Уравнение (α1, . . . , αν) = βγ разрешимо относительно γ лишь в том случае, если α1 = β1, . . . , αl = βl.
При этом l ≤ ν и αl+1 = γ1, . . . , αν = γν−l. Так как 〈ψ∗

γ , ϕ〉 = cγ , то окончательно находим

〈ϕ∗
α, ϕβ〉 =

k
∑

ν=l

c∗(αν+1, . . . , αk)c(αl+1, . . . , αν).

Применяя рекурентные соотношения (1) с заменой (α1, . . . , αk) на (αl+1, . . . , αk), получаем, что
〈ϕ∗

α, ϕβ〉 = 0 при k 6= l. Если же k = l, то 〈ϕ∗
α, ϕβ〉 = δαβ . Лемма доказана. ¤
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Обозначим λ(z) = 1 −
∞
∑

k=1

λkzk, µ(z) = 1
λ(z) = 1 +

∞
∑

k=1

µkzk, где числовая последовательность

{µk}
∞
k=1 определяется рекуррентными соотношениями µk = λk +

k−1
∑

ν=1
λk−νµν , k = 1, 2, . . .

Лемма 2. Справедливо неравенство

2k(1/2−1/p)





2k−1
∑

j=0

|c∗k,j |
p





1/p

≤ µk, k = 1, 2, . . . (2)

Доказательство. Для |α| = k = 1 имеем c∗α = −cα. Поэтому

21/2−1/p





∑

|α|=1

|c∗α|
p





1/p

= 21/2−1/p





∑

|α|=1

|cα|
p





1/p

≤ λ1 = µ1.

Предположим, что (2) уже доказано для всех ν < k. Для |α| = k имеем

−c∗α = cα +

k−1
∑

ν=1

c(α1, . . . , αν)c∗(αν+1, . . . , αk),

откуда, согласно свойствам нормы, находим

2k(1/2−1/p)





∑

|α|=k

|c∗α|
p





1/p

≤ 2k(1/2−1/p)





∑

|α|=k

|cα|
p





1/p

+

+2k(1/2−1/p)
k−1
∑

ν=1





∑

|α|=k

|c(α1, . . . , αν)c∗(αν+1, . . . , αk)|p





1/p

≤ λk +
k−1
∑

ν=1

λνµk−ν = µk.

Неравенство (2) установлено по индукции. Лемма доказана. ¤

Пусть S
(0)
n f = 〈f, 1〉1 +

∑

|α|<n

〈f, ψ∗
α〉ψα — частная сумма порядка 2n ряда Фурье функции f по

базису {1, ψα}α∈D∞ и Snf = 〈f, 1〉1 +
∑

|α|<n

〈f, ϕ∗
α〉ϕα — частная сумма порядка 2n биортогонального

разложения функции f по системе {1, ϕα}α∈D∞ . Пусть, далее, En = ‖ψ − Snψ‖p (n = 1, 2, . . .)
— уклонение частных сумм биортогонального разложения от функции ψ в метрике пространства
Lp[0, 1].

Теорема 1 (о равносходимости). Если
∞
∑

n=1
En < ∞, то

lim
n→∞

‖S(0)
n f − Snf‖p = 0

и, следовательно, система {ϕn}
∞
n=0 сжатий и сдвигов функции ϕ является базисом пространства

Lp[0, 1].

Доказательство. Сначала проверим равенство SnS
(0)
n f = Snf . Для этого вычислим при |α| < n

величину

〈f, ϕ∗
α〉−〈S(0)

n f, ϕ∗
α〉 =

〈

∑

|β|≥n

〈f, ψ∗
β〉ψβ , ϕ∗

α

〉

=
∑

|β|≥n

〈f, ψ∗
β〉

k
∑

ν=0

c∗(αν+1, . . . , αk)〈ψβ , ψ∗(α1, . . . , αν)〉 = 0.

Отсюда находим SnS
(0)
n f = 〈S

(0)
n f, 1〉1 +

∑

|α|<n

〈S
(0)
n f, ϕ∗

α〉ϕα = 〈f, 1〉1 +
∑

|α|<n

〈f, ϕ∗
α〉ϕα = Snf.

Равенство SnS
(0)
n f = Snf проверено. Перейдем непосредственно к доказательству равносходимости

частных сумм Snf и S
(0)
n f . Будем иметь

‖S(0)
n f − Snf‖p = ‖S(0)

n f − SnS(0)
n f‖p =

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∑

|α|<n

〈f, ψ∗
α〉ψα − Sn

∑

|α|<n

〈f, ψ∗
α〉ψα

∥

∥

∥

∥

∥

∥

p

=
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=

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∑

|α|<n

〈f, ψ∗
α〉(ψα − Snψα)

∥

∥

∥

∥

∥

∥

p

≤

n−1
∑

k=0

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∑

|α|=k

〈f, ψ∗
α〉(ψα − Snψα)

∥

∥

∥

∥

∥

∥

p

.

Пусть |α| = k < n. Вычислим Snψα =
∑

|β|<n

〈ψα, ϕ∗
β〉ϕβ . Имеем

〈ψα, ϕ∗
β〉 =

{

〈ψ,ϕ∗
γ〉, если β = αγ,

0, во всех остальных случаях.

Если β = αγ, то |γ| = |β| − |α| < n − k. Поэтому Snψα =
∑

|γ|<n−k

〈ψ,ϕ∗
γ〉ϕαγ = (Sn−kψ)α.

Таким образом, находим

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∑

|α|=k

〈f, ψ∗
α〉(ψα − Snψα)

∥

∥

∥

∥

∥

∥

p

=

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∑

|α|=k

〈f, ψ∗
α〉(ψ − Sn−kψ)α

∥

∥

∥

∥

∥

∥

p

=

= 2k(1/2−1/p)





∑

|α|=k

|〈f, ψ∗
α〉|

p





1/p

‖ψ − Sn−kψ‖p.

Обозначив Ak(f) = 2k(1/2−1/p)

(

∑

|α|=k

|〈f, ψ∗
α〉|

p

)1/p

, окончательно получим

‖S(0)
n f − Snf‖p ≤

n−1
∑

k=0

Ak(f)En−k.

Так как {1, ψα}α∈D∞ — базис, то f = 〈f, 1〉1 +
∞
∑

k=0

∑

|α|=k

〈f, ψ∗
α〉ψα.

В силу необходимого условия сходимости ряда

Ak(f) =

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∑

|α|=k

〈f, ψ∗
α〉ψα

∥

∥

∥

∥

∥

∥

p

·
1

‖ψ‖p
→ 0, k → ∞.

Следовательно,
n−1
∑

k=0

Ak(f)En−k =

[n/2]−1
∑

k=0

Ak(f)En−k +
n−1
∑

k=[n/2]

Ak(f)En−k ≤

≤ sup
k≥0

Ak(f) ·
∞
∑

k=[n/2]

Ek + sup
k≥[n/2]

Ak(f) ·
∞
∑

k=0

Ek → 0

при n → ∞. Это доказывает равносходимость частных сумм Snf и S
(0)
n f . Базисность системы функ-

ций {1, ϕα}α∈D∞ вытекает из оценки

‖f − Snf‖p ≤ ‖f − S(0)
n f‖p + ‖S(0)

n f − Snf‖p → 0, n → ∞.

Теорема доказана. ¤

Лемма 3. Справедливо неравенство En ≤ C
∞
∑

k=n

µk, n = 1, 2, . . .

Доказательство. Если
∞
∑

k=1

µk = ∞, то доказывать нечего. Пусть поэтому
∞
∑

k=1

µk < ∞. Рассмотрим

разложение функции ψ по системе функций {1, ϕα}α∈D∞ : ψ ∼
∞
∑

k=0

∑

|α|=k

〈ψ,ϕ∗
α〉ϕα.

Имеем

〈ψ,ϕ∗
α〉 =

k
∑

ν=0

c∗(αν+1, . . . , αk)〈ψ,ψ∗(α1, . . . , αν)〉 = c∗α.
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Поэтому
∞
∑

k=0

∑

|α|=k

〈ψ,ϕ∗
α〉ϕα =

∞
∑

k=0

∑

|α|=k

c∗αϕα. С учетом неравенства (2) леммы 2 находим

∞
∑

k=0

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∑

|α|=k

c∗αϕα

∥

∥

∥

∥

∥

∥

p

= ‖ϕ‖p

∞
∑

k=0

2k(1/2−1/p)





2k−1
∑

j=0

|c∗k,j |
p





1/p

≤ ‖ϕ‖p

(

1 +
∞
∑

k=1

µk

)

< ∞.

Следовательно, биортогональное разложение функции ψ сходится к некоторой функции ψ0:

ψ0 =

∞
∑

k=0

∑

|α|=k

c∗αϕα.

Видно, что 〈ψ0, ϕ
∗
α〉 = 〈ψ,ϕ∗

α〉 для всех α ∈ D
∞. Отсюда, в силу определения системы функций

{1, ϕ∗
α}α∈D∞ , вытекают равенства 〈ψ0, ψ

∗
α〉 = 〈ψ,ψ∗

α〉 для всех α ∈ D
∞. Поэтому

ψ0 =

∞
∑

k=0

∑

|α|=k

〈ψ0, ψ
∗
α〉ψα =

∞
∑

k=0

∑

|α|=k

〈ψ,ψ∗
α〉ψα = ψ.

Таким образом, получаем ψ =
∞
∑

k=0

∑

|α|=k

c∗αϕα, откуда, аналогично уже доказанному, находим

En = ‖ψ − Snψ‖p =

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∞
∑

k=n

∑

|α|=k

c∗αϕα

∥

∥

∥

∥

∥

∥

p

≤

∞
∑

k=n

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∑

|α|=k

c∗αϕα

∥

∥

∥

∥

∥

∥

p

=

= ‖ϕ‖p

∞
∑

k=n

2k(1/2−1/p)





∑

|α|=k

|c∗α|
p





1/p

≤ ‖ϕ‖p

∞
∑

k=n

µk

для любого n = 1, 2, . . . Лемма доказана. ¤

Лемма 4. Если
∞
∑

k=1

λk < 1 и
∞
∑

k=1

kλk < ∞, то
∞
∑

k=1

kµk < ∞.

Доказательство. В силу условия
∞
∑

k=1

λk < 1 функция λ(z) не имеет нулей в круге (|z| ≤ 1).

По теореме Винера функция µ(z) = 1
λ(z) имеет абсолютно сходящийся ряд Тейлора. Согласно усло-

вию
∞
∑

k=1

kλk < ∞ функция λ′(z) = −
∞
∑

k=1

kλkzk−1 также имеет абсолютно сходящийся ряд Тейлора.

Следовательно, такова же функция
∞
∑

k=1

kµkzk−1 = µ′(z) = −µ2(z)λ′(z). Лемма доказана. ¤

Теорема 2. Пусть
∞
∑

k=1

λk < 1,
∞
∑

k=1

kλk < ∞, и система {ψn}
∞
n=0 сжатий и сдвигов функции ψ

образует базис пространства Lp[0, 1], 1 ≤ p < ∞. Тогда для любой функции ϕ ∈ Φp(ψ,Λ) система
{ϕn}

∞
n=0 ее сжатий и сдвигов является базисом пространства Lp[0, 1].

Доказательство. Согласно леммам 3 и 4 имеем
∞
∑

n=1
En ≤ C

∞
∑

n=1

∞
∑

k=n

µk = C
∞
∑

k=1

kµk < ∞. Осталось

применить теорему 1. Теорема доказана. ¤

Лемма 5. Если для любой функции ϕ ∈ Φp(ψ,Λ) система {ϕn}
∞
n=0 ее сжатий и сдвигов явля-

ется базисом пространства Lp[0, 1], 1 ≤ p < ∞, то выполняется соотношение limk→∞ µk = 0.

Доказательство. Рассмотрим функцию ϕ = ψ −
∞
∑

k=1

λk2−k/2
2k−1
∑

j=0

ψk,j . Очевидно, что функция ϕ

принадлежит классу Φp(ψ,Λ). По условию леммы система сжатий и сдвигов функции ϕ является ба-

зисом. Разложим по этому базису функцию ψ. Получим ψ =
∞
∑

k=0

2k−1
∑

j=0

〈ψ,ϕ∗
k,j〉ϕk,j =

∞
∑

k=0

2k−1
∑

j=0

c∗k,jϕk,j .

Поскольку ck,j = −λk2−k/2, то на основании рекуррентных соотношений (1) заключаем, что
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c∗k,j = µk2−k/2. Таким образом, имеем ψ = ϕ +
∞
∑

k=1

µk2−k/2
2k−1
∑

j=0

ϕk,j . В силу необходимого усло-

вия сходимости ряда и с учетом равенства
∥

∥

∥2−k/2
2k−1
∑

j=0

ϕk,j

∥

∥

∥

p
= ‖ϕ‖p, k = 1, 2, . . . , находим, что

µk → 0 при k → ∞. Лемма доказана. ¤

Итак, между полученными необходимыми и достаточными условиями базисности систем сжатий и
сдвигов функций ϕ ∈ Φp(ψ,Λ) имеется следующий «зазор»: от необходимого условия limk→∞ µk = 0

до достаточного условия
∞
∑

k=1

kµk < ∞. Следующая теорема называет такие условия на последователь-

ность Λ = {λk}
∞
k=1, при выполнении которых этот «зазор» исчезает.

Теорема 3. Пусть система {ψn}
∞
n=0 сжатий и сдвигов функции ψ образует базис простран-

ства Lp[0, 1], 1 ≤ p < ∞, и последовательность Λ удовлетворяет условию

∞
∑

k=n

λk ≤ Cλn, n = 1, 2, . . . (3)

Тогда условие
∞
∑

k=1

λk < 1 необходимо и достаточно для того, чтобы для любой функции

ϕ ∈ Φp(ψ,Λ) система {ϕn}
∞
n=0 ее сжатий и сдвигов была базисом пространства Lp[0, 1].

Доказательство. Достаточность вытекает из теоремы 2, поскольку в силу условия (3) имеем

∞
∑

k=1

kλk =

∞
∑

n=1

∞
∑

k=n

λk ≤ C

∞
∑

n=1

λn < C.

Необходимость. Предположим противное, т.е.
∞
∑

k=1

λk ≥ 1. Установим индукцией по n неравенство

µn ≥
1

C
, n = 1, 2, . . . (4)

При n = 1 имеем µ1 = λ1 ≥ 1
C

∞
∑

k=1

λk ≥ 1
C . Предположим, что при некотором n > 1 неравенство

µk ≥ 1
C доказано для всех k < n. Тогда µn = λn +

n−1
∑

k=1

λn−kµk ≥ 1
C

∞
∑

k=n

λk + 1
C

n−1
∑

k=1

λn−k ≥ 1
C .

Неравенство (4) установлено. Получили противоречие с необходимым условием µk → 0 при k → ∞.
Теорема доказана. ¤

Следует отметить, что условие (3) известно как условие Бари и равносильно тому, что последова-
тельность Λ = {λk}

∞
k=1 является объединением конечного набора лакунарных последовательностей.

Например, условию Бари (3) удовлетворяет последовательность λk = M2−αk, M > 0, α > 0.
Из теоремы 3 непосредственно вытекает
Следствие 1. Пусть система {ψn}

∞
n=0 сжатий и сдвигов функции ψ образует базис простран-

ства Lp[0, 1], 1 ≤ p < ∞.
Тогда условие M < 2α − 1 необходимо и достаточно для того, чтобы для любой функции

ϕ ∈ Φα
p (ψ,M) система {ϕn}

∞
n=0 ее сжатий и сдвигов была базисом пространства Lp[0, 1].

В заключение заметим, что базисность систем сжатий и сдвигов функций (точнее, систем типа
Фабера–Шаудера) в пространстве C[0, 1] изучалась в работах З.А.Чантурия [1] и Т.Н.Сабуровой [2].
Условия базисности по Риссу систем сжатий и сдвигов в пространстве L2[0, 1] получены в работе
автора [3].
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