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где D0 = [0, 1/(p + 1)]r. С учетом теоремы 1 имеем

inf
Ln∈Ln(V )

sup
f∈B2[0,1]r

‖f − Lnf‖ ≥ sup
ζ∈D0

1

2

r
∑

i=1

ζ

(

1

p − 1
− ζ

)

=
1

2

r
∑

i=1

(

1

2(p − 1)

)2

=
r

8(p − 1)2
=

r

8n2/r
.

Таким образом, нижняя оценка в (5) установлена. Линейный алгоритм, который дает верхнюю оценку,

приведен в работе [6].
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Как известно, линейно-квадратичные задачи оптимального управления достаточно хорошо изу-

чены, однако интерес к этим задачам не ослабевает [1–3]. В первую очередь это объясняется тем,

что к задаче оптимизации квадратичного функционала на линейных системах приводит построение

моделей многих технических и экономических процессов управления [4, 5].

В настоящей работе получены необходимые и достаточные условия оптимальности для линейной

дискретной системы с закрепленными концами и квадратичным критерием качества при ограничениях

на управление, которые дают в явном виде выражение оптимального управления через сопряженные

переменные. Предлагается метод решения полученной краевой задачи, который сводится к последо-

вательному решению конечного числа систем линейных алгебраических уравнений. В одном частном

случае сопряженные переменные удаётся полностью исключить, что значительно упрощает процедуру

вычислений. При этом получены формулы, показывающие зависимость оптимального управления и

оптимальной траектории от заданных граничных условий.
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Рассмотрим следующую дискретную задачу оптимального управления:

x(t + 1) = Ax(t) + bu(t), t = 0, . . . , T − 1, (1)

x(0) = x0, x(T ) = xT , (2)

a ≤ u(t) ≤ c, t = 0, . . . , T − 1, (3)

I(x, u) =

T−1
∑

t=0

[〈Mx(t), x(t)〉 + u2(t)] + 〈Mx(T ), x(T )〉 → min, (4)

где A, M — матрицы размерности n × n, b — вектор размерности n, x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ R1,

x = {x(0), x(1), . . . , x(T )} — дискретная траектория, u = {u(0), u(1), . . . , u(T − 1)} — дискретное

управление, 〈·, ·〉 — скалярное произведение векторов.

Будем предполагать: 1) M — неотрицательно определенная матрица, 2) система (1) управляема,

3) выполняется условие Слейтера, т.е. существует допустимая пара (x̄, ū), такая что ∀t a < ū(t) < c,

4) существует A−1.

Сформулированную задачу можно рассматривать как экстремальную задачу, состоящую в мини-

мизации функционала (4), заданного в пространстве пар (x, u)(обозначим это пространство через

Z). Это векторное пространство размерности n(T + 1) + T , в котором можно определить скалярное

произведение и норму:

〈(x, u), (y, v)〉 =

T
∑

t=0

〈x(t), y(t)〉 +

T−1
∑

t=0

u(t)v(t), ‖ (x, u) ‖=

(

T
∑

t=0

‖ x(t) ‖2 +

T−1
∑

t=0

| u(t) |2

)

1

2

.

Решение задачи (1)–(4) будем обозначать (x̂, û). Для получения необходимых условий оптималь-

ности применим теорию Дубовицкого – Милютина [6].

В пространстве Z pассмотрим конусы вариаций, соответствующие функционалу (4) и ограниче-

ниям, а также сопряженные к ним. Имеем следующие представления рассматриваемых конусов [7].

Конус запрещенных вариаций для функционала (4) с вершиной в точке (x̂, û):

K0 = {(x, u) :

T−1
∑

t=0

[〈Mx̂(t), x(t)〉 + û(t)u(t)] + 〈Mx̂(T ), x(T )〉 < 0}.

Сопряженный конус к конусу K0 cостоит из функционалов вида

f0(x, u) = −λo

[

T−1
∑

t=0

[〈Mx̂(t), x(t)〉 + û(t)u(t)] + 〈Mx̂(T ), x(T )〉
]

, λ0 ≥ 0. (5)

Конус касательных направлений, соответствующий ограничениям (1), (2), имеет вид

K1 = {(x, u) : x(t + 1) = Ax(t) + bu(t), x(0) = 0, x(T ) = 0}.

Функционалы f1 из сопряженного конуса K∗
1 обладают следующими свойствами: 1) f1(x, u) = 0,

если (x, u) ∈ K1, 2) если пара (x, u) удовлетворяет (1) и начальному условию x(0) = 0, то существует

вектор ω ∈ Rn, такой что f1(x, u) = 〈ω, x(T )〉.

Конус допустимых вариаций, соответствующий ограничению u(t) ≤ c, имеет вид

K2 = {(x, u) : max
t∈Ω

u(t) < 0}, Ω = {t : û(t) = c},

причем конус K2 совпадает со всем пространством пар Z, если Ω = Ø. Сопряженный конус K∗
2 состоит

из функционалов f2(x, u) = −λ
∑

t∈Ω

α(t)u(t), где λ ≥ 0, α(t) ≥ 0,
∑

t∈Ω

α(t) = 1. Положим α(t) = 0,

если t /∈ Ω. Тогда

f2(x, u) = −

T−1
∑

t=0

γ(t)u(t), (6)

где γ(t) = λα(t) ≥ 0, причем

γ(t)(û(t) − c) = 0, t = 0, . . . , T − 1. (7)

Если Ω = Ø, то f2(x, u) = 0.

Математика 53



Изв. Сарат. ун-та. 2009. Т. 9. Сер. Математика. Механика. Информатика, вып. 4, ч. 1

Конус допустимых вариаций, соответствующий ограничению u(t) ≥ a, имеет вид

K3 = {(x, u) : max
t∈W

(−u(t)) < 0}, W = {t : û(t) = a},

причем конус K3 совпадает со всем пространством пар Z, если W = Ø. Сопряженный конус K∗
3

состоит из функционалов f3(x, u) = −λ̄
∑

t∈W

β(t)(−u(t)), где λ̄ ≥ 0, β(t) ≥ 0,
∑

t∈W

β(t) = 1. Поло-

жим β(t) = 0, если t /∈ W . Тогда

f3(x, u) =

T−1
∑

t=0

µ(t)u(t), (8)

где µ(t) = λ̄β(t) ≥ 0, причем

µ(t)(û(t) − a) = 0, t = 0, . . . , T − 1. (9)

Если W = Ø, то f3(x, u) = 0.

Теорема 1 (необходимые условия оптимальности). Если (x̂, û) — решение задачи (1)–(4), то

существуют неотрицательные числа γ(t), µ(t) (t = 0, . . . , T − 1), существует вектор ω ∈ Rn и

вектор-функция ψ(t) ∈ Rn, для которых выполняется сопряженное уравнение

ψ(t) = A∗ψ(t + 1) − Mx̂(t),

условие трансверсальности

ψ(T ) = −Mx̂(T ) + ω (10)

и условия дополняющей нежесткости (7), (9). При этом оптимальное управление определяется

по формуле

û(t) = 〈ψ(t + 1), b〉 + µ(t) − γ(t), t = 0, . . . , T − 1.

Доказательство. Нетрудно проверить, что выполняются все условия теоремы Дубовицкого – Ми-

лютина о пересечении выпуклых конусов. Следовательно, существуют не равные одновременно нулю

линейные функционалы f0, f1, f2, f3, заданные на множестве пар Z и принадлежащие сопряженным

конусам, для которых имеет место уравнение Эйлера: f0 + f1 + f2 + f3 = 0. Возьмем пару (x, u),

удовлетворяющую уравнению (1) и условию x(0) = 0. Тогда f1(x, u) = 〈ω, x(T )〉. Запишем уравнение

Эйлера, используя формулы (5), (6),(8):

−λ0

T
∑

t=0

〈Mx̂(t), x(t)〉 − λ0

T−1
∑

t=0

û(t)u(t) + 〈ω, x(T )〉 −

T−1
∑

t=0

γ(t)u(t) +

T−1
∑

t=0

µ(t)u(t) = 0. (11)

Так как пара (x, u) удовлетворяет (1), то для произвольной вектор-функции ψ(t) ∈ Rn (t = 0, . . . , T )

имеем тождество
T−1
∑

t=0
〈ψ(t + 1),−x(t + 1) + Ax(t) + bu(t)〉 ≡ 0, что равносильно следующему:

T−1
∑

t=0

〈ψ(t),−x(t)〉−〈ψ(0),−x(0)〉+ 〈ψ(T ),−x(T )〉+
T−1
∑

t=0

〈A∗ψ(t+1), x(t)〉+
T−1
∑

t=0

〈ψ(t+1), b〉u(t) = 0, (12)

где знак ∗ означает транспонирование. Сложим (11) и (12), учитывая, что x(0) = 0:

T−1
∑

t=0

〈−λ0Mx̂(t) − ψ(t) + A∗ψ(t + 1), x(t)〉 + 〈−λ0Mx̂(T ) + ω − ψ(T ), x(T )〉+

+

T−1
∑

t=0

[−λ0û(t) + µ(t) − γ(t) + 〈ψ(t + 1), b〉]u(t) = 0.

Выберем ψ(t) так, чтобы выполнялась сопряженная система и условие трансверсальности:

ψ(t) = A∗ψ(t + 1) − λ0Mx̂(t), t = 0, . . . , T − 1, ψ(T ) = −λ0Mx̂(T ) + ω.
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Тогда будем иметь равенство
T−1
∑

t=0
[−λ0û(t) + µ(t) − γ(t) + 〈ψ(t + 1), b〉]u(t) = 0, которое верно при

любых u(t). В силу произвольности u(t) отсюда следует −λ0û(t) + µ(t) − γ(t) + 〈ψ(t + 1), b〉 = 0,

t = 0, . . . , T − 1, или

λ0û(t) = 〈ψ(t + 1), b〉 + µ(t) − γ(t), t = 0, . . . , T − 1. (13)

Покажем, что λ0 6= 0. Для µ(t), γ(t) ≥ 0, удовлетворяющих (7), (9), образуем функционал

L(x, u, λ0, µ, γ) = λ0

T
∑

t=0

〈Mx(t), x(t)〉 + λ0

T−1
∑

t=0

u2(t) + 2

T−1
∑

t=0

γ(t)u(t) − 2

T−1
∑

t=0

µ(t)u(t).

Подсчитаем разность

L(x, u, λ0, µ, γ) − L(x̂, û, λ0, µ, γ) = λ0

T
∑

t=0

[〈Mx(t), x(t)〉 − 〈Mx̂(t), x̂(t)〉] + λ0

T−1
∑

t=0

[u2(t) − û2(t)]+

+2

T−1
∑

t=0

γ(t)(u(t) − û(t)) − 2

T−1
∑

t=0

µ(t)(u(t) − û(t)).

После преобразований получим:

L(x, u, λ0, µ, γ) − L(x̂, û, λ0, µ, γ) = λ0

T
∑

t=0

[2〈Mx̂(t),∆x(t)〉 + 〈M∆x(t),∆x(t)〉]+

+λ0

T−1
∑

t=0

[2û(t)∆u(t) + (∆u(t))2] +

T−1
∑

t=0

2γ(t)∆u(t) −

T−1
∑

t=0

2µ(t)∆u(t), (14)

где ∆x(t) = x(t) − x̂(t),∆u(t) = u(t) − û(t)

Пусть (x, u) — допустимая пара. Согласно (12), имеем

T−1
∑

t=0

〈ψ(t),∆x(t)〉 −

T−1
∑

t=0

〈A∗ψ(t + 1),∆x(t)〉 −

T−1
∑

t=0

〈ψ(t + 1), b〉∆u(t) = 0. (15)

. Умножим (15) на 2 и сложим с (14). Получим

∆L = L(x, u, λ0, µ, γ) − L(x̂, û, λ0, µ, γ) = λ0

T−1
∑

t=0

〈M∆x(t),∆x(t)〉 + λ0

T−1
∑

t=0

(∆u(t))2+

+

T−1
∑

t=0

〈2λ0Mx̂(t) + 2ψ(t) − 2A∗ψ(t + 1),∆x(t)〉 +

T−1
∑

t=0

(2λ0û(t) + 2γ(t) − 2µ(t) − 2〈ψ(t + 1), b〉)∆u(t)+

+λ0〈M∆x(T ),∆x(T )〉 + 〈2λ0Mx̂(T ),∆x(T )〉.

При выбранных γ(t), µ(t), ψ(t) управление û(t) удовлетворяет (13), поэтому

∆L = λ0

T−1
∑

t=0

2〈M∆x(t),∆x(t)〉 + λ0

T−1
∑

t=0

(∆u(t))2.

Так как λ0 ≥ 0 и M — неотрицательно определенная матрица, то ∆L ≥ 0 при всех допустимых (x, u).

Предположим, что λ0 = 0. В этом случае все γ(t), µ(t) одновременно в ноль не обращаются, иначе из

уравнения Эйлера будет следовать, что f1 = 〈ω, T 〉 = 0, то есть все функционалы в уравнении Эйлера

равны нулю, что невозможно. Предполагая, что λ0 = 0, из (14) будем иметь

∆L =
T−1
∑

t=0

2γ(t)∆u(t) −
T−1
∑

t=0

2µ(t)∆u(t).
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Так как выполняется условие Слейтера, то существует допустимая пара (x̄, ū), для которой при всех

t ū(t) − a > 0, ū(t) − c < 0. Пусть γ(t) 6= 0. Тогда из условия (7) будет следовать неравенство

γ(t)∆ū(t) < 0, t = 0, . . . , T − 1, (16)

так как γ(t)∆ū(t) = γ(t)[ū(t) − û(t) + c − c] = γ(t)[ū(t) − c] − γ(t)[û(t) − c] < 0.

Аналогично, пусть µ(t) 6= 0. Тогда из условия (9) будет следовать неравенство

µ(t)∆ū(t) > 0, t = 0, . . . , T − 1. (17)

Из (16), (17) вытекает, что существует пара (x̄, ū), для которой ∆L < 0. Получили противоречие,

следовательно, λ0 6= 0. Из (13) для оптимального управления û(t) получим

û(t) = 〈ψ(t + 1), b〉 + µ(t) − γ(t), t = 0, . . . , T − 1.

Теорема доказана.

Теорема 2 (достаточные условия оптимальности). Пусть (x̂, û) — допустимая пара и пусть

существуют числа γ(t), µ(t) (t = 0, . . . , T − 1), вектор ω ∈ Rn и вектор-функция ψ(t) ∈ Rn,

которые удовлетворяют условиям:

ψ(t) = A∗ψ(t + 1) − Mx̂(t), t = 0, . . . , T − 1, ψ(T ) = −Mx̂(T ) + ω, (18)

γ(t)(û(t) − c) = 0, γ(t) ≥ 0, t = 0, . . . , T − 1, (19)

µ(t)(û(t) − a) = 0, µ(t) ≥ 0, t = 0, . . . , T − 1, (20)

а управление û(t) определяется по формуле

û(t) = 〈ψ(t + 1), b〉 + µ(t) − γ(t), t = 0, . . . , T − 1. (21)

Тогда (x̂, û) является оптимальной парой для задачи (1)–(4).

Доказательство. Возьмем произвольную допустимую пару (x, u) и подсчитаем

∆I = I(x, u) − I(x̂, û) =

T
∑

t=0

[〈Mx(t), x(t)〉 − 〈Mx̂(t), x̂(t)〉] +

T−1
∑

t=0

[u2(t) − û2(t)] =

=

T
∑

t=0

[2〈Mx̂(t),∆x(t)〉 + 〈M∆x(t),∆x(t)〉] +

T−1
∑

t=0

[2û(t)∆u(t) + (∆u(t))2],

где ∆x(t) = x(t) − x̂(t),∆u(t) = u(t) − û(t).

Так как (x, u), (x̂, û) — допустимые пары, то, согласно (12), для (∆x,∆u) имеем

2
T−1
∑

t=0

〈ψ(t),∆x(t)〉 − 2
T−1
∑

t=0

〈A∗ψ(t + 1),∆x(t)〉 − 2
T−1
∑

t=0

〈ψ(t + 1), b〉∆u(t) = 0.

Используя это равенство, для ∆I можно получить

∆I =

T
∑

t=0

〈M∆x(t),∆x(t)〉 +

T−1
∑

t=0

(∆û(t))2 + 2

T
∑

t=0

〈Mx̂(t) + ψ(t) − A∗ψ(t + 1),∆x(t)〉+

+2

T−1
∑

t=0

[û(t) − 〈ψ(t + 1), b〉]∆u(t).

Учитывая (18), (21), получим

∆I =
T

∑

t=0

〈M∆x(t),∆x(t)〉 +
T−1
∑

t=0

(∆u(t))2 + 2
T−1
∑

t=0

(−γ(t)∆u(t)) + 2
T−1
∑

t=0

µ(t)∆u(t).

56 Научный отдел



Н .Ю. Трошина. O решении дискретной линейно-квадратичной задачи оптимального управления

Очевидно, при всех t = 0, . . . , T − 1 имеет место равенство

γ(t)∆u(t) = γ(t)[u(t) − û(t) + c − c] = γ(t)[u(t) − c] − γ(t)[û(t) − c].

Используя условие (19), получим γ(t)∆u(t) ≤ 0, t = 0, . . . , T − 1. Аналогично можно показать, что

µ(t)∆u(t) ≥ 0, t = 0, . . . , T − 1. Так как М — неотрицательно определенная матрица, отсюда будет

следовать, что ∆I ≥ 0 для любой допустимой пары. Поэтому (x̂, û) — оптимальна. Теорема доказана.

Доказанные теоремы позволяют свести решение задачи оптимального управления (1)–(4) к реше-

нию следующей краевой задачи:

x(t + 1) = Ax(t) + bb∗ψ(t + 1) − bγ(t) + bµ(t), t = 0, . . . , T − 1 (22)

ψ(t) = A∗ψ(t + 1) − Mx(t), t = 0, . . . , T − 1 (23)

x(0) = x0, x(T ) = xT , (24)

γ(t)[b∗ψ(t + 1) − γ(t) + µ(t) − c] = 0, t = 0, . . . , T − 1, (25)

µ(t)[b∗ψ(t + 1) − γ(t) + µ(t) − a] = 0, t = 0, . . . , T − 1, (26)

γ(t) ≥ 0, µ(t) ≥ 0, t = 0, . . . , T − 1. (27)

Теорема 3. Если векторы x(t), ψ(t) удовлетворяют уравнениям (22), (23), то они выражаются

через граничные значения x(T ), ψ(T ) по формулам

x(t) = Atx(T ) + Btψ(T ) +

T−1
∑

τ=t

Pt(τ)γ(τ) +

T−1
∑

τ=t

Qt(τ)µ(τ), (28)

ψ(t) = Ctx(T ) + Dtψ(T ) +

T−1
∑

τ=t

Nt(τ)γ(τ) +

T−1
∑

τ=t

Rt(τ)µ(τ), t = 0, . . . , T − 1, (29)

где матричные коэффициенты At, Bt, Ct, Dt, Pt(τ), Qt(τ), Nt(τ), Rt(τ) определяются следующими

рекуррентными соотношениями:

AT−1 = A−1, BT−1 = −A−1bb∗, PT−1(T − 1) = A−1b, QT−1(T − 1) = −A−1b,

CT−1 = −MAT−1, DT−1 = A∗ − BT−1, NT−1(T − 1) = −MPT−1(T − 1),

RT−1(T − 1) = −MQT−1(T − 1);

для t = 0, . . . , T − 2:

At = A−1(At+1 − bb∗Ct+1), Bt = A−1(Bt+1 − bb∗Dt+1),

Pt(τ) = A−1(Pt+1(τ) − bb∗Nt+1(τ)) (τ = t + 1, . . . , T − 1), Pt(t) = A−1b, (30)

Qt(τ) = A−1(Qt+1(τ) − bb∗Rt+1(τ)) (τ = t + 1, . . . , T − 1), Qt(t) = −A−1b;

Ct = A∗Ct+1 − MAt, Dt = A∗Dt+1 − MBt,

Nt(τ) = A∗Nt+1(τ) − MPt(τ) (τ = t + 1, . . . , T − 1), Nt(t) = −MPt(t), (31)

Rt(τ) = A∗Rt+1(τ) − MQt(τ) (τ = t + 1, . . . , T − 1), Rt(t) = −MQt(t).

Доказательство. Из уравнения (22) при t = T − 1 имеем

x(T − 1) = A−1[x(T ) − bb∗ψ(T ) + bγ(T − 1) − bµ(T − 1)] = A−1x(T ) − A−1bb∗ψ(T )+

+A−1bγ(T − 1) − A−1bµ(T − 1) = AT−1x(T ) + BT−1ψ(T ) + PT−1(T − 1)γ(T − 1) − QT−1µ(T − 1).

Следовательно, формула (28) верна для t = T − 1. Аналогично из уравнения (23):

ψ(T − 1) = A∗ψ(T ) − M [AT−1x(T ) + BT−1ψ(T ) + PT−1(T − 1)γ(T − 1) + QT−1(T − 1)µ(T − 1)] =

= −MAT−1x(T ) + (A∗ − MBT−1)ψ(T ) − MPT−1(T − 1)γ(T − 1) − MQT−1(T − 1)µ(T − 1) =

= CT−1x(T ) + DT−1ψ(T ) + NT−1(T − 1)γ(T − 1) + RT−1(T − 1)µ(T − 1).
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Отсюда следует, что формула (29) верна для t = T − 1. Пусть утверждение теорема выполняется

для некоторого момента времени t. Покажем, что оно справедливо для момента t − 1. Согласно (22),

имеем

x(t − 1) = A−1[x(t) − bb∗ψ(t) + bγ(t − 1) − bµ(t − 1)] =

= A−1
[

Atx(T ) + Btψ(T ) +
T−1
∑

τ=t

Pt(τ)γ(τ) +
T−1
∑

τ=t

Qt(τ)µ(τ)
]

−

−A−1bb∗
[

Ctx(T ) + Dtψ(T ) +

T−1
∑

τ=t

Nt(τ)γ(τ) +

T−1
∑

τ=t

Rt(τ)µ(τ)
]

+ A−1bγ(t − 1) − A−1bµ(t − 1) =

= A−1[At − bb∗Ct]x(T ) + A−1[Bt − bb∗Dt]ψ(T ) +

T−1
∑

τ=t

A−1[Pt(τ) − bb∗Nt(τ)]γ(τ) + A−1bγ(t − 1)+

+
T−1
∑

τ=t

A−1[Qt(τ) − bb∗Rt(τ)]µ(τ) − A−1bµ(t − 1) = At−1x(T ) + Bt−1ψ(T )+

+

T−1
∑

τ=t

Pt−1(τ)γ(τ) + Pt−1(t − 1)γ(t − 1) +

T−1
∑

τ=t

Qt−1(τ)µ(τ) + Qt−1(t − 1)µ(t − 1).

Таким образом, получили

x(t − 1) = At−1x(T ) + Bt−1ψ(T ) +

T−1
∑

τ=t−1

Pt−1(τ)γ(τ) +

T−1
∑

τ=t−1

Qt−1(τ)µ(τ),

т. е. формула (28) верна для t−1, причем коэффициенты At−1, Bt−1, Pt−1(τ), Qt−1(τ) удовлетворяют

формулам (30) для момента t − 1. Аналогично из (23) имеем

ψ(t − 1) = A∗ψ(t) − Mx(t − 1) = A∗[Ctx(T ) + Dtψ(T ) +

T−1
∑

τ=t

Nt(τ)γ(τ) +

T−1
∑

τ=t

Rt(τ)µ(τ)]−

−M [At−1x(T ) + Bt−1ψ(T ) +

T−1
∑

τ=t−1

Pt−1(τ)γ(τ) +

T−1
∑

τ=t−1

Qt−1(τ)µ(τ)] = (A∗Ct − MAt−1)x(T )+

+(A∗Dt − MBt−1)ψ(T ) +
T−1
∑

τ=t

[A∗Nt(τ) − MPt−1(τ)]γ(τ) − MPt−1(t − 1)γ(t − 1)+

+

T−1
∑

τ=t

[A∗Rt(τ) − MQt−1(τ)]µ(τ) − MQt−1(t − 1)µ(t − 1).

Отсюда получим

ψ(t − 1) = Ct−1x(T ) + Dt−1ψ(T ) +
T−1
∑

τ=t−1

Nt−1(τ)γ(τ) +
T−1
∑

τ=t−1

Rt−1(τ)µ(τ),

где коэффициенты Ct−1,Dt−1, Nt−1(τ), Rt−1(τ) удовлетворяют соотношениям (31) для t − 1.

Теорема доказана.

Рассмотрим возможные пути решения краевой задачи (22)–(27). Запишем формулу (28) для t = 0:

x(0) = A0x(T ) + B0ψ(T ) +

T−1
∑

τ=0

P0(τ)γ(τ) +

T−1
∑

τ=0

Q0(τ)µ(τ). (32)

С учетом граничных условий (2) из (29), (32) получим систему уравнений, в которой отсутствуют

переменные состояния:

B0ψ(T ) +

T−1
∑

τ=0

P0(τ)γ(τ) +

T−1
∑

τ=0

Q0(τ)µ(τ) = x0 − A0xT , (33)
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Dtψ(T ) − ψ(t) +

T−1
∑

τ=t

Nt(τ)γ(τ) +

T−1
∑

τ=t

Rt(τ)µ(τ) = −CtxT , t = 0, . . . , T − 1. (34)

Для нахождения сопряженных переменных ψ(t) и множителей γ(t), µ(t) будем иметь систему

(33), (34), (25)–(27), которая разрешима, поскольку задача (1)–(4) имеет решение. Левые части урав-

нений (25)–(26) представляют собой произведение двух сомножителей: γ(t) (или µ(t)) и выражений

в квадратных скобках. Приравнивая один из них к нулю, вместе с (33)–(34) будем получать системы

линейных алгебраических уравнений относительно ψ(t), γ(t), µ(t). Таким образом, решение краевой

задачи сводится к последовательному решению конечного числа систем линейных алгебраическмх

уравнений. Решение, для которого будет выполняться условие (27), будет искомым. По формуле (28)

мы сможем вычислить оптимальную траекторию, а по формуле (26) — оптимальное управление.

Рассмотрим случай, когда матрица B0 в форомуле (32) невырожденная. В этом случае оптимальное

управление и оптимальную траекторию можно в явном виде выразить через заданные граничные

условия и множители γ(t), µ(t). Для этого из (34) найдем

ψ(T ) = B−1
0

[

x0 − A0xT −
T−1
∑

τ=0

P0(τ)γ(τ) −
T−1
∑

τ=0

Q0(τ)µ(τ)
]

.

Подставим найденное ψ(T ) в (28). Получим

x(t) = Atx(T ) + BtB
−1
0

[

x0 − A0xT −

T−1
∑

τ=0

P0(τ)γ(τ) −

T−1
∑

τ=0

Q0(τ)µ(τ)
]

+

T−1
∑

τ=t

Pt(τ)γ(τ)+

+

T−1
∑

τ=t

Qt(τ)µ(τ) = Atx(T ) + BtB
−1
0 x0 − BtB

−1
0 A0xT −

T−1
∑

τ=0

BtB
−1
0 P0(τ)γ(τ)+

+

T−1
∑

τ=t

Pt(τ)γ(τ) −

T−1
∑

τ=0

BtB
−1
0 Q0(τ)µ(τ) +

T−1
∑

τ=t

Qt(τ)µ(τ),

или

x(t) =

T−1
∑

τ=0

Kt(τ)γ(τ) +

T−1
∑

τ=0

Lt(τ)µ(τ) + Ktx0 + LtxT , t = 1, . . . , T − 1,

где Kt(τ) = −BtB
−1
0 P0(τ), если τ = 0, . . . , t− 1, Kt(τ) = −BtB

−1
0 P0(τ) + Pt(τ), если τ = t, . . . , T − 1;

Kt = BtB
−1
0 ; Lt(τ) = −BtB

−1
0 Q0(τ), если τ = 0, . . . , t − 1; Lt(τ) = −BtB

−1
0 Q0(τ) + Qt(τ), если

τ = t, . . . , T − 1; Lt = At − BtB
−1
0 A0.

Аналогично, подставив найденное ψ(T ) в (29), получим выражение сопряженного вектора ψ(t)

через граничные условия:

ψ(t) =

T−1
∑

τ=0

Gt(τ)γ(τ) +

T−1
∑

τ=0

Ht(τ)µ(τ) + Gtx0 + HtxT ,

где коэффициенты Gt(τ), Gt,Ht(τ),Ht удовлетворяют формулам: Gt(τ) = −DtB
−1
0 P0(τ), если

τ = 0, . . . , t − 1; Gt(τ) = −DtB
−1
0 P0(τ) + Nt(τ), если τ = t, . . . , T − 1; Gt = DtB

−1
0 ;

Ht(τ) = −DtB
−1
0 Q0(τ), если τ = 0, . . . , t − 1; Ht(τ) = −DtB

−1
0 Q0(τ) + Rt(τ), если τ = t, . . . , T − 1;

Ht = Ct − DtB
−1
0 A0.

Для оптимального управления, согласно (26), будем иметь

û(t) =
〈

T−1
∑

τ=0

Gt+1(τ)γ(τ) +
T−1
∑

τ=0

Ht+1(τ)µ(τ) + Gt+1x0 + Ht+1xT , b
〉

+ µ(t) − γ(t), t = 0, . . . , T − 1.

Теперь подставим найденное ψ(t) в (25), (26) и получим уравнения для нахождения γ(t), µ(t):

γ(t)
[

b∗
(

T−1
∑

τ=0

Gt+1(τ)γ(τ) +
T−1
∑

τ=0

Ht+1(τ)µ(τ) + Gt+1x0 + Ht+1xT

)

− γ(t) + µ(t) − c
]

= 0, (35)
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µ(t)
[

b∗
(

T−1
∑

τ=0

Gt+1(τ)γ(τ) +

T−1
∑

τ=0

Ht+1(τ)µ(τ) + Gt+1x0 + Ht+1xT

)

− γ(t) + µ(t) − a
]

= 0, (36)

где t = 0, . . . , T − 1.

Как и в предыдущем случае, приравнивая один из сомножителей в (35)–(36) к нулю, будем решать

полученные системы линейнах алгебраических уравнений. Решение с неотрицательными γ(t), µ(t)

будет искомым. Его существование следует из существования решения зачи (1)–(4).

Таким образом, в случае, когда матрица B0 невырожденная, чтобы решить поставленную задачу,

нужно найти неотрицательные коэффициенты γ(t), µ(t), удовлетворяющие системе уравнений (35)–

(36).
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