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Сопоставляя (4.1), (4.2) с (2.5), мы приходим к следующему утверждению.

Теорема 2. Пусть a > 0 и δ2
Nn4≤a. Тогда существует постоянная c(a) > 0 такая, что

|p̂n(x)|≤c(a)
(

δNn5/2 + 1
)

(

√

1 − x2 +
1

n

)−1/2

(−1≤x≤1).

В заключение выражаю благодарность моему научному руководителю И.И. Шарапудинову за

поставленную задачу, а также за ряд полезных замечаний.
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Получено решение обратных узловых и обратных спектральных
задач для дифференциальных операторов второго порядка на
конечном интервале с условиями разрыва внутри интервала,
выявлены связи между этими двумя классами обратных задач.

On Inverse Nodal and Spectral Problems for Boundary Value
Problems with Discontinuity Conditions Inside the Interval

V.A. Yurko

The solution of inverse nodal and inverse spectral problems is
presented for second-order differential operators on a finite interval
with discontinuity conditions inside the interval. Connections between
these two classes of inverse problems are established.

1. ВВЕДЕНИЕ

В статье исследуются обратные узловые и обратные спектральные задачи для дифференциаль-

ных операторов. Обратные спектральные задачи заключаются в восстановлении дифференциальных

операторов по их спектральным характеристикам. Подобные задачи играют фундаментальную роль

в различных разделах математики и имеют много приложений в естествознании и технике (см., на-

пример, [1]–[4] и список литературы в них). Обратные узловые задачи заключаются в построении

операторов по заданным узлам (нулям) собственных функций [5]–[7]. В данной работе получены

результаты по обратным спектральным и узловым задачам для дифференциальных операторов Штур-

ма – Лиувилля на конечном интервале с условиями разрыва внутри интервала, а также выявлены

тесные связи между этими двумя классами обратных задач.

Рассмотрим краевую задачу B = B(q) для уравнения Штурма – Лиувилля

−y′′ + q(x)y = λy (1)

на конечном интервале 0 < x < T с краевыми условиями Дирихле

y(0) = y(T ) = 0 (2)

и с условиями разрыва

y(T/2 + 0) = a1y(T/2 − 0), y′(T/2 + 0) = a−1
1 y′(T/2 − 0) + a2y(T/2 − 0). (3)
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Здесь λ – спектральный параметр, q(x) ∈ L(0, T ), a1, a2 – вещественны, a1 > 0. Не нарушая

общности, в дальнейшем считаем, что
∫ T

0
q(x) dx = 0.

Краевые задачи с условиями разрыва внутри интервала связаны с разрывными свойствами сре-

ды. Например, разрывные обратные задачи встречаются в радиоэлектронике при синтезе параметров

неоднородных линий передач с заданными техническими характеристиками [8]–[9]. Спектральная

информация может быть использована для восстановления коэффициентов, характеризующих свой-

ства одномерных разрывных сред [10]–[11]. Краевые задачи с условиями разрыва во внутренней точке

появляются также в геофизических моделях земного шара [12]–[13]. Разрывные обратные задачи в

различных постановках рассматривались в [14]–[17] и других работах.

2. ОБРАТНАЯ СПЕКТРАЛЬНАЯ ЗАДАЧА

В этом разделе исследуется так называемая неполная обратная задача восстановления потенциала

q(x) по заданной части спектра краевой задачи B вида (1)–(3). При этом предполагается, что потен-

циал известен априори на части интервала. Получены условия согласования искомой части спектра

с величиной интервала восстановления потенциала. Отметим, что в общем случае для восстановле-

ния q(x) на всем интервале (0, T ) необходимо задание двух спектров краевых задач с различными

краевыми условиями на одном из концов интервала [17].

Лемма 1. Краевая задача B имеет счетное множество собственных значений {λn}n≥1. Все

собственные значения являются простыми вещественными и при n → ∞

ρn :=
√

λn =
πn

T
+

1

2πn

(

ω + (−1)n−1ω1

)

+ o
( 1

n

)

, (4)

где ω =

∫ T

0

q(t) dt+
a2

b1

, ω1 =
b2

b1

(

∫ T

0

q(t) dt−2

∫ T/2

0

q(t) dt
)

+
a2

b1

, b1 =
a1 + a−1

1

2
, b2 =

a1 − a−1
1

2
.

Доказательство. Пусть S(x, λ) – решение уравнения (1), удовлетворяющее начальным условиям

y(0) = 0, y′(0) = 0 и условиям склейки (3). Пусть λ = ρ2, τ := Im ρ. При |λ| → ∞ равномерно по x

имеют место асимптотические формулы [17]:

S(x, λ) =
sin ρx

ρ
−

cos ρx

2ρ2

∫ x

0

q(t) dt + o
( 1

ρ2
exp(|τ |x)

)

, x <
T

2
, (5)

S(x, λ) =
(

b1

sin ρx

ρ
+ b2

sin ρ(T − x)

ρ

)

+
(

f1(x)
cos ρx

2ρ2
+ f2(x)

cos ρ(T − x)

2ρ2

)

+

+o
( 1

ρ2
exp(|τ |x)

)

, x >
T

2
, (6)

где

f1(x) = −b1

∫ x

0

q(t) dt − a2, f2(x) = b2

(

∫ x

0

q(t) dt − 2

∫ T/2

0

q(t) dt
)

+ a2.

Обозначим ∆(λ) := S(T, λ). Функция ∆(λ) является целой аналитической по λ порядка 1/2, и ее

нули {λn}n≥1 совпадают с собственными значениями краевой задачи B. Из (6) вытекает, что при

|λ| → ∞ справедлива асимптотика

∆(λ) = b1

( sin ρT

ρ
− ω

cos ρT

2ρ2
+

ω1

2ρ2

)

+ o
( 1

ρ2
exp(|τ |T )

)

. (7)

Используя (7) и теорему Руше [18], известным методом (см, например, [4]) получаем

ρn =
πn

T
+ o(1), n → ∞.

Подставляя это выражение в (7), приходим к (4). Так как краевая задача B является самосопряжен-

ной, то все собственные значения {λn}n≥1 являются вещественными и простыми. ¤

Наряду с B рассмотрим краевую задачу B̃ = B(q̃) того же вида, но с другим потенциалом q̃.

Условимся, что если некоторый символ α обозначает объект, относящийся к задаче B, то α̃ обозначает

аналогичный объект, относящийся к задаче B̃.
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Теорема 1. Зафиксируем b ∈ (0, T/2). Пусть Λ ⊂ N– подмножество натуральных чисел, а

Ω := {λn}n∈Λ– часть спектра задачи B такая, что система функций {cos 2ρnx}n∈Λ полна в

L2(0, b). Пусть q(x) = q̃(x) п.в. на (b, T ), Ω = Ω̃. Тогда q(x) = q̃(x) п.в. на (0, T ).

Доказательство. Обозначим 〈y, z〉 := yz′ − y′z. Так как

−S′′(x, λ) + q(x)S(x, λ) = λS(x, λ), −S̃′′(x, λ) + q̃(x)S̃(x, λ) = λS̃(x, λ),

S(0, λ) = S̃(0, λ) = 0, 〈S(x, λ), S̃(x, λ)〉x=T/2+0 = 〈S(x, λ), S̃(x, λ)〉x=T/2−0 ,

то
∫ T

0

r(x)S(x, λ)S̃(x, λ) dx = S′(T, λ)S̃(T, λ) − S(T, λ)S̃′(T, λ),

где r(x) = q(x) − q̃(x). Используя условия теоремы, получаем

∫ b

0

r(x)S(x, λn)S̃(x, λn) dx = 0, n ∈ Λ. (8)

При x ≤ T/2 справедливо представление (см. [1], [2], [4]):

S(x, λ) =
sin ρx

ρ
+

∫ x

0

K(x, t)
sin ρt

ρ
dt,

где K(x, t)– непрерывная функция, не зависящая от λ. Следовательно,

2ρ2S(x, λ)S̃(x, λ) = 1 − cos 2ρx −

∫ x

0

V (x, t) cos 2ρt dt, (9)

где V (x, t)– непрерывная функция, не зависящая от λ и выражающаяся через K(x, t) и K̃(x, t).

Подставляя (9) в (8) и учитывая соотношение
∫ T

0
r(x) dx = 0, получаем

∫ b

0

(

r(x) +

∫ b

x

V (t, x)r(t) dt
)

cos 2ρnx dx = 0, n ∈ Λ,

и, следовательно,

r(x) +

∫ b

x

V (t, x)r(t) dt = 0 п.в. на (0, b).

Так как однородное интегральное уравнение Вольтерра второго рода имеет только нулевое решение,

то отсюда заключаем, что r(x) = 0, п.в. на (0, b), т.е. q(x) = q̃(x) п.в. на (0, b). ¤

3. ОБРАТНАЯ УЗЛОВАЯ ЗАДАЧА

В первой части этого раздела получены теоремы единственности и процедура восстановления

потенциала q(x) на всем интервале (0, T ) по всюду плотному подмножеству узловых точек. Во второй

части раздела выявлены связи между обратными спектральными и обратными узловыми задачами.

С использованием этих связей, в частности, доказано, что при некоторых дополнительных условиях

потенциал q(x) может быть восстановлен на всем отрезке (0, T ) по подмножеству узловых точек,

расположенных только на части отрезка. При исследовании этой неполной обратной узловой задачи

используются результаты предыдущего параграфа по обратным спектральным задачам.

Собственные функции задачи B имеют вид yn(x) = S(x, λn). Отметим, что yn(x) являются ве-

щественнозначными функциями. Подставляя (4) в (5)–(6), получаем асимптотические формулы при

n → ∞ равномерно по x:

ρnyn(x) = sin
πn

T
x +

1

2πn

(

−T

∫ x

0

q(t) dt + ωx + (−1)n−1ω1x

)

cos
πn

T
x + o

(

1

n

)

, x <
T

2
, (10)

ρnyn(x) =
(

b+ + (−1)n−1b−
)

sin
πn

T
x +

1

2πn

(

Tf1(x) + (−1)nTf2(x)+

+b+(ω + (−1)n−1ω1)x + b−(ω + (−1)n−1ω1)(T − x)
)

cos
πn

T
x + o

(

1

n

)

, x >
T

2
. (11)
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Для краевой задачи B справедлив аналог теоремы Штурма об осцилляции. Точнее, собственная

функция yn(x) имеет ровно n − 1 (простых) нулей внутри интервала (0, T ): 0 < x1
n < · · ·xn−1

n < T.

Множество XB := {xj
n}n≥2, j=1,n−1 называется множеством узловых точек краевой задачи B. До-

определим x0
n := 0, xn

n := T.

Обратная узловая задача заключается в построении потенциала q(x) по заданному множеству

XB узловых точек или некоторой его части. Обозначим Xk
B := {xj

2m−k}m≥1, j=1,2m−k−1
, k = 0, 1.

Множества Xk
B являются всюду плотными на (0, T ) и X0

B ∪ X1
B = XB .

Учитывая (10)–(11), получаем асимптотические формулы для узловых точек при n → ∞ равномер-

но по j:

xj
n =

jT

n
+

T

2π2n2

(

T

∫ jT/n

0

q(t) dt −
(ω − ω1)jT

n

)

+ o
( 1

n2

)

, xj
n ∈ (0, T/2), n = 2m,

xj
n =

jT

n
+

T

2π2n2

(

T

∫ jT/n

0

q(t) dt −
(ω + ω1)jT

n

)

+ o
( 1

n2

)

, xj
n ∈ (0, T/2), n = 2m − 1,

xj
n =

jT

n
+

T

2π2n2

(

T

∫ jT/n

0

q(t) dt −
(ω − ω1)jT

n
+ c0

)

+ o
( 1

n2

)

, xj
n ∈ (T/2, T ), n = 2m,

xj
n =

jT

n
+

T

2π2n2

(

T

∫ jT/n

0

q(t) dt −
(ω + ω1)jT

n
+ c1

)

+ o
( 1

n2

)

, xj
n ∈ (T/2, T ), n = 2m − 1,

где

c0 =
2Tb2

b1 − b2

∫ T/2

0

q(t) dt −
Tb2(ω − ω1)

b1 − b2

,

c1 = −
2Tb2

b1 + b2

∫ T/2

0

q(t) dt +
Tb2(ω + ω1)

b1 + b2

+
2Ta2

b1 + b2

.

(12)

Используя вышеприведенные асимптотические формулы, приходим к следующему утверждению.

Теорема 2. Зафиксируем k = 0∨ 1 и x ∈ [0, T ]. Пусть последовательность {xjn

n } ∈ Xk
B выбрана

так, что lim
n→∞

xjn

n = x. Тогда существует конечный предел

gk(x) := lim
n→∞

2π2n

T 2

(

xjn

n n − jnT
)

, (13)

причем

gk(x) =

∫ x

0

q(t) dt −
ω + (−1)k+1ω1

T
x, x ≤

T

2
,

gk(x) =

∫ x

0

q(t) dt −
ω + (−1)k+1ω1

T
x + ck, x ≥

T

2
,

(14)

где c0 и c1 определяются по формулам (12).

Приведем теперь теорему единственности и процедуру решения обратной узловой задачи.

Теорема 3. Зафиксируем k = 0 ∨ 1. Пусть X ⊂ Xk
B – всюду плотное на (0, T ) подмножество

узловых точек. Пусть X = X̃. Тогда q(x) = q̃(x) п.в. на (0, T ). Таким образом, задание множе-

ства X однозначно определяет потенциал q(x) на (0, T ). При этом функция q(x) может быть

построена по формуле

q(x) = g′k(x) −
1

T

(

gk(T ) − gk(0)
)

, (15)

где gk(x) вычисляется по формуле (13).

Доказательство. Формула (15) следует из (14) и соотношения
∫ T

0
q(x) dx = 0. Если X = X̃, то

из (13) вытекает, что gk(x) ≡ g̃k(x), x ∈ [0, T ]. В силу (15) это дает q(x) = q̃(x) п.в. на (0, T ). ¤

Аналогичным образом доказывается следующее более общее утверждение.

Теорема 4. Пусть X ⊂ XB– всюду плотное на (0, T ) подмножество узловых точек. Пусть

X = X̃. Тогда q(x) = q̃(x) п.в. на (0, T ).
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Перейдем теперь к исследованию неполной узловой задачи, когда узловые точки заданы лишь на

части интервала. Предварительно докажем вспомогательное утверждение.

Лемма 2. Зафиксируем n, j. Пусть xj
n = x̃j

n, xj+1
n = x̃j+1

n и пусть q(x) = q̃(x) п.в. на (xj
n, xj+1

n ).

Тогда λn = λ̃n.

Доказательство. На интервале x ∈ (xj
n, xj+1

n ) рассмотрим краевую задачу Bnj для уравнения (1)

с условиями склейки (3) (если T/2 ∈ (xj
n, xj+1

n )) и краевыми условиями Дирихле y(xj
n) = y(xj+1

n ) = 0.

Функция yn(x) = S(x, λn) является собственной функцией краевой задачи B и одновременно явля-

ется собственной функцией задачи Bnj . Так как yn(x) не имеет нулей при x ∈ (xj
n, xj+1

n ), то λn

является первым собственным значением задачи Bnj , а yn(x) – первой собственной функцией. Так

как q(x) = q̃(x) п.в. на (xj
n, xj+1

n ), то λn = λ̃n. ¤

Для X ⊂ XB обозначим ΛX := {n : ∃j xj
n ∈ X}.

Определение 1. Пусть X ⊂ XB . Множество X называется сдвоенным, если вместе с любой своей

точкой xj
n множество X содержит по крайней мере одну из соседних узловых точек xj−1

n и/или xj+1
n .

Теорема 5. Зафиксируем k = 0 ∨ 1 и b ∈ (0, T/2). Пусть X ⊂ Xk
B ∩ (b, T ) — всюду плотное

на (b, T ) сдвоенное подмножество узловых точек такое, что система функций {cos 2ρnx}n∈ΛX

полна в L2(0, b). Пусть X = X̃. Тогда q(x) = q̃(x) п.в. на (0, T ).

Доказательство. Так как X = X̃, то по теореме 3 gk(x) ≡ g̃k(x) при x ∈ (b, T ), и, следовательно,

g′k(x) = g̃′k(x) п.в.на (b, T ). Вместе с (14) это дает q(x) − q̃(x) = d п.в.на (b, T ), где d константа.

Обозначим q0(x) := q̃(x) + d, x ∈ (0, T ). Тогда q(x) = q0(x) п.в. на (b, T ). Пусть {λ0
n}n≥1 — спектр

задачи B(q0). По лемме 2 λn = λ0
n при n ∈ ΛX . Применяя теорему 1, получаем q(x) = q0(x) п.в. на

(0, T ), т.е. q(x) = q̃(x)+ d п.в. на (0, T ). Учитывая соотношение
∫ T

0
q(t) dt =

∫ T

0
q̃(t) dt = 0, вычисляем

d = 0, т.е. q(x) = q̃(x) п.в. на (0, T ). ¤

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проекты 07-01-00003 и 07-01-92000-

ННС-а).
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