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Аннотация. В работе исследуются многочлены типа Капел-

ли (двойные и квазимногочлены Капелли), принадлежащие

свободной ассоциативной алгебре F{X ∪ Y }, рассматриваемой

над произвольным полем F и порожденной двумя не-

пересекающимися счетными множествами X,Y . Показано, что

двойные многочлены Капелли C4k,{1}, C4k,{2} являются след-

ствиями стандартного многочлена S−
2k. Более того, доказано,

что эти многочлены обнуляются как на квадратных, так и на

прямоугольных матрицах соответствующих размеров. В статье

также показано, что все квазимногочлены Капелли степени

4k+1 будут минимальными тождествами нечетной компоненты

Z2-градуированной матричной алгебры M (m,k)(F ) при любых

F и m 6= k.
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Abstract. In this paper polynomials of Capelli type (double and quasi-polynomials of Capelli)

belonging to a free associative algebra F{X ∪ Y } considering over an arbitrary field F and

generated by two disjoint countable sets X,Y are investigated. It is shown that double Capelli’s

polynomials C4k,{1}, C4k,{2} are consequences of the standard polynomial S−
2k. Moreover, it is

proved that these polynomials equal to zero both for square and for rectangular matrices of

corresponding sizes. In this paper it is also shown that all Capelli’s quasi-polynomials of the

(4k+1) degree are minimal identities of odd component of Z2-graded matrix algebra M (m,k)(F )

for any F and m 6= k.
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Введение

Пусть F — произвольное поле, F{Z} — свободная ассоциативная алгебра
над F , порожденная счетным множеством Z = {zn}n∈N, которое представим в виде
Z = X∪Y , где X = {xn}n∈N , Y = {yn}n∈N — непересекающиеся счетные множества,
f4k+1, g4k+1, b4k+1, h4k+1, a4k+1, c4k+1, f4k, g4k, b4k, h4k, a4k, c4k — квазимногочлены Капел-
ли нечетной и четной степени соответственно. В статье [1] показано, что все
квазимногочлены Капелли степени 4k + 1 являются тождествами некоторых под-
пространств нечетной компоненты Z2-градуированной матричной алгебры Mm+k(F ).
Цель данной работы — доказать, что эти многочлены будут тождествами самой
нечетной компоненты. Заметим, что, несмотря на отдельные имеющиеся резуль-
таты (см., например, [2–6]), описания идеала Z2-градуированных тождеств Z2-гра-
дуированной алгебры Mm+k(F ) при произвольных m, k, F до сих пор нет.
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1. Некоторые системы линейных алгебраических уравнений

Пусть k ∈ N, S2k — симметрическая группа степени 2k, �l — лексикографический
порядок на S2k. Определим на S2k новое отношение порядка �, положив для любых
τ, π ∈ S2k τ � π, если sgn τ < sgn π, а если sgn τ = sgn π, то τ � π тогда и только
тогда, когда τ �l π.

Далее, пусть H,U — некоторые непустые подмножества группы S2k(�), которые
представим в виде H = H1 ∪ H2, U = U1 ∪ U2, где H1 = {σ ∈ H | sgn σ = −1},
H2 = {σ ∈ H | sgn σ = 1}, U1 = {σ ∈ U | sgn σ = −1}, U2 = {σ ∈ U | sgn σ = 1},
при этом мы считаем, что |H1| = p1 > 0, |H2| = p2 > 0, |H| = p = p1 + p2 > 0,
|U1| = q1 > 0, |U2| = q2 > 0, |U | = q = q1 + q2 > 0. В частности, если H = S2k, то
p1 = p2 = n = (2k)!/2, а если U = S2k, то q1 = q2 = n = (2k)!/2.

Кроме того, пусть m ∈ N, Mk×m(F ), Mm×k(F ) — векторные пространства над F ,
элементами которых являются прямоугольные матрицы размера k × m и m × k
соответственно, Mk(F ) — алгебра квадратных матриц размера k × k, T [Mk(F )] —
идеал ее полиномиальных тождеств. Теорема Амицура –Левицкого утверждает [7],
что стандартный многочлен S−

2k(x̄) = S−
2k(x1, . . . , x2k) =

∑

π∈S2k

sgn πxπ(1) · · · xπ(2k) яв-

ляется тождеством алгебры Mk(F ) и что если 0 6= Φ ∈ T [Mk(F )], то deg Φ > 2k, при
этом если deg Φ = 2k и k > 2, то Φ = βS−

2k(x̄), где β ∈ F .
Рассмотрим четыре системы линейных алгебраических уравнений (с.л.а.у.) от pq

неизвестных dπi
τj

∈ F , индексированных подстановками πi ∈ H, τj ∈ U , считая, что
π1 ≺ π2 ≺ . . . ≺ πp, τ1 ≺ τ2 ≺ . . . ≺ τq, и p+ q уравнений:

q
∑

s=1

dπi
τs
= 0, i = 1, p,

p
∑

r=1

dπr

τj
= 0, j = 1, q, (1)

q
∑

s=1

dπi
τs
= 0, i = 1, p,

p
∑

r=1

dπr

τa
= −t, a = 1, q1,

p
∑

r=1

dπr

τq1+j
= t, j = 1, q2, (2)

p
∑

r=1

dπr

τj
= 0, j = 1, q,

q
∑

s=1

dπa

τs
= −β, a = 1, p1,

q
∑

s=1

d
πp1+i

τs = β, i = 1, p2, (3)

p
∑

r=1

dπr
τa

= −t, a = 1, q1,
p
∑

r=1

dπr
τq1+j

= t, j = 1, q2,

q
∑

s=1

dπu
τs

= −β, u = 1, p1,
q
∑

s=1

d
πp1+i

τs = β, i = 1, p2.















(4)

Предложение 1. Пусть многочлен Φ4k(x̄, ȳ) =
∑

π∈H

∑

τ∈U

απ
τxπ(1)yτ(1) · · · xπ(2k)yτ(2k) ∈

∈ T [Mk(F )] и Φ4k(x̄, ȳ) 6= 0. Тогда подстановка dπi
τj

= απi
τj

, где i = 1, p, j = 1, q,
π1 ≺ π2 ≺ . . . ≺ πp, τ1 ≺ τ2 ≺ . . . ≺ τq, является решением хотя бы одной из
систем (1)–(4).

Доказательство. Пусть

1, A1, . . . , A2k ∈Mk(F ), Ā = (A1, . . . , A2k), 1̄ = (1, . . . , 1)1×2k,

тогда

Φ4k(Ā; 1̄) =
∑

π∈H

∑

τ∈U

απ
τAπ(1)1τ(1)Aπ(2) · · ·Aπ(2k)1τ(2k) =

✶✹✹ ❮%(>);? ,'@.A
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=
∑

π∈H

(απ
τ1
+ απ

τ2
+ . . .+ απ

τq
)Aπ(1) · · ·Aπ(2k) = 0.

Положим γπ = απ
τ1
+ απ

τ2
+ . . .+ απ

τq
, ϕ2k(x̄) =

∑

π∈H

γπxπ(1)xπ(2) · · · xπ(2k), тогда

ϕ2k(Ā) = Φ4k(Ā; 1̄) = 0.

Отсюда и из теоремы Амицура –Левицкого следует одно из двух: 1) все коэффи-
циенты γπ = 0; 2) H = S2k, и тогда γπ = β sgn π, где β = const 6= 0.

Пусть имеет место случай 1), тогда справедливы равенства

q
∑

s=1

απi
τs
= 0, i = 1, p, (5)

и, значит, многочлен ϕ2k(x̄) ≡ 0. Более того, из равенств (5) и определения много-
члена Φ4k(x̄, ȳ) вытекает, что q > 1. Для случая 2) приходим к равенствам

q
∑

s=1

απi
τs
= β sgn πi, i = 1, (2k)!,

и, значит, ϕ2k(x̄) = βS−
2k(x̄), при этом q > 1.

Аналогично для подстановки аргументов x̄ = 1̄, ȳ = Ā будем иметь

Φ4k(1̄; Ā) =
∑

τ∈U

(απ1

τ + απ2

τ + . . .+ απp

τ )Aτ(1) · · ·Aτ(2k) = 0.

Положим aτ = απ1

τ + απ2

τ + . . . + α
πp
τ , ψ2k(ȳ) =

∑

τ∈U

aτyτ(1)yτ(2) · · · yτ(2k), тогда ψ2k(Ā) =

= Φ4k(1̄; Ā) = 0. Рассуждая так же, как и для многочлена ϕ2k(x̄), придем к равенст-
вам

p
∑

r=1

απr

τj
= 0, j = 1, q, p > 1,

p
∑

r=1

απr

τj
= t sgn τj, j = 1, (2k)!, p > 1.

Учитывая теперь то, что многочлен Φ4k(x̄, ȳ) зависит от двух групп аргументов,
приходим к одной из систем возможных равенств для коэффициентов απi

τj
:

q
∑

s=1

απi
τs
= 0, i = 1, p, q > 1,

p
∑

r=1

απr

τj
= 0, j = 1, q, p > 1, (6)

2n
∑

s=1

απi
τs
= 0, i = 1, p, p > 1,

p
∑

r=1

απr

τa
= −t, a = 1, n,

p
∑

r=1

απr

τn+j
= t, j = 1, n, (7)

2n
∑

r=1

απr

τj
= 0, j = 1, q, q > 1,

q
∑

s=1

απa

τs
= −β, a = 1, n,

q
∑

s=1

απa+i
τs

= β, i = 1, n, (8)

2n
∑

s=1

απa

τs
= −β,

2n
∑

s=1

απn+i
τs

= β,

2n
∑

r=1

απr

τj
= −t,

2n
∑

r=1

απr

τn+m
= t, a, i, j,m = 1, n. (9)
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Это значит, что подстановка dπi
τj

= απi
τj

, где i = 1, p, j = 1, q, π1 ≺ π2 ≺ . . . ≺ πp,
τ1 ≺ τ2 ≺ . . . ≺ τq, будет решением хотя бы одной из систем (1)–(4). �

Возникает вопрос: верно ли, что всякое решение одной из с.л.а.у. (1)–(4) опре-
деляет некоторый многочлен Φ ∈ T [Mk(F )]? Ответ оказывается отрицательным.
Действительно, при p = 2n и q = 1 решение системы (3) dπi

τ1
= sgn πi, где i = 1, 2n,

приводит к многочлену Капелли C4k(x̄, ȳ) =
∑

π∈S2k

sgn πxπ(1)y1xπ(2)y2 · · · xπ(2k)y2k, не

являющемуся тождеством алгебры Mk(F ) (см. [8,9]).
С другой стороны, нетрудно видеть, что при char F = 0 и p = q = 2n решениями

систем (1)–(4) будут (dπi
τj
) = ( sgn πi sgn τj), (dπi

τj
) = ( sgn τj), (dπi

τj
) = ( sgn πi),

(dπi
τj
) = ( sgn πi δ sgnπi sgn τj), этим решениям соответствуют многочлены

C4k(x̄, ȳ) =
∑

π∈S2k

∑

τ∈S2k

sgn π sgn τxπ(1)yτ(1) · · · xπ(2k)yτ(2k),

C4k,{1}(x̄, ȳ) =
∑

π∈S2k

∑

τ∈S2k

sgn τxπ(1)yτ(1) · · · xπ(2k)yτ(2k),

C4k,{2}(x̄, ȳ) =
∑

π∈S2k

∑

τ∈S2k

sgn πxπ(1)yτ(1) · · · xπ(2k)yτ(2k),

f4k(x̄, ȳ) =
∑

π∈S2k

∑

τ∈S2k

sgn πδ sgnπ sgn τxπ(1)yτ(1) · · · xπ(2k)yτ(2k),

причем, согласно работам [10–12], C4k, C4k,{1}, C4k,{2}, f4k ∈ T [Mk(F )] при любом
поле F .

Замечание 1. В [13] доказано, что для любых матриц A1, . . . , A2k ∈ Mk×m(F ),
B1, . . . , B2k ∈Mm×k(F ) справедливо равенство C4k(Ā; B̄) = 0.

Ниже мы покажем, что этот результат остается верным и для многочленов
C4k,{1}(x̄, ȳ), C4k,{2}(x̄, ȳ), f4k(x̄, ȳ).

2. Минимальные тождества подпространства M
(m,k)
1 (F )

Пусть Ik = {1, 2, . . . , k}, P,Q — какие-либо многочлены алгебры F{Z}, {P}T —
T -идеал алгебры F{Z}, порожденный многочленом P . Будем говорить, что много-
член Q является следствием многочлена P (следует из P ), если Q ∈ {P}T .
В частности, если многочлен P (x1, ȳ) = P (x1, y1, . . . , ym) является однородным и
deg x1(P (x1, ȳ)) = n, то полная линеаризация Linx1

(P (x1, ȳ)) многочлена P (x1, ȳ) по
переменной x1 будет следствием многочлена P (x1, ȳ), здесь (см. [14,15])

Linx1
(P (x1, ȳ)) = P (x1 + x2 + . . .+ xn, ȳ)+

+
n−1
∑

s=1

(−1)s
∑

16i1<i2<...<is6n

P (x1 + . . .+ xî1 + . . .+ xî2 + . . .+ xîs + . . .+ xn, ȳ) =

= P (x1 + x2 + . . .+ xn, ȳ)−
∑

16i16n

P (x1 + . . .+ xî1 + . . .+ xn, ȳ)+

+
∑

16i1<i26n

P (x1 + . . .+ xî1 + . . .+ xî2 + . . .+ xn, ȳ)− . . .+

+(−1)n−1(P (x1, ȳ) + . . .+ P (xn, ȳ)).

✶✹✻ ❮%(?);@ ,'A.B
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Лемма 1. Многочлены

P4k(x̄, y1) =
∑

π∈S2k

sgn πxπ(1)y1xπ(2)y1 · · · xπ(2k)y1,

Q4k(x1, ȳ) =
∑

τ∈S2k

sgn τx1yτ(1)x1yτ(2) · · · x1yτ(2k)

следуют из S−
2k(x̄).

Доказательство. Определим эндоморфизмы ϕ, ψ, χ алгебры F{Z}, положив

ϕ(z) =

{

z, если z /∈ {x1, . . . , x2k},

xiy1, если z = xi, i ∈ I2k,
ψ(z) =

{

z, если z /∈ {x1, . . . , x2k},

yi, если z = xi, i ∈ I2k,

χ(z) =

{

z, если z /∈ {y1, . . . , y2k},

x1yi, если z = yi, i ∈ I2k.

Нетрудно видеть, что

P4k(x̄, y1) = ϕ(S−
2k(x̄)) = S−

2k(x1y1, . . . , x2ky1),

Q4k(x1, ȳ) = χψ(S−
2k(x̄)) = χ(S−

2k(ȳ)) = S−
2k(x1y1, . . . , x1y2k). �

Предложение 2. Для любых матриц Ai ∈ Mk×m(F ), Bj ∈ Mm×k(F ), где
i, j = 1, 2k, справедливы равенства

P4k(A1, . . . , A2k;B1) = 0, Q4k(A1;B1, . . . , B2k) = 0.

Доказательство. Подставляя заданные матрицы в многочлены P4k(x̄, y1),
Q4k(x1, ȳ), будем иметь

P4k(Ā;B1) =
∑

π∈S2k

sgn πAπ(1)B1Aπ(2) · · ·Aπ(2k)B1 = S−
2k(A1B1, . . . , A2kB1) = 0,

Q4k(A1; B̄) = S−
2k(A1B1, . . . , A1B2k) = 0. �

Лемма 2. Многочлены C4k,{1}(x̄, ȳ), C4k,{2}(x̄, ȳ) являются следствиями стан-
дартного многочлена S−

2k(x̄).

Доказательство. Принимая во внимание работу [14], нетрудно видеть, что
C4k,{1}(x̄, ȳ) = Linx1

(Q4k(x1, ȳ)), C4k,{2}(x̄, ȳ) = Liny1(P4k(x̄, y1)), и потому с учетом
леммы 1 имеем включения

C4k,{1}(x̄, ȳ) ∈ {Q4k(x1, ȳ)}
T ⊆ {S−

2k(x̄)}
T ,

C4k,{2}(x̄, ȳ) ∈ {P4k(x̄, y1)}
T ⊆ {S−

2k(x̄)}
T . �

Замечание 2. При доказательстве леммы 2 были получены равенства

C4k,{1}(x̄, ȳ) = Linx1
(Q4k(x1, ȳ)), C4k,{2}(x̄, ȳ) = Liny1(P4k(x̄, y1)).

Предложение 3. Для любых матриц Ai ∈ Mk×m(F ), Bj ∈ Mm×k(F ), где
i, j = 1, 2k, справедливы равенства C4k,{1}(Ā; B̄) = 0, C4k,{2}(Ā; B̄) = 0.

❒*%3/*%.,* ✶✹✼
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Доказательство. Проведем для многочлена C4k,{1}(x̄,ȳ), поскольку для C4k,{2}(x̄,ȳ)
оно аналогично. Согласно замечанию 2

C4k,{1}(Ā; B̄) = Q4k(A1 + . . .+ A2k; B̄)+

+
2k−1
∑

s=1

(−1)s
∑

16i1<...<is62k

Q4k(A1 + . . .+ Aî1
+ . . .+ Aîs

+ . . .+ A2k; B̄).

Учитывая теперь предложение 2, получаем, что C4k,{1}(Ā, B̄) = 0. �

Предложение 4. Для любых матриц Ai ∈ Mk×m(F ), Bj ∈ Mm×k(F ), где
i, j = 1, 2k, справедливы равенства b4k(Ā; B̄) = 0, h4k(Ā; B̄) = 0, a4k(Ā; B̄) = 0,
c4k(Ā; B̄) = 0, f4k(Ā; B̄) = 0, g4k(Ā; B̄) = 0.

Доказательство. Пусть char F 6= 2, тогда в силу предложения 7 работы [12]
справедливы равенства

2b4k(Ā; B̄) = C4k,{2}(Ā; B̄) + C4k(Ā; B̄), 2h4k(Ā; B̄) = C4k,{2}(Ā; B̄)− C4k(Ā; B̄),

2a4k(Ā; B̄) = C4k,{1}(Ā; B̄) + C4k(Ā; B̄), 2c4k(Ā; B̄) = C4k,{1}(Ā; B̄)− C4k(Ā; B̄).

Отсюда, а также из замечания 1 и предложения 3 следует, что при char F 6= 2

b4k(Ā; B̄) = h4k(Ā; B̄) = a4k(Ā; B̄) = c4k(Ā; B̄) = 0.

Из того, что последние равенства верны при любом поле F характеристики не
два, и того, что многочлены b4k(x̄, ȳ), h4k(x̄, ȳ), a4k(x̄, ȳ), c4k(x̄, ȳ) полилинейны и
имеют коэффициенты ±1, вытекает, что эти равенства останутся верными и при
char F = 2.

Далее, согласно предложению 7 работы [12] справедливы равенства

g4k(Ā; B̄) = b4k(Ā; B̄)− a4k(Ā; B̄), f4k(Ā; B̄) = h4k(Ā; B̄) + a4k(Ā; B̄).

Отсюда и из доказанного выше следует, что g4k(Ā; B̄) = f4k(Ā; B̄) = 0. �

Пусть Mm+k(F ) — алгебра матриц, градуированная подпространствами

M
(m,k)
0 (F )=

{(

Cm×m(F ) 0m×k

0k×m Dk×k(F )

)}

, M
(m,k)
1 (F )=

{(

0m×m Bm×k(F )

Ak×m(F ) 0k×k

)}

,

T [M
(m,k)
1 (F )] — идеал тождеств векторного подпространства M (m,k)

1 (F ).

Теорема. Для любых натуральных чисел m, k и произвольного поля F мно-
гочлены b4k+1(x̄, ȳ), h4k+1(x̄, ȳ), a4k+1(x̄, ȳ), c4k+1(x̄, ȳ), f4k+1(x̄, ȳ), g4k+1(x̄, ȳ) ∈

∈ T [M
(m,k)
1 (F )].

Доказательство. Вытекает из предложения 5 работы [1] и предложения 4. �

В работе [13] доказано, что если ненулевой многочлен Φ(x̄, ȳ) ∈ T [M
(m,k)
1 (F )]

и m 6= k, то deg Φ(x̄, ȳ) > 4k + 1. Отсюда и из теоремы следует, что квазимного-
члены Капелли b4k+1(x̄, ȳ), h4k+1(x̄, ȳ), a4k+1(x̄, ȳ), c4k+1(x̄, ȳ), f4k+1(x̄, ȳ), g4k+1(x̄, ȳ)

являются минимальными тождествами подпространства M (m,k)
1 (F ) матричной алгеб-

ры Mm+k(F ) при m 6= k.

✶✹✽ ❮%(?);@ ,'A.B
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