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Аннотация. B-сплайны были введены Карри и Шёнбергом. Построенные на равномерной
сетке и определенные в терминах сверток, такие сплайны порождают КМА Рисса. В статье
рассмотрены сплайны ϕn, которые получаются n-кратным интегрированием функции Уолша
с номером 2n − 1. Эти сплайны в статье названы двоичными базисными сплайнами. Ранее
было доказано, что двоичные базисные сплайны образуют базис в пространстве функций,
непрерывных на отрезке [0, 1] и обращающихся в 0 за его пределами. В статье доказывает-
ся, что каждый двоичный базисный сплайн будет масштабирующей функцией и порождает
кратномасштабный анализ (Vn), который не является риссовским. Тем не менее будет указан
порядок приближения функций из пространств Соболева подпространствами (Vn).
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Abstract. B-splines were introduced by Carry and Schoenberg. Constructed on a uniform mesh
and defined in terms of convolutions, such splines generate a Riesz MRA. We constructed splines
varphin, where n is the order of integration of the Walsh function with the number 2n − 1. We
called these splines binary basic splines. We know that binary basic splines form a basis in the
space of functions that are continuous on the segment [0, 1] and 0 outside of it. We proved that
binary basic splines are a scaling function and generate an MRA of (Vn) which is not a Riesz
MRA. The order of approximation was determined by subspaces from Sobolev spaces.
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Введение

B-сплайны являются важным инструментом в теории интерполяции (см. [1–3])
и вейвлет анализе (см. [4–7]). В работах [8, 9] определены базисные сплайны как
интегралы от функций Уолша, которые в дальнейшем были названы двоичными ба-
зисными сплайнами. Двоичные базисные сплайны второй степени изучены в [10].
В настоящей работе рассмотрены двоичные базисные сплайны произвольной степе-
ни. Доказывается, что каждый такой сплайн является масштабирующей функцией
и порождает неортогональный КМА. Это означает, что любую функцию из L2(R)
можно приблизить сколь угодно точно подпространствами Vn, порожденными дво-
ичным базисным сплайном. Для случая, когда приближаемая функция принадлежит
пространствам Соболева, указана оценка погрешности по норме пространства L2(R).

1. Двоичный базисный сплайн и его свойства

Определим функции Радемахера rk следующим образом. Для t ∈ [0, 1) положим

r0(t) =

{

1, t ∈
[

0, 1
2

)

,

−1, t ∈
[

1
2
, 1
)

.

Продолжим r0(t) периодически на [0,+∞) с периодом 1. Если k ∈ N, то положим

rk(t) = r0(2
kt).

Таким образом, функции Радемахера rk (k ∈ N0 = {0}
⊔

N) определены на полупря-
мой. Мы будем рассматривать их на отрезке [0, 1], полагая равными нулю вне отрезка

[0, 1]. Нам понадобится также функция Радемахера r−1(x) = r0(
1
2
x). Символом ∆

(k)
i

будем обозначать двоичный полуинтервал ранга k, т.е.

∆
(k)
i =

[

i

2k
,
i+ 1

2k

)

.

Очевидно, что rk(t) постоянна на любом полуинтервале ∆
(k+1)
i =

[

i

2k+1
,
i+ 1

2k+1

)

и на

каждом полуинтервале ∆
(k)
i = ∆

(k+1)
2i ∪∆

(k+1)
2i+1 принимает знак +1 на левой половине

и −1 на правой. Если n ∈ N имеет двоичное разложение

n = 2n1 + 2n2 + · · ·+ 2ns (n1 > n2 > · · · > ns > 0),

то функции Уолша в нумерации Пэли определяются равенством

wn(t) = rn1(t) rn2(t) . . . rns
(t), w0(t) ≡ 1.

В этом случае

W2n−1(x) =
n−1
∏

k=0

rk(x). (1)

Математика 459



Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер.: Математика. Механика. Информатика. 2021. Т. 21, вып. 4

Для f ∈ L([0, 1]) определим оператор интегрирования

If(x) =

x
∫

0

f(t) dt (x ∈ [0, 1]).

Определение 1. Двоичным базисным сплайном N -й степени от n-й функции
Уолша будем называть функцию (рисунок)

ψn,N(x) =

{

Q(n,N) INW2n−1(x), x ∈ [0, 1],

0, x /∈ [0, 1],
(2)

где Q(n,N) — нормирующий коэффициент функции ψn,N(x) в пространстве C[0, 1],
n,N ∈ N, N 6 n.

✲

a

−a

✻

1
2n−N ψn,N (x)1

2n−N+1

Рис. График функции ψn,N (x) / Fig. Graph of a function ψn,N (x)

При N = n − 1 данная система будет базисом Рисса в L2 (см. [11]). Далее
рассмотрим случай N = n, но для начала выведем несколько общих свойств для
произвольного N .

Замечание 1. Функция ψn,N(x) имеет непрерывные производные до порядка
N − 1 включительно.

Замечание 2. ψ1,1(x) совпадает с точностью до множителя с образующей функ-
цией системы Фабера –Шаудера.

Теорема 1. Нормирующий коэффициент вычисляется следующим образом:

Q(n,N) = 2
2nN+3N−N

2
−2

2 , 1 6 N 6 n. (3)

Доказательство приведено в работе [12].

2. Двоичный базисный сплайн и масштабирующее уравнение

Лемма 1. Для функции ψn,N(x) справедливо равенство

ψn+1,n(x) = ψn,n(2x)− ψn,n(2x− 1). (4)

Доказательство. Заметим, что rk(x) = rk−1(2x) + rk−1(2x − 1). Тогда, исполь-
зуя (2), получим

ψn+1,n(x) = Q(n+ 1, n)r0(x)I
n(W2n−1(2x) +W2n−1(2x− 1)). (5)
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Однако

In
(

W2n−1(2x) +W2n−1(2x− 1)
)

= In−1

x
∫

0

(

W2n−1 (2t) +W2n−1(2t− 1)
)

dt =

= In−1







1

2

min(x, 1
2
)

∫

0

W2n−1(2t)d(2t) +
1

2

max( 1
2
,x)

∫

1
2

W2n−1(2t− 1) d(2t− 1)






= · · · =

=
1

2n
1

Q(n, n)

(

ψn,n(2x) + ψn,n(2x− 1)
)

. (6)

Подставим (6) в (5)

ψn+1,n(x) = Q(n+ 1, n)r0(x)
1

Q(n, n)
·
1

2n
(ψn,n(2x) + ψn,n(2x− 1)) =

=
Q(n+ 1, n)

Q(n, n)
·
1

2n

(

ψn,n (2x)− ψn,n (2x− 1)
)

.

Используя (3), получим

Q(n+ 1, n)

Q(n, n)
·
1

2n
=

2
2(n+1)n+3n−n

2
−2

2

2
2n2+3n−n2

−2
2

·
1

2n
= 2

(2n2+2n+3n−n
2
−2)−(2n2+3n−n

2
−2)−2n

2 = 20 = 1.

Следовательно, ψn+1,n(x) =
(

ψn,n (2x)− ψn,n (2x− 1)
)

. �

Лемма 2. Справедливо следующее равенство:

ψn,n (x) =
1

2n
ψn,n (2x− 0) +

2n−1
∑

t=1

1

2n−1
ψn,n

(

2x−
t

2n

)

+
1

2n
ψn,n (2x− 1) . (7)

Доказательство. При n = 1, по замечанию 2, ψn,n принимает вид функции
Фабера –Шаудера. Для нее масштабирующее уравнение действительно имеет вид

ψ1,1 (x) =
1

2
ψ1,1 (2x− 0) +

1

4
ψ1,1

(

2x−
1

2

)

+
1

2
ψ1,1 (2x− 1) .

Пусть (7) выполнено для n = m− 1, т. е.

ψm−1,m−1(x) =
1

2m−1
ψm−1,m−1(2x− 0)+

+
2m−1

−1
∑

t=1

1

2m−2
ψm−1,m−1

(

2x−
t

2m−1

)

+
1

2m−1
ψm−1,m−1(2x− 1).

Покажем, что оно выполнено при n = m. Очевидно, что

ψm−1,m−1 (2x)− ψm−1,m−1 (2x− 1) =

(

1

2m−1
ψm−1,m−1 (4x− 0)+
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+
2m−1

−1
∑

t=1

1

2m−2
ψm−1,m−1

(

4x−
t

2m−1

)

+
1

2m−1
ψm−1,m−1 (4x− 2)

)

−

−

(

1

2m−1
ψm−1,m−1 (4x− 2)+

+
2m−1

−1
∑

t=1

1

2m−2
ψm−1,m−1

(

4x−
t

2m−1
− 2

)

+
1

2m−1
ψm−1,m−1 (4x− 4)

)

. (8)

В (8) добавим и вычтем слагаемые

1

2m−1
ψm−1,m−1 (4x− 1) +

2m−1
−1

∑

t=1

1

2m−2
ψm−1,m−1

(

4x−
t

2m−1
− 1

)

+

+
1

2m−1
ψm−1,m−1 (4x− 3) .

После перегруппировки получим

ψm−1,m−1(2x)− ψm−1,m−1(2x− 1) =

=
1

2m−1
(ψm−1,m−1 (4x− 0)− ψm−1,m−1 (4x− 1))+

+
2m−1

−1
∑

t=1

1

2m−2

(

ψm−1,m−1

(

4x−
t

2m−1

)

− ψm−1,m−1

(

4x−
t

2m−1
− 1

))

+

+
2

2m−1
(ψm−1,m−1 (4x− 2)− ψm−1,m−1 (4x− 3))+

+
2m−1

−1
∑

t=1

1

2m−2

(

ψm−1,m−1

(

4x−
t

2m−1
− 2

)

− ψm−1,m−1

(

4x−
t

2m−1
− 3

))

+

+
1

2m−1
(ψm−1,m−1 (4x− 3)− ψm−1,m−1 (4x− 4)) .

Используя равенство (4), получаем

ψm,m−1(x) =
1

2m−1
ψm,m−1(2x)+

+
2m−1
∑

t=1

1

2m−2
ψm,m−1

(

2x−
t

2m−1

)

+
1

2m−1
ψm,m−1(2x− 1).

Проинтегрируем обе части:

1
∫

0

ψm,m−1(x)dx =

1
∫

0

(

1

2m−1
ψm,m−1(2x)+

+
2m−1
∑

t=1

1

2m−2
ψm,m−1

(

2x−
t

2m−1

)

+
1

2m−1
ψm,m−1(2x− 1)

)

d

(

1

2
2x

)

.

Применяя (3), получим равенство

Qm,m−1

Qm,m

ψm,m(x) =
Qm,m−1

Qm,m

(

1

2m
ψm,m(2x)+

462 Научный отдел



С. А. Чумаченко. Двоичные базисные сплайны в кратномасштабном анализе

+
2m−1
∑

t=1

1

2m−1
ψm,m

(

2x−
t

2m−1

)

+
1

2m
ψm,m(2x− 1)

)

.

Таким образом,

ψm,m(x) =
1

2m
ψm,m(2x) +

2m−1
∑

t=1

1

2m−1
ψm,m

(

2x−
t

2m−1

)

+
1

2m
ψm,m(2x− 1).

�

Пусть Fn,N(x) = ψn,N

( x

2n

)

.

Теорема 2.

Fn,n (x) =
1

2n
Fn,n (2x− 0) +

2n−1
∑

t=1

1

2n−1
Fn,n (2x− t) +

1

2n
Fn,n (2x− n) .

Доказательство этой теоремы напрямую следует из леммы 2.

3. Преобразование Фурье и кратномасштабный анализ

Лемма 3. Определим преобразование Фурье равенством

f̂(ω) =

∞
∫

−∞

f(ω)e−2πiωxdx.

Тогда

F̂n,N (ω) = 2−N ·n−N−1 ·

(

1

πiω

)N+1

Q(n,N)
(

1− e−2πiω
)

n
∏

k=1

(

1− e−2kπiω
)

.

Доказательство. Найдем преобразование Фурье функции ψ̂n,N . Так как ψn,N ≡ 0
для всех x /∈ (0, 1), то, интегрируя по частям, получаем

ψ̂n,N(ω) =

∞
∫

−∞

ψn,N(x)e
−2πiωxdx = Q(n,N)

1
∫

0

INW2n−1(x)e
−2πiωx dx =

=Q(n,N)

1
∫

0

INW2n−1(x)d

(

1

−2iπω
e−2πiωx

)

=
1

2iπω
Q(n,N)

1
∫

0

IN−1W2n−1(x)e
−2πiωx dx=

=

(

1

2iπω

)2

Q(n,N)

1
∫

0

IN−2W2n−1(x)e
−2πiωxdx = · · · =

=

(

1

2iπω

)N

Q(n,N)

1
∫

0

W2n−1(x)e
−2πiωxdx.
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Вычислим
1
∫

0

W2n−1(x)e
−2πiωx dx. Разобьем отрезок [0, 1] на 2n полуинтервалов

длины
1

2n
. На каждом таком полуинтервале ∆

(n)
k =

[

k

2n
,
k + 1

2n

)

функция Уолша

W2n−1(x) постоянна. Поэтому

1
∫

0

W2n−1(x)e
−2πiωxdx =

2n−1
∑

k=0






W2n−1

(

∆
(n)
k

)

k+1
2n
∫

k

2n

e−2πiωxdx






=

=
1

2iπω

2n−1
∑

k=0

(

W2n−1

(

∆
(n)
k

)

·
(

e−2πiω k

2n − e−2πiω k+1
2n

))

=

=
1

2iπω

(

1− e
−πiω

2n

)

2n−1
∑

k=0

(

W2n−1

(

∆
(n)
k

)

e−2πiω k

2n

)

.

Далее будем использовать (1), объединяя соседние отрезки. На первом шаге:

ψ̂n,N(ω) =

(

1

2iπω

)N+1

Q(n,N)
(

1− e
−πiω

2n−1

)

×

×

2n−1
−1

∑

k=0

(

W2n−1−1

(

∆
(n)
k

)(

e−πiω 2k
2n−1 − e−πiω 2k+1

2n−1

))

=

=

(

1

2iπω

)N+1

Q(n,N)
(

1− e
−πiω

2n−1

)2

·
2n−1

−1
∑

k=0

(

W2n−1−1

(

∆
(n)
k

)

e−πiω k

2n−2

)

= ... =

=
Q(n,N)

(2iπω)N+1

(

1− e
−πiω

2n−1

)

n1
∏

k=0

(

1− e
−πiω

2n−k

)

W2n1−1 ·
2n1−1
∑

k=0

((

∆
(n1)
k

)

e
−πiω k

2n−n1−1

)

=

= ... =

(

1

2iπω

)N+1

Q(n,N)
(

1− e
−πiω

2n−1

)

n−1
∏

k=0

(

1− e
−πiω

2k

)

.

Теперь вычислим F̂n,N (ω):

F̂n,N (ω) = ψ̂(n,N)· 1
2n

(ω) = 2nψ̂n,N (2nω) =

= 2n−(N+1)(n+1)

(

1

iπω

)N+1

Q(n,N)
(

1− e−2πiω
)

n
∏

k=1

(

1− e−2kπiω
)

=

= 2−Nn−N−1

(

1

iπω

)N+1

Q(n,N)
(

1− e−2πiω
)

n
∏

k=1

(

1− e−2kπiω
)

. �

Обозначим для краткости F (x) := Fn,n(x) и образуем подпространства

Vm = (2
m

2 F (2mx+ k)k∈Z).

Теорема 3. Совокупность (Vm), m ∈ Z, образует КМА, т. е. выполнены акси-
омы:

A1) Vm ⊂ Vm+1;
A2)

⋃

m∈Z Vm = L2(R);
A3)

⋂

m∈Z Vm = {0}.
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Доказательство. Функция F (x) — масштабирующая, имеет компактный носи-
тель. Так как

F̂n,n (ω) = 2−n2
−n−1 ·

(

1

πiω

)n+1

Q(n, n)
(

1− e−2πiω
)

n
∏

k=1

(

1− e−2kπiω
)

=

= 2−n2
−n−1 ·

(

2

πω

)n+1

·

(

1− e−πiω

2i

)n+1

Q(n, n)
(

1 + e−πiω
)

n−1
∏

k=0

(

1 + e−2kπiω
)n−k

=

= 2−n2
−n−1 ·

(

2

πω

)n+1

· sin
(πω

2

)n+1

e
−πiω

2 Q(n, n)
(

1 + e−πiω
)

n−1
∏

k=0

(

1 + e−2kπiω
)n−k

=

= 2−n2
−n−1 ·

(

sin
(

πω
2

)

πω
2

)n+1

e
−πiω

2 Q(n, n)
(

1 + e−πiω
)

n−1
∏

k=0

(

1 + e−2kπiω
)n−k

и F̂ (0) 6= 0, cледовательно, учитывая [13, с. 20], (Vm)m∈Z
образуют обобщенный

КМА. �

4. Приближение подпространствами в метрике Соболева

Определение 2. Пусть f, g ∈ L2 (R). Выражение

[f, g] (ω)
df
=
∑

k∈Z

f (ω + k) g (ω + k)

называют скобочным произведением.

Определение 3. Пусть s > 0. Множество

W s
2 (R) =

{

f ∈ L2 (R) : ||f ||W s

2 (R)
= || (1 + | · |)s f̂ ||L2(R) < +∞

}

называют пространством Соболева.

Определение 4. Пусть ϕ ∈ L2 (R) , ϕm,k(x) = 2
m

2 ϕ (2mx+ k). Оператор

βm : f →
∑

k∈Z

(f, ϕm,k)ϕm,k

называют квазиинтерполяционным.

Определение 5. Оператор βm доставляет аппроксимацию порядка t ∈ R+,
если для всех f ∈ W t

2(R)

‖f − βmf‖L2(R) = O(2−mt).

Лемма 4. Пусть функция ϕ ∈ L2(R) удовлетворяет условиям:
1) [ϕ̂, ϕ̂] существенно ограничена;
2) [ϕ̂, ϕ̂]− |ϕ̂|2 = O(| · |2t);
3) 1− |ϕ̂|2 = O(| · |2t0).
Тогда βm доставляет аппроксимацию порядка t1 = min(t, 2t0). Здесь символ

f = O(| · |t) означает, что lim
x→0

|f(x)|

|x|t
6 C, C > 0.

Доказательство леммы 4 приведено в [13, с. 18–21].
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Лемма 5. Для любого n ∈ N0

(ctg (x))(n) =
n+1
∑

k=0

ankctg
k(x), (9)

где

an+1
k = −

(

(k − 1) ank−1 + (k + 1) ank+1

)

, (10)

a00 = 0, a01 = 1, am
−1 = 0, amm+2 = 0, amm+3 = 0, m = 1, 2, 3... (11)

При этом

ann+1 = (−1)nn!, (12)

а также для всех n, k ∈ N

a2n2k = a2n+1
2k+1 = a2n+1

2k−1 = 0. (13)

Доказательство. Доказываем по индукции. Пусть n = 0. Тогда

(ctg x)(0) = ctg x

и, очевидно, соотношения (9)–(13) выполнены.
Предположим, что они выполнены для n = t. Докажем для n = t+ 1. Имеем

(ctg x)(t+1) =
(

(ctg x)(t)
)

′

=

(

t+1
∑

k=0

atkctg
k(x)

)′

=

=

d

(

n+1
∑

k=0

atkctg
k(x)

)

d(ctg x)
·
d(ctg x)

dt
=

(

t+1
∑

k=0

kankctg
k−1(x)

)

·
(

−1− ctg2x
)

,

что доказывает утверждения (9)–(10).
Из этих утверждений очевидно, что at+1

t+2 = −
(

(t+ 1)att+1 + (t+ 3)att+3

)

, но
att+3 = 0, следовательно, at+1

t+2 = (t + 1)att+1 = (t + 1)!, что доказывает утвержде-
ние (12).

Наконец, если t = 2m, то для любых k ∈ N

a2m+1
2k+1 = −(2k)a2m2k − (2k + 2)a2m2k+2.

Но на предыдущем шаге индукции было доказано, что a2m2k = 0 для любого k ∈ N,
следовательно, a2m+1

2k+1 = 0. Далее аналогично поступим и для t = 2k + 1, таким
образом, утверждение (13) тоже доказано. �

Лемма 6. Справедливо следующее равенство:

∑

k∈Z

∣

∣

∣F̂ (ω + k)
∣

∣

∣

2

=
Q2(n, n)

22n2+2n+2
·

1

(2n+ 1)!

∣

∣

∣

∣

∣

(

1− e−2πiω
)2

n
∏

t=1

(

1− e−2tπiω
)2

2n+2
∑

k=0

a2n+1
k ctg k(πω)

∣

∣

∣

∣

∣

.
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Доказательство. Имеем

∑

k∈Z

∣

∣

∣F̂ (ω + k)
∣

∣

∣

2

=
∑

k∈Z

∣

∣

∣

∣

∣

Q(n, n)

2n2+n+1

(

1

πi (ω + k)

)n+1
(

1− e−2πi(ω+k)
)

n
∏

t=1

(

1− e−2tπi(ω+k)
)

∣

∣

∣

∣

∣

2

=

=
∑

k∈Z

Q2(n, n)

22n2+2n+2

∣

∣

∣

∣

∣

(

1

π (ω + k)

)2n+2
(

1− e−2πi(ω+k)
)2

n
∏

t=1

(

1− e−2tπi(ω+k)
)2

∣

∣

∣

∣

∣

.

Учитывая 1− e−2tπi(ω+k) = 1− e−2tπiω при k ∈ Z, t ∈ N, получим

∑

k∈Z

∣

∣

∣
F̂ (ω + k)

∣

∣

∣

2

=
Q2(n, n)

22n2+2n+2

∣

∣

∣

∣

∣

(

1− e−2πiω
)2

n
∏

t=1

(

1− e−2tπiω
)2∑

k∈Z

(

1

π (ω + k)

)2n+2
∣

∣

∣

∣

∣

.

В свою очередь,

∑

k∈Z

(

1

x+ πk

)2n+2

=
1

(2n+ 1)!

d2n+1

dx2n+1
ctg (x).

Учитывая (9), получим

∑

k∈Z

F̂ |(ω + k)|2=
Q2(n, n)

22n2+2n+2
·

1

(2n+ 1)!

∣

∣

∣

∣

∣

(

1−e−2πiω
)2

n
∏

t=1

(

1−e−2tπiω
)2

2n+2
∑

k=0

a2n+1
k ctg k(πω)

∣

∣

∣

∣

∣

.

�

Определим функцию ϕn(x) = CnFn,n = CnF , где Cn =
2

n
2+n

2

Q(n, n)
. Очевидно, ϕn(x)

удовлетворяет масштабирующему уравнению и, значит, функция ϕn порождает КМА
(Vm)m∈Z .

Из лемм 3 и 6 следует, что

ϕ̂n(ω) =
1

2
n2+n+2

2

·

(

1

πiω

)n+1
(

1− e−2πiω
)

n
∏

k=1

(

1− e−2kπiω
)

,

∑

k∈Z

|ϕ̂n (ω + k)|2=
1

2n2+n+2
·

1

(2n+ 1)!

∣

∣

∣

∣

∣

(

1−e−2πiω
)2

n
∏

k=1

(

1−e−2kπiω
)2

2n+2
∑

t=0

a2n+1
t ctg t(πω)

∣

∣

∣

∣

∣

.

Теорема 4 (теорема о порядке аппроксимации). Семейство операторов βm,
m ∈ Z, построенных по функции ϕn(x), доставляет аппроксимацию порядка 1.

Доказательство. Воспользуемся леммой 6. Во-первых, скобочное произведение
[ϕ̂n, ϕ̂n] существенно ограничено. Во-вторых,

∣

∣[ϕ̂n, ϕ̂n]−|ϕ̂n|
2
∣

∣=

∣

∣

∣

∣

∣

1

2n2+n+2
·

1

(2n+1)!

∣

∣

∣

∣

∣

(

1−e−2πiω
)2

n
∏

k=1

(

1−e−2kπiω
)2

2n+2
∑

t=0

a2n+1
t ctg t(πω)

∣

∣

∣

∣

∣

−

−
1

2n2+n+2
·

∣

∣

∣

∣

∣

(

1

πiω

)2n+2
(

1− e−2πiω
)2

n
∏

k=1

(

1− e−2kπiω
)2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.
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Так как

1− e−2nπiω =

(

(1− e−2πiω) ·
n−1
∏

k=1

(

1 + e−2kπiω
)

)

,

получим

∣

∣[ϕ̂n, ϕ̂n]− |ϕ̂n|
2
∣

∣ =
1

2n2+n+2
·

∣

∣

∣

∣

∣

(

1− e−2πiω
)2

n
∏

k=1

(

1− e−2πiω
)2

k
∏

t=1

(

1 + e−2tπiω
)2

∣

∣

∣

∣

∣

×

×

∣

∣

∣

∣

∣

1

(2n+ 1)!

∣

∣

∣

∣

∣

2n+2
∑

t=0

a2n+1
t ctg t(πω)

∣

∣

∣

∣

∣

−

(

1

πω

)2n+2
∣

∣

∣

∣

∣

=

=
1

2n2+n+2

(

1− e−2πiω

sin (πω)

)2n+2

·

∣

∣

∣

∣

∣

n−1
∏

t=1

(

1 + e−2tπiω
)2

∣

∣

∣

∣

∣

×

×

∣

∣

∣

∣

∣

1

(2n+ 1)!

∣

∣

∣

∣

∣

2n+2
∑

t=0

a2n+1
t cost(πω) sin2n+2−t (πω)

∣

∣

∣

∣

∣

−

(

sin(πω)

πω

)2n+2
∣

∣

∣

∣

∣

=

= A(ω) ·

∣

∣

∣

∣

∣

1

(2n+ 1)!

∣

∣

∣

∣

∣

2n+2
∑

t=0

a2n+1
t cost(πω) sin2n+2−t (πω)

∣

∣

∣

∣

∣

−

(

sin(πω)

πω

)2n+2
∣

∣

∣

∣

∣

6

6 A(ω) ·

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2n
∑

t=0

a2n+1
t cost(πω) sin2n−t (πω)

1

(2n+ 1)!
sin2(πω)

∣

∣

∣

∣

∣

+

+

∣

∣

∣

∣

∣

2n+2
∑

t=2n+1

a2n+1
t cost(πω) sin2n+2−t (πω)

∣

∣

∣

∣

∣

−

(

sin(πω)

πω

)2n+2
∣

∣

∣

∣

∣

.

Воспользовавшись условиями (12) и (13), получим
∣

∣[ϕ̂n, ϕ̂n]− |ϕ̂n|
2
∣

∣ 6 A(ω)×

×

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

sin2(πω)

2n
∑

t=0

a2n+1
t cost(πω) sin2n−t(πω)

(2n+ 1)!

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

(2n+ 1)!

(2n+ 1)!
· cos2n+2(πω)

∣

∣

∣

∣

−

∣

∣

∣

∣

sin(πω)

πω

∣

∣

∣

∣

2n+2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

= A(ω) ·

∣

∣

∣

∣

∣

Bn(ω) ·
∣

∣sin2(πω)
∣

∣+
∣

∣cos2n+2(πω)
∣

∣−

∣

∣

∣

∣

sin(πω)

πω

∣

∣

∣

∣

2n+2
∣

∣

∣

∣

∣

.

Воспользуемся соотношениями

sin x =
eix − e−ix

2i
, cos x =

eix + e−ix

2
.

Тогда

sin x =
eix(1− e−2ix)

2i
, eix(1− e−2ix) = 2i sin x, 1− e−2ix = 2i sin xe−ix,

1− e−ix = 2i sin
x

2
· e

−ix

2 .
(14)

Аналогично доказывается

1 + e−ix = 2 cos
x

2
· e

−ix

2 . (15)
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Следовательно,

0 < A(ω) =
1

2n2+n+2
·

∣

∣

∣

∣

1− e−2πiω

sin (πω)

∣

∣

∣

∣

2n+2
∣

∣

∣

∣

∣

n−1
∏

k=1

(

1 + e−2kπiω
)2(n−k)

∣

∣

∣

∣

∣

=

=
1

2n2+n+2
·

∣

∣

∣

∣

2 sin (πω)

sin (πω)

∣

∣

∣

∣

2n+2
∣

∣

∣

∣

∣

n−1
∏

k=1

(

2 cos
(

2k−1πω
))2(n−k)

∣

∣

∣

∣

∣

6

6
1

2n2+n+2
· 22n+2

∣

∣

∣

∣

∣

n−1
∏

k=1

(2 · 1)2(n−k)

∣

∣

∣

∣

∣

=
22n+2+(n−1)n

2n2+n+2
= 1.

С другой стороны,

Bn(ω) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2n
∑

t=0

a2n+1
t cost(πω) sin2n−t(πω)

(2n+ 1)!

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2n
∑

t=0

a2n+1
t

(2n+ 1)!

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Применяя (10), получим

Bn(ω) 6

2n
∑

t=0

∣

∣(t− 1)a2nt−1

∣

∣+
∣

∣(t+ 1)a2nt+1

∣

∣

(2n+ 1)!
6

2n+1
∑

t=0

2t |a2nt |

(2n+ 1)!
6

2 (2n+ 1)
2n+1
∑

t=0

|a2nt |

(2n+ 1)!
6 2(2n+1).

Таким образом,
(∣

∣sin2(πω)
∣

∣ · B(ω)
)

6 Cω2.

Наконец,
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣cos2n+2(πω)
∣

∣−

∣

∣

∣

∣

sin(πω)

πω

∣

∣

∣

∣

2n+2
∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

cos2n+2(πω)− 1 + 1−

∣

∣

∣

∣

sin(πω)

πω

∣

∣

∣

∣

2n+2
∣

∣

∣

∣

∣

=

=

∣

∣

∣

∣

∣

(

cos2n+2(πω)
)

−
(

cos2(πω) + sin2(πω)
)n

+ 1−

∣

∣

∣

∣

sin(πω)

πω

∣

∣

∣

∣

2n+2
∣

∣

∣

∣

∣

6

6

∣

∣

∣

∣

∣

cos2n+2(πω)− cosn(πω)− sin2(πω)
n
∑

k=1

(

Ck
n cos

2(n−k)(πω) sin2k−2(πω)
)

∣

∣

∣

∣

∣

+

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1−

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

∞

k=0
(−1)k

(2k+1)!
(πω)2k+1

πω

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2n+2∣
∣

∣

∣

∣

∣

6

6

∣

∣

∣

∣

∣

− cosn(πω) · sin2(πω)− sin2(πω)
n
∑

k=1

(

Ck
n cos

2(n−k)(πω) sin2k−2(πω)
)

∣

∣

∣

∣

∣

+

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1−

(

∞
∑

k=0

1

(2k + 1)!
(πω)2k

)2n+2
∣

∣

∣

∣

∣

∣

6

6 sin2(πω)

∣

∣

∣

∣

∣

cosn(πω) +
n
∑

k=1

(

Ck
n cos

2(n−k)(πω) sin2k−2(πω)
)

∣

∣

∣

∣

∣

+
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+

(

1−

(

∞
∑

k=1

1

(2k + 1)!
(πω)2k

))

2n+1
∑

t=0

(

∞
∑

k=1

1

(2k + 1)!
(πω)2k

)t

6 Cω2.

Таким образом, [ϕ̂n, ϕ̂n]− |ϕ̂n|
2 = O(ω2).

Наконец,

∣

∣1− |ϕ̂n|
2
∣

∣ =

∣

∣

∣

∣

∣

1−

∣

∣

∣

∣

∣

1

2n2+n+2
·

(

1

πiω

)2n+2
(

1− e−2πiω
)2

n
∏

k=1

(

1− e−2kπiω
)2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

=

∣

∣

∣

∣

∣

1−

∣

∣

∣

∣

∣

1

2n2+n+2
·

(

1− e−2πiω

πω

)2n+2 n−1
∏

k=1

(

1 + e−2kπiω
)2(n−k)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Используя (14) и (15), окончательно получим

∣

∣1−|ϕ̂n|
2
∣

∣=

∣

∣

∣

∣

∣

1−

∣

∣

∣

∣

∣

(−1)n+1

2n2+n+2

(

2 sin(πω)

πω

)2n+2

e−(2n+2)πiω

n−1
∏

k=1

(

2 cos
(

2k−1πω
)

e−2k−1πiω
)2(n−k)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Так как |eix| = 1, то

∣

∣1− |ϕ̂n|
2
∣

∣ =

∣

∣

∣

∣

∣

1−
1

2n2+n+2
·

∣

∣

∣

∣

∣

(

sin(πω)

πω

)2n+2

22n+2 · 2n(n−1)

n−1
∏

k=0

(

cos(n−k)
(

2k−1πω
))

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

= 1−

(

sin(πω)

πω

)2n+2 n−1
∏

k=0

(

cos(n−k)
(

2k−1πω
))2

.

Так как
n−1
∏

k=0

(

cos(n−k)
(

2k−1πω
))2

→ 1 при ω → 0, то |1− |ϕ̂n|
2| = O(ω2). Следова-

тельно, βm доставляет аппроксимацию порядка min(1, 2) = 1. �
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