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Аннотация. Резольвентным подходом и использованием идеи А. Н. Крылова об ускорении

сходимости рядов Фурье исследуются свойства формального решения смешанной задачи

для однородного волнового уравнения с суммируемым потенциалом и нулевой начальной

функцией. Такой метод позволяет получать глубокие результаты о сходимости формального

ряда с произвольными граничными условиями и без завышения требований гладкости исход-

ных данных. Рассматриваемые в статье разнопорядковые граничные условия таковы, что у

оператора соответствующей спектральной задачи возможно наличие бесконечного множества

кратных собственных значений и соответствующих им присоединенных функций. Получено

классическое решение без завышения требований на начальную скорость 𝑢′𝑡(𝑥, 0) = 𝜓(𝑥).

Показано, что при 𝜓(𝑥) ∈ 𝐿[0, 1] формальное решение, являясь равномерным пределом клас-

сических, есть обобщенное решение, а когда 𝜓(𝑥) ∈ 𝐿𝑝[0, 1], 1 < 𝑝 6 2, формальное решение

обладает значительно более гладкими свойствами по сравнению со случаем 𝜓(𝑥) ∈ 𝐿[0, 1].
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Abstract. The resolvent approach and the using of the idea of A. N. Krylov on the acceleration
of convergence of Fourier series, the properties of a formal solution of a mixed problem for a
homogeneous wave equation with a summable potential and a zero initial function are studied.
This method makes it possible to obtain deep results on the convergence of a formal series with
arbitrary boundary conditions and without overestimating the requirements for the smoothness
of the initial data. The different-order boundary conditions considered in the article are such
that the operator corresponding to the spectral problem may have an infinite set of multiple
eigenvalues and their associated functions. A classical solution is obtained without overstating
the requirements for the initial velocity 𝑢′𝑡(𝑥, 0) = 𝜓(𝑥). It is shown that for 𝜓(𝑥) ∈ 𝐿[0, 1] the
formal solution, being the uniform limit of the classical ones, is a generalized solution, and when
𝜓(𝑥) ∈ 𝐿𝑝[0, 1], 1 < 𝑝 6 2, the formal solution has much smoother properties than the case
𝜓(𝑥) ∈ 𝐿[0, 1].
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Введение
Рассматривается смешанная задача

𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
=
𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
− 𝑞(𝑥)𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑥 ∈ [0, 1], 𝑡 ∈ [0,∞), (1)

𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑢′𝑡(𝑥, 0) = 𝜓(𝑥), (2)
𝑢′𝑥(0, 𝑡) + 𝛽𝑢′𝑥(1, 𝑡) + 𝛼1𝑢(0, 𝑡) + 𝛽1𝑢(1, 𝑡) = 𝛼𝑢(0, 𝑡) + 𝑢(1, 𝑡) = 0, (3)

где 𝑞(𝑥) ∈ 𝐿[0, 1], 𝑞(𝑥) и 𝜓(𝑥)— комплекснозначные функции, 𝛼, 𝛽, 𝛼1, 𝛽1 — комплекс-
ные числа.

К задаче (1)–(3) по методу Фурье привлекается оператор Штурма–Лиувилля
−𝑦′′ + 𝑞(𝑥)𝑦 с регулярными при 1 + 𝛼𝛽 ̸= 0 граничными условиями

𝑦′(0) + 𝛽𝑦′(1) + 𝛼1𝑦(0) + 𝛽1𝑦(1) = 𝛼𝑦(0) + 𝑦(1) = 0,

который охватывает все линейные двухточечные разнопорядковые граничные условия
(при необходимости заменой переменной 𝑥 на 1− 𝑥). Он выделяется тем, что в силу
асимптотических формул его собственных значений [1, с. 74]

𝜆𝑛 = 𝜌2𝑛, 𝜆′2𝑛 = 𝜌′2𝑛 (𝜆 = 𝜌2, Re𝜌 > 0),
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𝜌𝑛 = 2𝑛𝜋 + 𝑏1 + 𝜀𝑛, 𝜌′𝑛 = 2𝑛𝜋 + 𝑏2 + 𝜀′𝑛, (4)

где 𝑏1,2 = −𝑖ln(𝑑 ±
√
𝑑2 − 1), 𝑑 = − 𝛼+𝛽

1+𝛼𝛽
, 𝜀𝑛 = 𝑜(1), 𝜀′𝑛 = 𝑜(1). Только в нем при

𝑏1 = 𝑏2 возможно наличие бесконечного множества кратных собственных значений
и им соответствующих присоединенных функций. Один из таких наиболее трудных
случаев и рассматривается в статье. Считаем, что в задаче (1)–(3) 𝛼 = 0, 𝛽 = −1:

𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
=
𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
− 𝑞(𝑥)𝑢(𝑥, 𝑡), (5)

𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑢′𝑡(𝑥, 0) = 𝜓(𝑥), (6)
𝑢′𝑥(0, 𝑡)− 𝑢′𝑥(1, 𝑡) + 𝛼1𝑢(0, 𝑡) = 0, 𝑢(1, 𝑡) = 0. (7)

Отметим, что задача (5)–(7) содержит все трудности любой другой задачи, когда
𝑏1 = 𝑏2, а случай 𝑏1 ̸= 𝑏2 изучается так же, как в [2, 3]. Исследование проводится
методом Фурье с помощью резольвентного подхода [4–6] и идеи А. Н. Крылова
об ускорении сходимости рядов Фурье. Такой подход позволяет получать глубокие
результаты о сходимости формального ряда для смешанной задачи с произвольными
граничными условиями без завышения требований гладкости исходных данных. Так
в [6] для задачи (1), (3) с начальными условиями 𝑢(𝑥, 0) = 𝜙(𝑥), 𝑢′𝑡(𝑥, 0) = 0 получено
классическое решение без завышения требований гладкости на 𝜙(𝑥), и с привлечением
знаменитых теорем Карлесона [7] и Ханта [8] о сходимости тригонометрических
рядов Фурье почти всюду (п.в.) также показано, что формальное решение сходится
п.в. для 𝜙(𝑥) ∈ 𝐿𝑝[0, 1], 𝑝 > 1, а его сумма является обобщенным решением. В [2,3]
аналогичные результаты получены для задачи (1), (2) с граничными условиями
𝑢(0, 𝑡) = 𝑢(1, 𝑡) = 0 или 𝑢′𝑥(0, 𝑡)+𝛼1𝑢(0, 𝑡)+𝛽1𝑢(1, 𝑡) = 𝑢′𝑥(1, 𝑡)+𝛼2𝑢(0, 𝑡)+𝛽2𝑢(1, 𝑡) = 0.
Наша задача также требует глубокого применения метода А. Н. Крылова. Так же,
как, например, в [2, 3], разбиваем формальный ряд на несколько рядов и суммы
некоторых из них точно вычисляем. В частности, вычисляется ряд 𝑢1(𝑥, 𝑡) (формула
(8)), определяемый резольвентой оператора 𝐿0 : −𝑦′′, 𝑦′(0) − 𝑦′(1) = 𝑦(1) = 0. Этот
оператор имеет бесконечное множество кратных собственных значений, каждому из
которых соответствуют [9] одна собственная и одна присоединенная функции. В итоге
мы получим классическое решение задачи (5)–(7) при минимальных требованиях на
𝜓(𝑥) и обобщенное решение и в крайнем случае 𝜓(𝑥) ∈ 𝐿[0, 1].

1. Преобразование формального решения

При 𝑞(𝑥) ∈ 𝐶[0, 1] вопрос о классическом решении задачи (5)–(7) при минималь-
ных требованиях на 𝜓(𝑥) исследован в [10]. Теперь при 𝑞(𝑥) ∈ 𝐿[0, 1] минимальными
требованиями для существования классического решения являются: 𝜓(𝑥) абсолютно
непрерывна, 𝜓(1) = 0 и 𝜓′(𝑥) ∈ 𝐿𝑝[0, 1], 1 < 𝑝 6 2. А под классическим решением
понимаем функцию 𝑢(𝑥, 𝑡), абсолютно непрерывную вместе с первой производной по
𝑥 и 𝑡 и удовлетворяющую условиям (5)–(7), когда уравнение (5) выполняется п.в.
Для простоты будем считать, что 𝜓(𝑥) ∈ 𝑊 1

2 [0, 1], т. е. 𝜓(𝑥) абсолютно непрерывна
и 𝜓′(𝑥) ∈ 𝐿2[0, 1] (при 𝜓′(𝑥) ∈ 𝐿𝑝[0, 1], 1 < 𝑝 6 2, теорема о классическом решении
задачи (5)–(7) доказывается аналогично с привлечением теоремы Хаусдорфа –Юнга).
Оператор Штурма–Лиувилля, связанный по методу Фурье с задачей (5)–(7), имеет
вид

𝐿𝑦 = −𝑦′′ + 𝑞(𝑥)𝑦, 𝑈1(𝑦) = 𝑦′(0)− 𝑦′(1) + 𝛼1𝑦(0) = 0, 𝑈2(𝑦) = 𝑦(1) = 0.
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Для его собственных значений справедливы асимптотические формулы (4) при
𝑏1 = 𝑏2. Обозначим ̃︀𝛾𝑛 = {𝜌| |𝜌 − 2𝑛𝜋| = 𝛿}, где 𝛿 > 0 и достаточно мало, 𝑛 > 𝑛0, а
𝑛0 таково, что при 𝑛 > 𝑛0 внутри ̃︀𝛾𝑛 находятся по одному 𝜌𝑛 и 𝜌′𝑛 (которые могут
и совпадать). Пусть 𝛾𝑛 — образ ̃︀𝛾𝑛 в 𝜆-плоскости (𝜆 = 𝜌2, Re𝜌 > 0). Формальное
решение задачи (5)–(7) возьмем в виде [11,12]

𝑢(𝑥, 𝑡) = − 1

2𝜋𝑖

⎛⎜⎝ ∫︁
|𝜆|=𝑟

+
∑︁
𝑛>𝑛0

∫︁
𝛾𝑛

⎞⎟⎠ (𝑅𝜆𝜓)
sin 𝜌𝑡

𝜌
𝑑𝜆,

где 𝑟 > 0 таково, что внутри |𝜆| = 𝑟 находятся все собственные значения 𝜆𝑛, 𝜆′𝑛,
для которых 𝑛 < 𝑛0, а 𝑅𝜆 = (𝐿− 𝜆𝐸)−1 — резольвента оператора 𝐿 (𝐸 — единичный
оператор, 𝜆— спектральный параметр). Представляя 𝜓(𝑥) в виде, аналогичном [10,
формула (10)], т. е. 𝜓(𝑥) = 𝜓1(𝑥) + 𝜓2(𝑥), где 𝜓1(𝑥) ∈ 𝑊 1

2 [0, 1], 𝜓1(0) = 𝜓1(1) = 0,
𝜓2(𝑥) ∈ 𝐶2[0, 1],, 𝜓2(𝑥) ∈ 𝐷𝐿 (𝐷𝐿 — область определения оператора 𝐿), для формаль-
ного решения 𝑢(𝑥, 𝑡), учитывая [10, лемма 2], получим формулу

𝑢(𝑥, 𝑡) =
4∑︁

𝑗=1

𝑢𝑗(𝑥, 𝑡),

где

𝑢1(𝑥, 𝑡) = − 1

2𝜋𝑖

⎛⎜⎝ ∫︁
|𝜆|=𝑟

+
∑︁
𝑛>𝑛0

∫︁
𝛾𝑛

⎞⎟⎠ (𝑅0
𝜆𝜓1)

sin 𝜌𝑡

𝜌
𝑑𝜆, (8)

𝑢2(𝑥, 𝑡) = − 1

2𝜋𝑖

⎛⎜⎝ ∫︁
|𝜆|=𝑟

+
∑︁
𝑛>𝑛0

∫︁
𝛾𝑛

⎞⎟⎠ (𝑅𝜆𝜓1 −𝑅0
𝜆𝜓1)

sin 𝜌𝑡

𝜌
𝑑𝜆,

𝑢3(𝑥, 𝑡) = − 1

2𝜋𝑖

⎛⎜⎝ ∫︁
|𝜆|=𝑟

+
∑︁
𝑛>𝑛0

∫︁
𝛾𝑛

⎞⎟⎠ 1

𝜆− 𝜇0

(𝑅0
𝜆𝑔)

sin 𝜌𝑡

𝜌
𝑑𝜆,

𝑢4(𝑥, 𝑡) = − 1

2𝜋𝑖

⎛⎜⎝ ∫︁
|𝜆|=𝑟

+
∑︁
𝑛>𝑛0

∫︁
𝛾𝑛

⎞⎟⎠ 1

𝜆− 𝜇0

(𝑅𝜆𝑔 −𝑅0
𝜆𝑔)

sin 𝜌𝑡

𝜌
𝑑𝜆,

𝑅0
𝜆 — резольвента оператора 𝐿0: 𝐿0𝑦 = −𝑦′′,

𝑈0
1 (𝑦) = 𝑦′(0)− 𝑦′(1) = 0, 𝑈0

2 (𝑦) = 𝑦(1) = 0,

𝜇0 находится вне контуров |𝜆| = 𝑟 и 𝛾𝑛 при 𝑛 > 𝑛0, 𝑔 = (𝐿 − 𝜇0𝐸)𝜓2, поэтому
𝑔(𝑥) ∈ 𝐿[0, 1].

Лемма 1 ([10, теорема 8]). Для 𝑅𝜆 и 𝑅0
𝜆 имеют место формулы

𝑅𝜆𝑓 = 𝑣1(𝑥, 𝜌)(𝑓, 𝑧1) + 𝑣2(𝑥, 𝜌)(𝑓, 𝑧2) + (𝑀𝜌𝑓)(𝑥),

𝑅0
𝜆𝑓 = 𝑣01(𝑥, 𝜌)(𝑓, 𝑧

0
1) + 𝑣02(𝑥, 𝜌)(𝑓, 𝑧

0
2) + (𝑀0

𝜌𝑓)(𝑥),
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где 𝑧𝑗(𝑥, 𝜌) (𝑗 = 1, 2)— решения уравнения 𝑦′′ − 𝑞(𝑥)𝑦 + 𝜌2𝑦 = 0 с начальными
условиями 𝑧1(0, 𝜌) = 𝑧′2(0, 𝜌) = 1, 𝑧′1(0, 𝜌) = 𝑧2(0, 𝜌) = 0,

𝑣1(𝑥, 𝜌) =
1

Δ(𝜌)
{[−𝑢2(𝑧2)𝑧′2(1, 𝜌)− 𝑢1(𝑧2)𝑧2(1, 𝜌)]𝑧1(𝑥, 𝜌)+

+[𝑢1(𝑧1)𝑧2(1, 𝜌) + 𝑢2(𝑧1)𝑧
′
2(1, 𝜌)]𝑧2(𝑥, 𝜌)},

𝑣2(𝑥, 𝜌) =
1

Δ(𝜌)
{[𝑢2(𝑧2)𝑧′1(1, 𝜌) + 𝑢1(𝑧2)𝑧1(1, 𝜌)]𝑧1(𝑥, 𝜌)+

+[−𝑢1(𝑧1)𝑧1(1, 𝜌)− 𝑢2(𝑧1)𝑧
′
1(1, 𝜌)]𝑧2(𝑥, 𝜌)},

Δ(𝜌) = 𝑈1(𝑧1)𝑈2(𝑧2)− 𝑈1(𝑧2)𝑈2(𝑧1), (𝑀𝜌𝑓)(𝑥) =

𝑥∫︁
0

⃒⃒⃒⃒
𝑧1(𝑥, 𝜌) 𝑧2(𝑥, 𝜌)
𝑧1(𝑡, 𝜌) 𝑧2(𝑡, 𝜌)

⃒⃒⃒⃒
𝑓(𝑡)𝑑𝑡,

𝑧01, 𝑧
0
2, 𝑣

0
1, 𝑣

0
2, 𝑀

0
𝜌 — те же, что и 𝑧1, 𝑧2, 𝑣1, 𝑣2, 𝑀𝜌, но взяты для оператора 𝐿0,

т. е. 𝑧01(𝑥, 𝜌) = cos 𝜌𝑥, 𝑧02(𝑥, 𝜌) =
sin 𝜌𝑥

𝜌
,

𝑣01(𝑥, 𝜌) =
1

Δ0(𝜌)
[−𝑧02(1, 𝜌)𝑧01(𝑥, 𝜌) + 𝑧02(𝑥, 𝜌)], 𝑣02(𝑥, 𝜌) =

1

Δ0(𝜌)
[𝑧01(1, 𝜌)− 1]𝑧01(𝑥, 𝜌),

Δ0(𝜌) = 𝑈0
1 (𝑧

0
1)𝑈

0
2 (𝑧

0
2)− 𝑈0

1 (𝑧
0
2)𝑈

0
2 (𝑧

0
1) = 1− cos 𝜌, (𝑓, 𝑔) =

1∫︁
0

𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥.

Обозначим

𝐽1(𝑥, 𝜌) = 𝑣01(𝑥, 𝜌)(𝜓1, 𝑧
0
1) + 𝑣02(𝑥, 𝜌)(𝜓1, 𝑧

0
2),

𝐽2(𝑥, 𝜌) = 𝑣1(𝑥, 𝜌)(𝜓1, 𝑧1) + 𝑣2(𝑥, 𝜌)(𝜓1, 𝑧2)− 𝑣01(𝑥, 𝜌)(𝜓1, 𝑧
0
1)− 𝑣02(𝑥, 𝜌)(𝜓1, 𝑧

0
2),

𝐽3(𝑥, 𝜌) =
1

𝜆− 𝜇0

[𝑣01(𝑥, 𝜌)(𝑔, 𝑧
0
1) + 𝑣02(𝑥, 𝜌)(𝑔, 𝑧

0
2)],

𝐽4(𝑥, 𝜌) =
1

𝜆− 𝜇0

[𝑣1(𝑥, 𝜌)(𝑔, 𝑧1) + 𝑣2(𝑥, 𝜌)(𝑔, 𝑧2)− 𝑣01(𝑥, 𝜌)(𝑔, 𝑧
0
1)− 𝑣02(𝑥, 𝜌)(𝑔, 𝑧

0
2)].

Так как (𝑀𝜌𝑓)(𝑥), (𝑀0
𝜌𝑓)(𝑥)— целые по 𝜆, то по лемме 1

𝑢(𝑥, 𝑡) =
4∑︁

𝑗=1

𝑢𝑗(𝑥, 𝑡) =
4∑︁

𝑗=1

(︂
− 1

2𝜋𝑖

)︂⎛⎜⎝ ∫︁
|𝜆|=𝑟

+
∑︁
𝑛>𝑛0

∫︁
𝛾𝑛

⎞⎟⎠ 𝐽𝑗(𝑥, 𝜌)
sin 𝜌𝑡

𝜌
𝑑𝜆.

2. Исследование ряда 𝑢1(𝑥, 𝑡)
Будем исследовать ряды 𝑢𝑗(𝑥, 𝑡) (𝑗 = 1, 2, 3, 4). Сначала исследуем ряд 𝑢1(𝑥, 𝑡).

Лемма 2. Имеет место формула

𝑢1(𝑥, 𝑡) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑢(1)𝑛 (𝑥, 𝑡), (9)

где 𝑢(1)0 (𝑥, 𝑡) = 2(1− 𝑥)𝑡(𝜓1, 1),

𝑢(1)𝑛 (𝑥, 𝑡) =
2

𝑛𝜋
𝑎𝑛 sin 𝜌𝑛𝑥 sin 𝜌𝑛𝑡+

1

(𝑛𝜋)2
𝑏𝑛 sin 𝜌𝑛𝑥 sin 𝜌𝑛𝑡+
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+
2

𝑛𝜋
𝑏𝑛(1− 𝑥) cos 𝜌𝑛𝑥 sin 𝜌𝑛𝑡−

2

𝑛𝜋
𝑏𝑛𝑡 sin 𝜌𝑛𝑥 cos 𝜌𝑛𝑡, 𝑛 = 1, 2, ..., (10)

𝑎𝑛 = (𝜉𝜓1(𝜉), sin 𝜌𝑛𝜉), 𝑏𝑛 = (𝜓1(𝜉), cos 𝜌𝑛𝜉), 𝜌𝑛 = 2𝑛𝜋.

Доказательство получается по теореме вычетов.

Лемма 3. Имеет место формула

𝑢1(𝑥, 𝑡) = 𝑢
(1)
0 (𝑥, 𝑡) + 𝑉 (𝑥+ 𝑡)− 𝑉 (𝑥− 𝑡), (11)

где 𝑉 (𝑥) =
3∑︀

𝑖=1

𝑆𝑖(𝑥), 𝑆1(𝑥) = −
∞∑︀
𝑛=1

1
𝑛𝜋
𝑎𝑛 cos 𝜌𝑛𝑥, 𝑆2(𝑥) = (1 − 𝑥)

∞∑︀
𝑛=1

1
𝑛𝜋
𝑏𝑛 sin 𝜌𝑛𝑥,

𝑆3(𝑥) = −1
2

∞∑︀
𝑛=1

1
(𝑛𝜋)2

𝑏𝑛 cos 𝜌𝑛𝑥.

Доказательство. По формулам умножения тригонометрических функций из (10)
получаем

𝑢(1)𝑛 (𝑥, 𝑡) = 𝑉𝑛(𝑥+ 𝑡)− 𝑉𝑛(𝑥− 𝑡),

где 𝑉𝑛(𝑥) = − 𝑎𝑛
𝑛𝜋

cos 𝜌𝑛𝑥 + 𝑏𝑛
𝑛𝜋
(1 − 𝑥) sin 𝜌𝑛𝑥 − 𝑏𝑛

2(𝑛𝜋)2
cos 𝜌𝑛𝑥. Отсюда и из (9) сразу

следует (11). �

Лемма 4. Ряд 𝑉 (𝑥) сходится равномерно на любом отрезке и для его суммы
имеет место формула

𝑉 (𝑥) =

𝑥∫︁
0

𝑑𝜏

𝜏∫︁
0

[︂
1

2
̃︁𝜓1(𝜏1)− (𝜓1, 1)

]︂
𝑑𝜏1 + (1− 𝑥)

𝑥∫︁
0

[︂
1

2
̃︁𝜓1(𝜏)− (𝜓1, 1)

]︂
𝑑𝜏−

−1

2
̃︁𝑊 (𝑥)− 1

2

∞∑︁
𝑛=1

1

(𝑛𝜋)2
(𝜓1, cos 𝜌𝑛𝜉) + (𝑊, 1), (12)

где ̃︁𝜓1(𝑥)(̃︁𝑊 (𝑥)) есть четное 1-периодическое продолжение функции 𝜓1(𝑥) +

+𝜓1(1− 𝑥)(𝑊 (𝑥) +𝑊 (1− 𝑥)), 𝑥 ∈ [0, 1
2
] и 𝑊 (𝑥) =

1∫︀
𝑥

𝜏𝜓1(𝜏)𝑑𝜏 .

Доказательство. Сначала найдем сумму ряда 𝑆1(𝑥). Имеем sin 𝜌𝑛𝜉
𝑛𝜋

= 2
𝜉∫︀
0

cos 𝜌𝑛𝜏𝑑𝜏

и
∞∑︀
𝑛=1

1
𝑛𝜋
𝑎𝑛 cos 𝜌𝑛𝑥 = 2

∞∑︀
𝑛=1

(𝑊, cos 𝜌𝑛𝜉) cos 𝜌𝑛𝑥. Поскольку

(𝑊, cos 𝜌𝑛𝜉) = (𝑊 (𝜉) +𝑊 (1− 𝜉), cos 𝜌𝑛𝜉) 1
2
,

где (𝑓, 𝑔) 1
2
=

1/2∫︀
0

𝑓(𝜉)𝑔(𝜉)𝑑𝜉, то

−𝑆1(𝑥) =
∞∑︁
𝑛=1

1

𝑛𝜋
𝑎𝑛 cos 𝜌𝑛𝑥 = 2

∞∑︁
𝑛=1

(𝑊 (𝜉) +𝑊 (1− 𝜉), cos 𝜌𝑛𝜉) cos 𝜌𝑛𝑥.

Поэтому

𝑆1(𝑥) = −1

2
̃︁𝑊 (𝑥) + (𝑊, 1). (13)
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Для ряда 𝑆2(𝑥) сначала рассмотрим

∞∑︁
𝑛=1

𝑏𝑛 cos 𝜌𝑛𝑥 =
∞∑︁
𝑛=1

(𝜓1(𝜉) + 𝜓1(1− 𝜉), cos 𝜌𝑛𝜉) 1
2
cos 𝜌𝑛𝑥. (14)

Этот ряд является рядом Фурье функции 1
4
̃︁𝜓1(𝑥)− 1

2
(𝜓1, 1). Интегрируя (14), получаем

𝑆2(𝑥) = (1− 𝑥)

𝑥∫︁
0

[︂
1

2
̃︁𝜓1(𝜏)− (𝜓1, 1)

]︂
𝑑𝜏. (15)

А интегрируя (14) два раза, получим

∞∑︁
𝑛=1

1

(𝑛𝜋)2
𝑏𝑛 cos 𝜌𝑛𝑥 = −

𝑥∫︁
0

𝑑𝜏

𝜏∫︁
0

[̃︁𝜓1(𝜏1)− 2(𝜓1, 1)]𝑑𝜏1 +
∞∑︁
𝑛=1

1

(𝑛𝜋)2
(𝜓1, cos 𝜌𝑛𝜉).

Поэтому

𝑆3(𝑥) =
1

2

𝑥∫︁
0

𝑑𝜏

𝜏∫︁
0

[̃︁𝜓1(𝜏1)− 2(𝜓1, 1)]𝑑𝜏1 −
1

2

∞∑︁
𝑛=1

1

(𝑛𝜋)2
(𝜓1, cos 𝜌𝑛𝜉). (16)

Из (13), (15) и (16) следует (12). �

Теорема 1. Ряд 𝑢1(𝑥, 𝑡) сходится равномерно по 𝑥 ∈ [0, 1] и 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] при
любом 𝑇 > 0, его сумма определяется формулой (11), где 𝑉 (𝑥) есть (12), п.в.
удовлетворяет уравнению (5) при 𝑞(𝑥) = 0.

Доказательство. Формула (11) сразу следует из лемм 3, 4, а доказательство
последнего утверждения проводится, как и в [5, лемма 6], введением множества

𝑀 = {𝑥|𝑥 ∈ [−𝐴,𝐴], ̃︁𝜓′
1(𝑥), 𝑊 (𝑥)

′′
конечны} и учетом того, что ̃︁𝜓1(𝑥) ∈ 𝑊 1

2 [−𝐴,𝐴],̃︁𝑊 (𝑥) ∈ 𝑊 2
2 [−𝐴,𝐴] при любом 𝐴 > 0. �

Продолжение следует.
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