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Аннотация. Цель статьи — разработка алгоритмов построения ступенчатых жестких фреймов
в произвольной локально компактной нульмерной группе. Вначале указываем способ постро-
ения ступенчатой масштабирующей функции. Для построения масштабирующей функции
используем ориентированное дерево и указываем условия на дерево, при котором оно порожда-
ет маску 𝑚0 масштабирующей функции. Затем находим условия на маски 𝑚0,𝑚1, . . . ,𝑚𝑞, при
которых соответствующие вейвлет функции 𝜓1, 𝜓2, . . . , 𝜓𝑞 порождают жесткий фрейм. Для
этого используем принцип унитарного расширения. Используя найденные условия, указываем
конструктивный способ построения таких масок. В заключение приводим примеры построения
жестких фреймов.
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Abstract. In this article, we obtain methods for constructing step tight frames on an arbitrary
locally compact zero-dimensional group. To do this, we use the principle of unitary extension.
First, we indicate a method for constructing a step scaling function on an arbitrary zero-
dimensional group. To construct the scaling function, we use an oriented tree and specify the
conditions on the tree under which the tree generates the mask 𝑚0 of a scaling function. Then we
find conditions on the masks 𝑚0,𝑚1, . . . ,𝑚𝑞 under which the corresponding wavelet functions
𝜓1, 𝜓2, . . . , 𝜓𝑞 generate a tight frame. Using these conditions, we indicate a way of constructing
such masks. In conclusion, we give examples of the construction of tight frames.
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Введение

Жесткие вейвлет фреймы (их часто называют фреймами Парсеваля) на прямой
являются важным инструментов в обработке изображений [1]. Жесткие вейвлет
фреймы, основанные на кратномасштабном анализе (КМА), можно рассматривать как
обобщение ортогональных вейвлетов, полученных из КМА. Основным инструментом
их построения является принцип унитарного расширения и некоторые его модифи-
кации. В 1997 г. публикация [2] принципа унитарного расширения для построения
жестких вейвлет фреймов в R повлекла новую волну как теоретических исследований,
так и приложений к обработке информации. Полученные таким образом фреймы
имеют быстрые алгоритмы как разложения, так и восстановления, чем и обусловлена
их привлекательность. В качестве примера можно привести жесткие фреймы, постро-
енные по центрированным 𝐵-сплайнам порядка 𝑚. Большой список публикаций на
эту тему можно найти в [1].

Используя принцип унитарного расширения, удалось построить жесткие вейвлет
фреймы в группах Виленкина [3] и в полях положительной характеристики [4,5]. В
поле Q𝑝 𝑝-адических чисел указан метод нахождения вейвлет фреймов по заданному
КМА (𝑉𝑛) с масштабирующей функцией 𝜙 и маской 𝑚0 [6]. Доказывается, что
вейвлеты 𝜓(1), . . . , 𝜓(𝑟) ∈ 𝑉1 порождают фрейм (с различными границами), если 𝜙
имеет компактный носитель и

span{𝜓(𝑗)(𝑥−̇ℎ) : 𝑗, ℎ} = 𝑊0,

где 𝑊0 — ортогональное дополнение 𝑉0 до 𝑉1, т. е. 𝑉1 = 𝑉0
⨁︀

𝑊0. При построении этих
фреймов не использовался принцип унитарного расширения, и полученные фреймы
не являются жесткими. В случае произвольной нульмерной группы ортогональный
КМА и соответствующие вейвлеты построены в [7], но методов построения жестких
фреймов и даже примеров (кроме ортонормированных базисов) нет.

В этой статье предлагается метод построения жестких фреймов в произволь-
ной локально компактной нульмерной группе, основанный на принципе унитарного
расширения.
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Статья организована следующим образом. В разд. 1 приведены основные понятия
и факты из теории нульмерных групп. В разд. 2 обсуждается вопрос построения
масштабирующей функции 𝜙 и ее маски 𝑚0. Для построения маски используется
дерево, в вершинах которого стоят значения маски. В конструкции жестких вейвлет
фреймов, основанных на КМА, функции 𝜓(ℓ), порождающие жесткий вейвлет фрейм,
ищутся из соотношения

𝜓(ℓ)(𝜒) = 𝜙(𝜒𝐴−1)𝑚ℓ(𝜒), (ℓ = 1, 2, . . . , 𝑞),

и задача построения вейвлетов 𝜓(ℓ) сводится к нахождению масок 𝑚ℓ. В теореме 3
(разд. 3) принцип унитарного расширения адаптирован для произвольной нульмерной
группы. Указываются условия на маски 𝑚ℓ, при которых система сжатий и сдвигов
𝑝

𝑛
2𝜓(ℓ)(𝒜𝑛𝑥−̇ℎ) образует жесткий фрейм, и дана конструкция таких масок. Приводятся

примеры.

1. Нульмерные группы и их характеры
Пусть (𝐺, +̇)— локально компактная нульмерная абелева группа, топология в

которой порождена системой открытых подгрупп [8]

· · · ⊃ 𝐺−𝑛 ⊃ · · · ⊃ 𝐺−1 ⊃ 𝐺0 ⊃ 𝐺1 ⊃ · · · ⊃ 𝐺𝑛 ⊃ · · · ,

где
⋃︀+∞

𝑛=−∞𝐺𝑛 = 𝐺,
⋂︀+∞

𝑛=−∞𝐺𝑛 = {0}. 𝑝— порядок смежных классов 𝐺𝑛/𝐺𝑛+1 при
всех 𝑛 ∈ Z. Будем всегда предполагать, что 𝑝— простое число. Последовательность
подгрупп 𝐺𝑛 обычно называют базисной цепочкой.

В этом случае база топологии образована всевозможными смежными классами
𝐺𝑛+̇𝑔, 𝑔 ∈ 𝐺. При каждом 𝑛 ∈ Z выбираем элемент 𝑔𝑛 ∈ 𝐺𝑛 ∖𝐺𝑛+1 и фиксируем его.
Тогда любой элемент 𝑔 ∈ 𝐺 однозначно представим в виде

𝑔 =
+∞∑︁

𝑛=−∞

𝑎𝑛𝑔𝑛, 𝑎𝑛 = 0, 𝑝− 1. (1)

Сумма (1) содержит конечное число слагаемых с отрицательными номерами. Си-
стему (𝑔𝑛)𝑛∈Z будем называть базисной. Отображение 𝜆 : 𝐺 → [0,+∞), определен-

ное равенством 𝜆(𝑔) =
+∞∑︀
𝑛=𝑚

𝑎𝑛𝑝
−𝑛−1, называют отображением Монна [9]. Очевидно

𝜆(𝐺𝑛) = [0, 𝑝−𝑛].
Классическим примером нульмерной группы является группа Виленкина и группа

𝑝-адических чисел (см. [8, ч. 1, § 2]). Через 𝑋 будем обозначать набор характе-
ров группы (𝐺, +̇), который есть группа относительно умножения. Пусть далее
𝐺⊥

𝑛 = {𝜒 ∈ 𝑋 : ∀𝑥 ∈ 𝐺𝑛 , 𝜒(𝑥) = 1}— аннулятор подгруппы 𝐺𝑛. Каждый аннуля-
тор 𝐺⊥

𝑛 является группой относительно умножения, и подгруппы 𝐺⊥
𝑛 образуют

возрастающую последовательность

· · · ⊂ 𝐺⊥
−𝑛 ⊂ · · · ⊂ 𝐺⊥

0 ⊂ 𝐺⊥
1 ⊂ · · · ⊂ 𝐺⊥

𝑛 ⊂ · · · (2)

с условиями
⋃︀+∞

𝑛=−∞𝐺⊥
𝑛 = 𝑋,

⋂︀+∞
𝑛=−∞𝐺⊥

𝑛 = {1}.
Смежные классы 𝐺⊥

𝑛+1/𝐺
⊥
𝑛 имеют порядок 𝑝. Группа характеров 𝑋 есть нуль-

мерная с базисной цепочкой (2). Эта группа может быть снабжена топологией,
использующей базисную цепочку (2). Семейство смежных классов 𝐺⊥

𝑛 · 𝜒, 𝜒 ∈ 𝑋
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можно выбрать в качестве базы топологии. Семейство таких смежных классов вместе
с пустым множеством образует полукольцо X . Используя смежные классы 𝐺⊥

𝑛 · 𝜒,
можно определить меру 𝜈 посредством равенств 𝜈(𝐺⊥

𝑛 · 𝜒) = 𝜈(𝐺⊥
𝑛 ) = 𝑝𝑛. Мера 𝜈

может быть продолжена на 𝜎-алгебру измеримых множеств стандартным способом.
Используя эту меру, можно построить абсолютно сходящийся интеграл

∫︀
𝑋

𝐹 (𝜒) 𝑑𝜈(𝜒).

Интеграл
∫︀
𝐺

𝑓(𝑥) 𝑑𝜇(𝑥) определяется аналогично.

Значение 𝜒(𝑔) характера 𝜒 на элементе 𝑔 ∈ 𝐺 будем обозначать (𝜒, 𝑔). Преобра-
зование Фурье ̂︀𝑓 функции 𝑓 ∈ 𝐿2(𝐺) определяется равенством

̂︀𝑓(𝜒) = ∫︁
𝐺

𝑓(𝑥)(𝜒, 𝑥) 𝑑𝜇(𝑥) = lim
𝑛→+∞

∫︁
𝐺−𝑛

𝑓(𝑥)(𝜒, 𝑥) 𝑑𝜇(𝑥),

где предел понимается по норме 𝐿2(𝑋). Для любой 𝑓 ∈ 𝐿2(𝐺) справедлива формула
обращения

𝑓(𝑥) =

∫︁
𝑋

̂︀𝑓(𝜒)(𝜒, 𝑥) 𝑑𝜈(𝜒) = lim
𝑛→+∞

∫︁
𝐺⊥

𝑛

̂︀𝑓(𝜒)(𝜒, 𝑥) 𝑑𝜈(𝜒),
где предел также понимается по норме 𝐿2(𝐺). Если 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿2(𝐺), то справедлива
формула Планшереля [8]∫︁

𝐺

𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) 𝑑𝜇(𝑥) =

∫︁
𝑋

̂︀𝑓(𝜒)̂︀𝑔(𝜒) 𝑑𝜈(𝜒).
С введенной топологией группа 𝑋 характеров также будет локально компактной

нульмерной группой. Кроме того, имеется двойственная ситуация: каждый элемент
𝑥 ∈ 𝐺 есть характер группы 𝑋, и 𝐺𝑛 есть аннулятор подгруппы 𝐺⊥

𝑛 . В дальнейшем
объединение дизъюнктных множеств 𝐸𝑗 будем обозначать через

⨆︀
𝐸𝑗.

Для произвольного 𝑛 ∈ Z выберем характер 𝑟𝑛 ∈ 𝐺⊥
𝑛+1∖𝐺⊥

𝑛 и зафиксируем его.
Совокупность функций (𝑟𝑛)𝑛∈Z называется системой Радемахера. Любой характер 𝜒
может быть записан в виде произведения 𝜒 =

∏︀+∞
𝑗=−𝑚 𝑟

𝛼𝑗

𝑗 , 𝛼𝑗 = 0, 𝑝− 1.
Обозначим

𝐻0 = {ℎ ∈ 𝐺 : ℎ = 𝑎−1𝑔−1+̇𝑎−2𝑔−2+̇ . . . +̇𝑎−𝑠𝑔−𝑠, 𝑠 ∈ N, 𝑎𝑗 = 0, 𝑝− 1},
𝐻

(𝑠)
0 = {ℎ ∈ 𝐺 : ℎ = 𝑎−1𝑔−1+̇𝑎−2𝑔−2+̇ . . . +̇𝑎−𝑠𝑔−𝑠, 𝑎𝑗 = 0, 𝑝− 1}, 𝑠 ∈ N.

При отображении Монна 𝜆(𝐻0) = N0 = N
⨆︀
{0} и 𝜆(𝐻

(𝑠)
0 ) = N0

⋂︀
[0, 𝑝𝑠−1]. Это

означает, что 𝐻0 есть аналог множества N0 целых неотрицательных чисел.

Определение 1. Определим отображение 𝒜 : 𝐺→ 𝐺 равенством 𝒜𝑥 :=
+∞∑︀

𝑛=−∞
𝑎𝑛𝑔𝑛−1,

где 𝑥 =
+∞∑︀

𝑛=−∞
𝑎𝑛𝑔𝑛 ∈ 𝐺. Так как каждый элемент 𝑥 ∈ 𝐺 однозначно представляется в

виде 𝑥 =
∑︀
𝑎𝑛𝑔𝑛, то отображение 𝒜 : 𝐺→ 𝐺 взаимно однозначно. Отображение 𝒜

называется оператором растяжения, если 𝒜(𝑥+̇𝑦) = 𝒜𝑥+̇𝒜𝑦 для всех 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺.

Отметим, что если 𝐺— группа Виленкина (𝑝 · 𝑔𝑛 = 0) или группа всех 𝑝-адических
чисел (𝑝·𝑔𝑛 = 𝑔𝑛+1), то 𝒜 есть аддитивный оператор и, следовательно, оператор растя-
жения. Более того, если существуют фиксированные числа 𝑐1, 𝑐2, . . . , 𝑐𝜏 = 0, 𝑝− 1 та-
кие, что 𝑝𝑔𝑛 = 𝑐1𝑔𝑛+1+̇𝑐2𝑔𝑛+2+̇ · · · +̇𝑐𝜏𝑔𝑛+𝜏 , тогда оператор 𝒜 будет аддитивным. Будем
предполагать, что это условие выполнено. По определению положим (𝜒𝒜, 𝑥) = (𝜒,𝒜𝑥).
Ясно, что 𝒜𝑔𝑛 = 𝑔𝑛−1, 𝑟𝑛𝒜 = 𝑟𝑛+1, 𝒜𝐺𝑛 = 𝐺𝑛−1, 𝐺

⊥
𝑛𝒜 = 𝐺⊥

𝑛+1.
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Лемма 1 ([10]). Для любой нульмерной группы:
1)
∫︀
𝐺⊥

0

(𝜒, 𝑥) 𝑑𝜈(𝜒) = 1𝐺0(𝑥); 2)
∫︀
𝐺0

(𝜒, 𝑥) 𝑑𝜇(𝑥) = 1𝐺⊥
0
(𝜒);

3)
∫︀
𝐺⊥

𝑛

(𝜒, 𝑥) 𝑑𝜈(𝜒) = 𝑝𝑛1𝐺𝑛(𝑥); 4)
∫︀
𝐺𝑛

(𝜒, 𝑥) 𝑑𝜇(𝑥) = 1
𝑝𝑛
1𝐺⊥

𝑛
(𝜒).

Лемма 2 ([10]). Пусть 𝜒𝑛,𝑠 = 𝑟𝛼𝑛
𝑛 𝑟

𝛼𝑛+1

𝑛+1 . . . 𝑟
𝛼𝑛+𝑠

𝑛+𝑠 есть характер, не принадлежа-
щий 𝐺⊥

𝑛 . Тогда
∫︀

𝐺⊥
𝑛 𝜒𝑛,𝑠

(𝜒, 𝑥) 𝑑𝜈(𝜒) = 𝑝𝑛(𝜒𝑛,𝑠, 𝑥)1𝐺𝑛(𝑥).

Лемма 3 ( [10]). Пусть ℎ𝑛,𝑠 = 𝑎𝑛−1𝑔𝑛−1+̇𝑎𝑛−2𝑔𝑛−2+̇ . . . +̇𝑎𝑛−𝑠𝑔𝑛−𝑠 /∈ 𝐺𝑛. Тогда∫︀
𝐺𝑛+̇ℎ𝑛,𝑠

(𝜒, 𝑥) 𝑑𝜇(𝑥) = 1
𝑝𝑛
(𝜒, ℎ𝑛,𝑠)1𝐺⊥

𝑛
(𝜒).

Определение 2 ([10]). Пусть 𝑀,𝑁 ∈ N. Обозначим через D𝐺𝑀
(𝐺−𝑁) множество

функций 𝑓 ∈ 𝐿2(𝐺) таких, что: 1) supp 𝑓 ⊂ 𝐺−𝑁 ; 2) 𝑓 постоянна на смежных классах
𝐺𝑀+̇𝑔. Класс D𝐺−𝑁

(𝐺⊥
𝑀) определяется аналогично.

Лемма 4 ([11]). Для любых фиксированных 𝛼0, 𝛼1, . . . , 𝛼𝑠 = 0, 1, . . . , 𝑝 − 1 мно-
жество 𝐻0 есть ортонормированный базис в 𝐿2(𝐺

⊥
0 𝑟

𝛼0
0 𝑟

𝛼1
1 . . . 𝑟𝛼𝑠

𝑠 ).

Лемма 5 ([11]). Пусть 𝑠 ∈ N. Для любых фиксированных 𝛼−1, . . . , 𝛼−𝑠 = 0, 𝑝− 1
семейство 𝑝

𝑠
2𝒜𝑠𝐻0 есть ортонормированный базис в 𝐿2(𝐺

⊥
−𝑠𝑟

𝛼−𝑠

−𝑠 . . . 𝑟
𝛼−1

−1 ).

Лемма 6. Если 𝜙 ∈ D𝐺0(𝐺−𝑁), то 𝜙 периодична с любым периодом 𝑔 ∈ 𝐺0.

Это очевидно.
Для данной функции 𝜙 ∈ D𝐺𝑀

(𝐺−𝑁) определяем подпространства

𝑉𝑛 = span{𝜙(𝒜𝑛 · −̇ℎ), ℎ ∈ 𝐻0}, 𝑛 ∈ Z.

Будем говорить, что подпространства {𝑉𝑛} образуют КМА в 𝐿2(𝐺), если выполне-
ны условия

𝑉𝑛 ⊂ 𝑉𝑛+1, 𝑛 ∈ Z, ∪𝑛𝑉𝑛 = 𝐿2(𝐺), ∩𝑛𝑉𝑛 = {0}.

Функцию 𝜙 ∈ 𝐿2(𝐺) называют масштабирующей, если

𝜙(𝑥) = 𝑝
∑︁
ℎ∈𝐻0

𝛽ℎ𝜙(𝒜𝑥−̇ℎ) (3)

для некоторой последовательности (𝛽ℎ) ∈ 𝑙2. Равенство (3) называют масштабирую-
щим уравнением. В частотной форме равенство (3) имеет вид

𝜙(𝜒) = 𝑚0(𝜒)𝜙(𝜒𝒜−1), 𝑚0(𝜒) =
∑︁
ℎ∈𝐻0

𝛽ℎ(𝜒𝒜−1, ℎ),

где 𝑚0 — маска для (3).

Лемма 7 ([11]). Если масштабирующая функция 𝜙 ∈ D𝐺𝑀
(𝐺−𝑁), 𝑀,𝑁 ∈ N,

то масштабирующее уравнение имеет вид

𝜙(𝑥) = 𝑝
∑︁

ℎ∈𝐻(𝑁+1)
0

𝛽ℎ𝜙(𝒜𝑥−̇ℎ).
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Если система сдвигов (𝜙(𝑥−̇ℎ))ℎ∈𝐻0 образует ортонормированный базис в 𝑉0, то
КМА (𝑉𝑛) называют ортогональным. Ортогональный КМА используют для построе-
ния ортогональных аффинных систем, которые образуют базис 𝐿2(G).

Теорема 1 ([7]). Пусть 𝜙 ∈ D𝐺0(𝐺−𝑁)— масштабирующая функция и |𝜙(𝜒)| =
= 1𝐺⊥

0
(𝜒). Тогда 𝜙 порождает ортогональный КМА .

Условие |𝜙(𝜒)| = 1𝐺⊥
0
(𝜒) можно заменить на более слабое.

Теорема 2. Пусть 𝜙 ∈ D𝐺0(𝐺−𝑁)— масштабирующая функция, для которой
𝜙(𝐺⊥

−𝑁) = 1 и |𝜙(𝜒)| 6 1. Тогда 𝜙 порождает КМА.

Доказательство. 1. Покажем, что 𝑉0 ⊂ 𝑉1. Заметим, что 𝜙 периодична с любым
периодом 𝑎0𝑔0+̇𝑎1𝑔1+̇ . . . +̇𝑎𝜈𝑔𝜈 . В частности, если 𝑥 ∈ 𝐺0+̇𝑎−1𝑔−1+̇ . . . +̇𝑎−𝑠𝑔−𝑠, то
(𝑥+̇𝑎0𝑔0+̇𝑎1𝑔1+̇ . . . +̇𝑎𝜈𝑔𝜈) ∈ 𝐺0+̇𝑎−1𝑔−1+̇𝑎−2𝑔−2+̇ . . . +̇𝑎−𝑠𝑔−𝑠. Это означает, что

𝜙(𝑥±̇(𝑎0𝑔0+̇𝑎1𝑔1+̇ . . . +̇𝑎𝜈𝑔𝜈)) = 𝜙(𝑥).

Пусть 𝑓 ∈ 𝑉0. По определению подпространства 𝑉0 для любого 𝜀 > 0 существуют
числа 𝑐0,ℎ̃ такие, что

‖𝑓(·)−
∑︁

ℎ̃∈ℎ(𝑚)
0

𝑐0,ℎ̃𝜙(·−̇ℎ̃)‖2 < 𝜀. (4)

Так как 𝜙 масштабирующая, то

𝜙(𝑥−̇ℎ̃) =
∑︁

ℎ∈𝐻(𝑁+1)
0

𝛽ℎ𝜙(𝒜𝑥−̇𝒜ℎ̃−̇ℎ). (5)

Ввиду периодичности

𝜙(𝒜𝑥−̇𝒜ℎ̃−̇ℎ) = 𝜙(𝒜𝑥−̇𝛼−1𝑔−1−̇𝛼−2𝑔−2−̇ · −̇𝛼−𝑡𝑔−𝑡)

для некоторых 𝛼𝑗. Поэтому из (4) и (5) следует 𝑓 ∈ 𝑉1.
2. Покажем, что

⋂︀
𝑛∈Z 𝑉𝑛 = {0}. Если 𝑓 ∈

⋂︀
𝑛∈Z 𝑉𝑛, то 𝑓(𝑥) = const на 𝐺𝑛 для всех

𝑛. Из этого следует, что 𝑓(𝑥) = 0 .
3. Равенство

⋃︀
𝑛∈Z 𝑉𝑛 = 𝐿2(𝐺) следует из леммы 13. Теорема доказана. �

Можно выбрать маску 𝑚0(𝜒) ∈ D𝐺⊥
−𝑁

(𝐺⊥
0 ) так, что 𝑚0(𝐺

⊥
−𝑁) = 1, |𝑚0(𝜒)| = 1𝐺⊥

0
(𝜒).

Тогда соответствующая масштабирующая функция 𝜙 порождает ортогональный КМА.
В этом случае ортогональные вейвлеты 𝜓ℓ(𝑥) определяются равенствами

𝜓ℓ(𝑥) =
∑︁
ℎ∈𝐻0

𝛽
(ℓ)
ℎ 𝜙(𝒜𝑥−̇ℎ). (6)

В частотной форме (6) записывается в виде

𝜓ℓ(𝜒) = 𝜙(𝜒𝐴−1)𝑚ℓ(𝜒), ℓ = 1, 2, . . . , 𝑝− 1,

где 𝑚ℓ(𝜒) = 𝑚0(𝜒𝑟
−ℓ
0 ).

Система (𝜓ℓ(𝑥−̇ℎ))ℎ∈𝐻0,ℓ=1,2,...,𝑝−1 есть ортогональный базис ортогонального допол-
нения 𝑉1 ⊖ 𝑉0 = {𝑥 ∈ 𝑉1 : 𝑥⊥𝑉0} [7].
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Если сдвиги (𝜙(𝑥−̇ℎ))ℎ∈𝐻0 не ортогональны, то можно пытаться выбрать функции
𝜓ℓ(𝑥) так, чтобы для любой 𝑓 ∈ 𝐿2(𝐺)

𝑓(𝑥) =
𝑟∑︁

ℓ=1

∑︁
𝑛∈Z

∑︁
ℎ∈𝐻0

(𝑓, 𝜓ℓ(𝒜𝑛 · −̇ℎ))𝜓ℓ(𝒜𝑛𝑥−̇ℎ).

В этом случае аффинная система 𝜓ℓ(𝒜𝑛𝑥−̇ℎ) называется фреймом Парсеваля или
жестким вейвлет фреймом.

В статье построены жесткие вейвлет фреймы на произвольной нульмерной локаль-
но компактной группе. Поскольку в произвольной нульмерной группе неизвестно,
как ведет себя маска за пределами подгруппы 𝐺⊥

1 , рассматривается случай, когда
масштабирующая функция 𝜙(𝑥) ∈ D𝐺0(𝐺−𝑁), что эквивалентно 𝜙(𝜒) ∈ D𝐺⊥

−𝑁
(𝐺⊥

0 ).

2. Масштабирующие функции в нульмерных группах

В этом параграфе предложен способ построения масштабирующих функций
𝜙 ∈ D𝐺0(𝐺−𝑁), т.е. 𝜙 ∈ D𝐺⊥

−𝑁
(𝐺⊥

0 ).
Очевидно, что маска

𝑚0(𝜒) =
∑︁

ℎ∈𝐻(𝑁+1)
0

𝛽ℎ(𝜒,𝐴−1ℎ) (7)

постоянна на смежных классах 𝐺⊥
−𝑁𝑟

𝛼−𝑁

−𝑁 . . . 𝑟
𝛼−𝑁+𝑠

−𝑁+𝑠 .
Пусть 𝑚0(𝐺

⊥
0 𝒜−𝑁) = 1. Тогда 𝜙(𝜒) = 𝑚0(𝜒)𝑚0(𝜒𝒜−1) . . .𝑚0(𝜒𝒜−𝑁).

Обозначим значения маски на 𝐺⊥
−𝑁 через

𝜆𝑗 = 𝜆𝛼−𝑁𝛼−𝑁+1...𝛼0 := 𝑚0(𝐺
⊥
−𝑁𝑟

𝛼−𝑁

−𝑁 𝑟
𝛼−𝑁+1

−𝑁+1 . . . 𝑟
𝛼0
0 ).

Здесь 𝑗 = 𝛼−𝑁 + 𝛼−𝑁+1𝑝+ . . .+ 𝛼0𝑝
𝑁 .

Матрица 𝑝−
𝑁+1

2 (𝜒,𝒜−1ℎ) унитарна. Поэтому маска 𝑚0 определяется своими значе-
ниями на смежных классах

𝐺⊥
−𝑁𝑟

𝛼−𝑁

−𝑁 𝑟
𝛼−𝑁+1

−𝑁+1 . . . 𝑟
𝛼0
0 . (8)

Так как (𝜒𝒜−1, ℎ) постоянна на смежных классах (8), имеем

(𝜒𝒜−1, ℎ) = (𝐺⊥
−𝑁𝑟

𝛼−𝑁

−𝑁 . . . 𝑟𝛼0
0 , 𝑎−1𝑔0+̇𝑎−2𝑔−1+̇ . . .+ 𝑎−𝑁−1𝑔−𝑁) = 𝐴𝑚,𝑛,

где 𝑚 = 𝛼−𝑁 + 𝛼−𝑁+1𝑝+ . . .+ 𝛼0𝑝
𝑁 , 𝑛 = 𝑎−1 + 𝑎−2𝑝+ . . .+ 𝑎−𝑁−1𝑝

𝑁 .
Запишем равенство (7) в виде

⎛⎜⎜⎜⎝
𝐴0,0 𝐴0,1 . . . 𝐴0,𝑝𝑁+1−1

𝐴1,0 𝐴1,1 . . . 𝐴1,𝑝𝑁+1−1

𝐴2,0 𝐴2,1 . . . 𝐴2,𝑝𝑁+1−1

. . . . . . . . . . . .
𝐴𝑝𝑁+1−1,0 𝐴𝑝𝑁+1−1,1 . . . 𝐴𝑝𝑁+1−1,𝑝𝑁+1−1

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎜⎝

𝛽0
𝛽1
𝛽2
...

𝛽𝑝𝑁+1−1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝜆0
𝜆1
𝜆2
...

𝜆𝑝𝑁+1−1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .
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Для нахождения 𝜆𝑗 строим дерево 𝑇 (рис. 1).

G⊥
1 ∖G⊥

0 :𝜆𝑝𝑁 ...𝜆𝑝𝑁+𝑝−1 ...𝜆𝑝𝑁+𝑝2−𝑝 ...𝜆𝑝𝑁+𝑝2−1 𝜆𝑝𝑁+1−2𝑝 𝜆𝑝𝑁+1−𝑝−1... 𝜆𝑝𝑁+1−𝑝 ...𝜆𝑝𝑁+1−1

G⊥
0 ∖G⊥

−1: 𝜆𝑝𝑁−1
�
�

@
@

····
····
··

𝜆𝑝𝑁−1+𝑝−1. . . . �
�

@
@

····
····
··

𝜆𝑝𝑁−𝑝 . . . .�
�

@
@

····
····
··

....

...

�
�

@
@

𝜆𝑝𝑁−1
····
····
··

𝜆𝑝𝑁−2G⊥
−1 ∖G⊥

−2:
�
�

Q
Q ····

····
··

𝜆𝑝𝑁−1−1
�
�

Q
Q ····

····
··

G⊥
−N+2 ∖G⊥

−N+1:
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

𝜆𝑝
···· 𝜆𝑝2−1

····

𝜆1
···· 𝜆2

···· 𝜆𝑝−2
····...... 𝜆𝑝−1

····

𝜆0 = 1
Q
Q
@@ ����

�
G⊥

−N+1 ∖G⊥
−N:

G⊥
−N:

Рис. 1. Дерево 𝑇 / Fig. 1. A tree 𝑇

В этом дереве числа 𝜆𝑗𝑠 : 𝑝𝑠−1 6 𝑗𝑠 6 𝑝𝑠 − 1, 𝑠 > 0 образуют 𝑠-й уровень. Для
фиксированного числа 𝑠 ∈ N рассмотрим все пути 𝜆𝑗𝑠 → 𝜆𝑗𝑠−1 → . . .→ 𝜆𝑗0 = 𝜆0 от 𝜆𝑗𝑠
к корню 𝜆0. Множество всех произведений 𝜆𝑗𝑠𝜆𝑗𝑠−1 . . . 𝜆𝑗0 состоит из всех значений
функции 𝜙(𝜒) на множестве 𝐺⊥

−𝑁+𝑠 ∖𝐺⊥
−𝑁+𝑠−1.

1. Выберем числа 𝜆𝑗 так, что на каждом пути есть, по крайней мере, один ноль.
Тогда 𝜙(𝐺⊥

1 ∖𝐺⊥
0 ) = 0.

2. Пусть 𝑀 < 𝑁 — фиксированные числа. Если все произведения 𝜆𝑗𝑁−𝑀+1
𝜆𝑗𝑁−𝑀

. . .×
×𝜆𝑗1𝜆𝑗0 = 0, но существуют произведения 𝜆𝑗𝑁−𝑀

𝜆𝑗𝑁−𝑀−1
. . . 𝜆𝑗1𝜆𝑗0 ̸= 0, то

𝜙(𝐺⊥
−𝑀+1 ∖ 𝐺⊥

−𝑀) = 0. Это означает, что 𝜙 ∈ D𝐺⊥
−𝑁

(𝐺⊥
−𝑀) но 𝜙 /∈ D𝐺⊥

−𝑁
(𝐺⊥

−𝑀−1).

В частности, для 𝑀 = 0 имеем 𝜙 ∈ D𝐺⊥
−𝑁

(𝐺⊥
0 ).

Таким образом, имеем некоторый способ построения ступенчатых масштабирую-
щих функций 𝜙 ∈ D𝐺−𝑀

(𝐺−𝑁).

Пример 1. В дереве 𝑇 положим 𝜆0 = 𝜆1 = · · · = 𝜆𝑝𝑁−1 = 1 и 𝜆𝑗 = 0 для
𝑝𝑁 6 𝑗 6 𝑝𝑁+1 − 1. В этом случае маска 𝑚0(𝜒) = 1𝐺⊥

0
(𝜒) и соответствующая

масштабирующая функция 𝜙(𝑥) = 1𝐺0(𝑥) порождают ортогональный КМА. Вейвлеты
𝜓ℓ(𝑥) определяются равенством [7]

𝜓ℓ(𝜒) = 𝜙(𝜒𝐴−1)𝑚ℓ(𝜒), ℓ = 1, 2, . . . , 𝑝− 1,

где 𝑚ℓ(𝜒) = 𝑚0(𝜒𝑟
−ℓ
0 ).

Пример 2. Пусть 𝑝 = 3, 𝑁 = 1. Построим дерево (рис. 2).

𝜆3 = 0 𝜆5 = 0 𝜆6 = 0 𝜆8 = 0

𝜆1 = 0

𝜆4 = 1

�
��

�
��

H
HH

H
HH

𝜆2 = 1

𝜆7 = 0

�
��

�
��

H
HH

H
HH

𝜆0 = 1�
��

��
��

���

PP
PP

PP
PP

PP

Рис. 2. Дерево 𝑇 при 𝑝 = 3, 𝑁 = 1
Fig. 2. A tree 𝑇 for 𝑝 = 3, 𝑁 = 1

Это дерево порождает маску 𝑚0(𝜒) = 1𝐺⊥
−1
+1𝐺⊥

−1𝑟
2
−1
+1𝐺⊥

−1𝑟
1
−1𝑟

1
0

и масштабирующую
функцию 𝜙(𝜒) = 1𝐺⊥

−1
(𝜒) + 1𝐺⊥

−1𝑟
2
−1
(𝜒) ̸= 1𝐺⊥

0
(𝜒). В разд. 3 покажем, что 𝜙 порождает

неортогональный КМА и жесткий вейвлет фрейм.
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3. Жесткие фреймы в нульмерных группах
Для функции 𝜙 ∈ 𝐿2(𝐺) используется стандартное обозначение

𝜙𝑛,ℎ = 𝑝
𝑛
2𝜙(𝒜𝑛 · −̇ℎ), ℎ ∈ 𝐻0, 𝑛 ∈ Z.

Лемма 8. Имеет место равенство

𝜙𝑛,ℎ(𝜒) =
1

𝑝
𝑛
2

(𝜒𝒜−𝑛, ℎ)𝜙(𝜒𝒜−𝑛).

Лемма 9. Пусть 𝜙 ∈ D𝐺𝑀
(𝐺−𝑁)— масштабирующая функция, для которой

𝜙(𝐺⊥
−𝑁) = 1. Тогда

lim inf
𝑛→+∞

(︀∑︁
ℎ∈𝐻0

|(𝑓, 𝜙𝑛,ℎ)|2
)︀
> ‖𝑓‖22, (9)

lim
𝑛→−∞

(︀∑︁
ℎ∈𝐻0

|(𝑓, 𝜙𝑛,ℎ)|2
)︀
= 0. (10)

Если |𝜙| 6 1, то ∑︁
ℎ∈𝐻0

|(𝑓, 𝜙𝑛,ℎ)|2 6 ‖𝑓‖22, (11)

lim
𝑛→+∞

(︀∑︁
ℎ∈𝐻0

|(𝑓, 𝜙𝑛,ℎ)|2
)︀
= ‖𝑓‖22.

Доказательство. Обозначим

𝐸1 = {𝜒 ∈ 𝐺⊥
−𝑁𝑟

𝛼−𝑁

−𝑁 𝑟
𝛼−𝑁+1

−𝑁+1 . . . 𝑟
𝛼−1

−1 : 𝜙(𝜒) ̸= 0},
𝐸0 = {𝜒 ∈ 𝐺⊥

−𝑁𝑟
𝛼−𝑁

−𝑁 . . . 𝑟
𝛼−1

−1 𝑟
𝛼0
0 . . . 𝑟

𝛼𝑀−1

𝑀−1 : 𝜙(𝜒) ̸= 0, 𝛼0 + . . .+ 𝛼𝑀−1 ̸= 0}.

Для скалярного произведения (𝑓, 𝜙𝑛,ℎ) имеем(︂∑︁
ℎ∈𝐻0

|(𝑓, 𝜙𝑛,ℎ)|2
)︂1/2

= 𝑝
𝑛
2

(︂∑︁
ℎ∈𝐻0

|
∫︁
𝐺

𝑓(𝑥)𝜙(𝒜𝑛𝑥−̇ℎ)𝑑𝜇(𝑥)|2
)︂1/2

=

= 𝑝
𝑛
2

(︂∑︁
ℎ∈𝐻0

|
∫︁
𝑋

𝑓(𝜒)
1

𝑝𝑛
(𝜒𝒜−𝑛, ℎ)𝜙(𝜒𝒜−𝑛)𝑑𝜈(𝜒)|2

)︂1/2

=

= 𝑝
𝑛
2

(︂∑︁
ℎ∈𝐻0

|
∫︁
𝑋

𝑝𝑛𝑓(𝜒𝒜𝑛)
1

𝑝𝑛
(𝜒, ℎ)𝜙(𝜒)𝑑𝜈(𝜒)|2

)︂1/2

=

= 𝑝
𝑛
2

(︂∑︁
ℎ∈𝐻0

|
∫︁
𝑋

𝑓(𝜒𝒜𝑛)(𝜒, ℎ)𝜙(𝜒)𝑑𝜈(𝜒)|2
)︂1/2

>

> 𝑝
𝑛
2

(︂∑︁
ℎ∈𝐻0

|
∫︁
𝐸1

𝑓(𝜒𝒜𝑛)(𝜒, ℎ)𝜙(𝜒)𝑑𝜈(𝜒)|2
)︂1/2

−

−𝑝
𝑛
2

(︀∑︁
ℎ∈𝐻0

|
∫︁
𝐸0

𝑓(𝜒𝒜𝑛)(𝜒, ℎ)𝜙(𝜒)𝑑𝜈(𝜒)|2
)︀1/2

=
∑︁
1

−
∑︁
0

.
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Используя равенство Парсеваля, вычисляем
∑︀
1

:

∑︁
1

= 𝑝
𝑛
2

(︂∑︁
ℎ∈𝐻0

|
∫︁
𝐸1

𝑓(𝜒𝒜𝑛)(𝜒, ℎ)𝜙(𝜒)𝑑𝜈(𝜒)|2
)︂1/2

=

= 𝑝
𝑛
2

(︂∑︁
ℎ∈𝐻0

|
∫︁
𝐺⊥

0

𝑓(𝜒𝒜𝑛)𝜙(𝜒)(𝜒, ℎ)𝑑𝜈(𝜒)|2
)︂1/2

=

= 𝑝
𝑛
2

(︂∫︁
𝐺⊥

0

|𝑓(𝜒𝒜𝑛)𝜙(𝜒)|2𝑑𝜈(𝜒)
)︂1/2

> 𝑝
𝑛
2

(︂∫︁
𝐺⊥

−𝑁

|𝑓(𝜒𝒜𝑛)|2𝑑𝜈(𝜒)
)︂1/2

=

=

(︂∫︁
𝐺⊥

−𝑁𝒜𝑛

|𝑓(𝜒)|2𝑑𝜈(𝜒)
)︂1/2

→ ‖𝑓‖2 (12)

при 𝑛→ +∞.
Теперь вычисляем сумму

∑︀
0

. Используя инвариантность интеграла относительно

сдвига и равенство 1
𝐺⊥

0 𝑟
𝛼0
0 ...𝑟

𝛼𝑀−1
𝑀−1

(𝜒𝑟𝛼0
0 . . . 𝑟

𝛼𝑀−1

𝑀−1 ) = 1𝐺⊥
0
(𝜒), получаем

∑︁
0

= 𝑝
𝑛
2

(︂∑︁
ℎ∈𝐻0

⃒⃒⃒⃒∫︁
𝐸0

𝑓(𝜒𝒜𝑛)(𝜒, ℎ)𝜙(𝜒)𝑑𝜈(𝜒)

⃒⃒⃒⃒2)︂1/2

=

= 𝑝
𝑛
2

(︂∑︁
ℎ∈𝐻0

⃒⃒⃒⃒∫︁
𝐺⊥

𝑀∖𝐺⊥
0

𝑓(𝜒𝒜𝑛)(𝜒, ℎ)𝜙(𝜒)𝑑𝜈(𝜒)

⃒⃒⃒⃒2)︂1/2

=

= 𝑝
𝑛
2

(︂∑︁
ℎ∈𝐻0

⃒⃒⃒⃒∫︁
𝑋

1𝐺⊥
𝑀∖𝐺⊥

0
(𝜒)𝑓(𝜒𝒜𝑛)(𝜒, ℎ)𝜙(𝜒)𝑑𝜈(𝜒)

⃒⃒⃒⃒2)︂1/2

=

= 𝑝
𝑛
2

(︂∑︁
ℎ∈𝐻0

|
∑︁

𝛼0,...,𝛼𝑀−1,

∫︁
𝑋

1
𝐺⊥

0 𝑟
𝛼0
0 ...𝑟

𝛼𝑀−1
𝑀−1

(𝜒)𝑓(𝜒𝒜𝑛)(𝜒, ℎ)𝜙(𝜒)𝑑𝜈(𝜒)

⃒⃒⃒⃒2)︂1/2

=

= 𝑝
𝑛
2

(︂∑︁
ℎ∈𝐻0

⃒⃒⃒⃒ ∑︁
𝛼0,...,𝛼𝑀−1,

∫︁
𝑋

1
𝐺⊥

0 𝑟
𝛼0
0 ...𝑟

𝛼𝑀−1
𝑀−1

(𝜒𝑟𝛼0
0 . . . 𝑟

𝛼𝑀−1

𝑀−1 )×

×𝑓(𝜒𝑟𝛼0
0 . . . 𝑟

𝛼𝑀−1

𝑀−1 𝒜
𝑛)(𝜒𝑟𝛼0

0 . . . 𝑟
𝛼𝑀−1

𝑀−1 , ℎ)𝜙(𝜒𝑟
𝛼0
0 . . . 𝑟

𝛼𝑀−1

𝑀−1 )𝑑𝜈(𝜒)

⃒⃒⃒⃒2)︂1/2

=

= 𝑝
𝑛
2

(︂∑︁
ℎ∈𝐻0

⃒⃒⃒⃒ ∑︁
𝛼0,...,𝛼𝑀−1,

∫︁
𝐺⊥

0

𝑓(𝜒𝑟𝛼0
0 . . . 𝑟

𝛼𝑀−1

𝑀−1 𝒜
𝑛)(𝜒𝑟𝛼0

0 . . . 𝑟
𝛼𝑀−1

𝑀−1 , ℎ)×

×𝜙(𝜒𝑟𝛼0
0 . . . 𝑟

𝛼𝑀−1

𝑀−1 )𝑑𝜈(𝜒)

⃒⃒⃒⃒2)︂1/2

.

Применяя неравенство Минковского в правой части и учитывая равенство

|(𝑟𝛼0
0 . . . 𝑟

𝛼𝑀−1

𝑀−1 , ℎ)| = 1,

имеем ∑︁
0

6 𝑝
𝑛
2

∑︁
𝛼0,...,𝛼𝑀−1,

(︂∑︁
ℎ∈𝐻0

⃒⃒⃒⃒∫︁
𝐺⊥

0

𝑓(𝜒𝑟𝛼0
0 . . . 𝑟

𝛼𝑀−1

𝑀−1 𝒜
𝑛)(𝜒𝑟𝛼0

0 . . . 𝑟
𝛼𝑀−1

𝑀−1 , ℎ)×
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×𝜙(𝜒𝑟𝛼0
0 . . . 𝑟

𝛼𝑀−1

𝑀−1 )𝑑𝜈(𝜒)

⃒⃒⃒⃒2)︂1/2

=

= 𝑝
𝑛
2

∑︁
𝛼0,...,𝛼𝑀−1,

(︂∑︁
ℎ∈𝐻0

⃒⃒⃒⃒∫︁
𝐺⊥

0

𝑓(𝜒𝑟𝛼0
0 . . . 𝑟

𝛼𝑀−1

𝑀−1 𝒜
𝑛)𝜙(𝜒𝑟𝛼0

0 . . . 𝑟
𝛼𝑀−1

𝑀−1 )(𝜒, ℎ)𝑑𝜈(𝜒)

⃒⃒⃒⃒2)︂1/2

.

Используя равенство Парсеваля для системы 𝐻0 на 𝐺⊥
0 и инвариантность интегра-

ла, получаем окончательно

∑︁
0

6 𝑝
𝑛
2

∑︁
𝛼0,...,𝛼𝑀−1,

(︂∫︁
𝐺⊥

0

|𝑓(𝜒𝑟𝛼0
0 . . . 𝑟

𝛼𝑀−1

𝑀−1 𝒜
𝑛)𝜙(𝜒𝑟𝛼0

0 . . . 𝑟
𝛼𝑀−1

𝑀−1 )|
2𝑑𝜈(𝜒)

)︂1/2

6

6 𝑝
𝑛
2 max |𝜙|

∑︁
𝛼0,...,𝛼𝑀−1,

(︀∫︁
𝐺⊥

0

|𝑓(𝜒𝑟𝛼0
0 . . . 𝑟

𝛼𝑀−1

𝑀−1 𝒜
𝑛)|2𝑑𝜈(𝜒)

)︀1/2
= 𝑝

𝑛
2 max |𝜙|×

×
∑︁

𝛼0,...,𝛼𝑀−1,

(︀∫︁
𝑋

1
𝐺⊥

0 𝑟
𝛼0
0 ...𝑟

𝛼𝑀−1
𝑀−1

(𝜒𝑟𝛼0
0 . . . 𝑟

𝛼𝑀−1

𝑀−1 )|𝑓(𝜒𝑟
𝛼0
0 . . . 𝑟

𝛼𝑀−1

𝑀−1 𝒜
𝑛)|2𝑑𝜈(𝜒)

)︀1/2
=

= 𝑝
𝑛
2 max |𝜙|

∑︁
𝛼0,...,𝛼𝑀−1,

(︀∫︁
𝑋

1
𝐺⊥

0 𝑟
𝛼0
0 ...𝑟

𝛼𝑀−1
𝑀−1

(𝜒)|𝑓(𝜒𝒜𝑛)|2𝑑𝜈(𝜒)
)︀1/2

=

= 𝑝
𝑛
2 max |𝜙|

∑︁
𝛼0,...,𝛼𝑀−1,

(︀ 1
𝑝𝑛

∫︁
𝑋

1
𝐺⊥

0 𝑟
𝛼0
0 ...𝑟

𝛼𝑀−1
𝑀−1

(𝜒𝒜−𝑛)|𝑓(𝜒)|2𝑑𝜈(𝜒)
)︀1/2

=

= max |𝜙|
∑︁

𝛼0,...,𝛼𝑀−1,

(︀∫︁
𝑋

1
𝐺⊥

0 𝑟
𝛼0
0 ...𝑟

𝛼𝑀−1
𝑀−1

(𝜒𝒜−𝑛)|𝑓(𝜒)|2𝑑𝜈(𝜒)
)︀1/2

=: max |𝜙|𝑆(𝑛). (13)

Так как 𝐺⊥
0 𝑟

𝛼0
0 . . . 𝑟

𝛼𝑀−1

𝑀−1 ⊂ 𝑋 ∖𝐺⊥
0 , то 𝑆(𝑛) → 0 при 𝑛→ +∞. В то же время

𝑆(𝑛) 6
∫︁
𝑋

1
𝐺⊥

0 𝑟
𝛼0
0 ...𝑟

𝛼𝑀−1
𝑀−1

(𝜒𝒜−𝑛)|𝑓(𝜒)|2𝑑𝜈(𝜒) 6
∫︁
𝐺⊥

𝑀𝒜𝑛

|𝑓(𝜒)|2𝑑𝜈(𝜒) → 0

при 𝑛→ −∞. Используя (12) и (13), получаем (9), (10).
Если |𝜙| 6 1, то по аналогии с (12) имеем

∑︁
1

6 𝑝
𝑛
2

(︀∫︁
𝐺⊥

0

|𝑓(𝜒𝒜𝑛)|2𝑑𝜈(𝜒)
)︀1/2

=
(︁∫︁

𝐺⊥
0 𝒜𝑛

|𝑓(𝜒)|2𝑑𝜈(𝜒)
)︁1/2

→ ‖𝑓‖2.

при 𝑛→ +∞, и лемма доказана. �

Определение 3. Пусть 𝜙 ∈ D𝐺0(𝐺−𝑁)— масштабирующая функция, 𝜙(𝐺⊥
−𝑁) = 1

и |𝜙| 6 1. Квазиинтерполяционный многочлен определяется равенством

𝒫𝑛 : 𝑓 ↦→
∑︁
ℎ∈𝐻0

(𝑓, 𝜙𝑛,ℎ)𝜙𝑛,ℎ

для произвольной 𝑓 ∈ 𝐿2(𝐺).

Лемма 10. Для любой функции 𝑓 ∈ 𝐿2(𝐺) lim
𝑛→−∞

𝒫𝑛𝑓 = 0.
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Доказательство. Так как 𝜙 ∈ D𝐺0(𝐺−𝑁) и |𝜙| 6 1, то

‖
∑︁
ℎ∈𝐻0

𝑏ℎ𝜙(𝑥−̇ℎ)‖22 = ‖
∑︁
ℎ∈𝐻0

𝑏ℎ𝜙(𝜒)(𝜒, ℎ)‖22 =
∫︁
𝑋

|
∑︁
ℎ∈𝐻0

𝑏ℎ𝜙(𝜒)(𝜒, ℎ)|2𝑑𝜈(𝜒) =

=

∫︁
𝐺⊥

0

|𝜙(𝜒)
∑︁
ℎ∈𝐻0

𝑏ℎ(𝜒, ℎ)|2𝑑𝜈(𝜒) 6
∫︁
𝐺⊥

0

|
∑︁
ℎ∈𝐻0

𝑏ℎ(𝜒, ℎ)|2𝑑𝜈(𝜒) =
∑︁
ℎ∈𝐻0

|𝑏ℎ|2

и
‖
∑︁
ℎ∈𝐻0

𝑏ℎ𝜙𝑛,ℎ‖2 6 (
∑︁
ℎ

|𝑏ℎ|2)
1
2 . (14)

Это означает, что 𝜙𝑛,ℎ — бесселева система. Используя (10), получаем, что

‖
∑︁
ℎ∈𝐻0

(𝑓, 𝜙𝑛,ℎ)𝜙𝑛,ℎ‖2 6
(︁∑︁
ℎ∈𝐻0

|(𝑓, 𝜙𝑛,ℎ)|2
)︀ 1

2 → 0

при 𝑛→ −∞ . �

Лемма 11. Имеет место оценка ‖𝒫𝑛‖ 6 1.

Доказательство. Из (14) и (11) очевидно получаем

‖𝒫𝑛𝑓‖2 = ‖
∑︁
ℎ∈𝐻0

(𝑓, 𝜙𝑛,ℎ)𝜙𝑛,ℎ‖2 6
(︁∑︁
ℎ∈𝐻0

|(𝑓, 𝜙𝑛,ℎ)|2
)︀ 1

2 6 ‖𝑓‖2.

�

Лемма 12. Имеет место оценка lim
𝑛→+∞

(𝒫𝑛𝑓, 𝑓) = ‖𝑓‖2.

Доказательство. Используя лемму 8, имеем

𝒫𝑛(𝑓) =
1

𝑝
𝑛
2

∑︁
ℎ∈𝐻0

(𝑓, 𝜙𝑛,ℎ)𝜙(𝜒𝒜−𝑛)(𝜒𝒜−𝑛, ℎ). (15)

Подставляя (15) в равенство

(𝒫𝑛𝑓, 𝑓) =

∫︁
𝑋

𝒫𝑛(𝑓)𝑓𝑑𝜈(𝜒),

получаем

(𝒫𝑛𝑓, 𝑓) =
1

𝑝
𝑛
2

∫︁
𝑋

∑︁
ℎ∈𝐻0

(𝑓, 𝜙𝑛,ℎ)𝜙(𝜒𝒜−𝑛)(𝜒𝒜−𝑛, ℎ)𝑓𝑑𝜈(𝜒).

Используя равенство

(𝑓, 𝜙𝑛,ℎ) = 𝑝
𝑛
2

∫︁
𝐺

𝑓(𝑥)𝜙(𝒜𝑛𝑥−̇ℎ)𝑑𝜇(𝑥) = 1

𝑝
𝑛
2

∫︁
𝑋

𝑓(𝜉)𝜙(𝜉𝒜−𝑛)(𝜉𝒜−𝑛, ℎ)𝑑𝜈(𝜉),

получаем (𝒫𝑛𝑓, 𝑓) =

=
1

𝑝𝑛

∫︁
𝑋

∑︁
ℎ∈𝐻0

∫︁
𝑋

𝑓(𝜉)𝜙(𝜉𝒜−𝑛)(𝜉𝒜−𝑛, ℎ)𝑑𝜈(𝜉)𝜙(𝜒𝒜−𝑛)(𝜒𝒜−𝑛, ℎ)𝑓𝑑𝜈(𝜒) =
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=
1

𝑝𝑛

∑︁
ℎ∈𝐻0

∫︁
𝑋

𝜙(𝜒𝒜−𝑛)(𝜒𝒜−𝑛, ℎ)𝑓(𝜒)𝑑𝜈(𝜒)

∫︁
𝑋

𝑓(𝜉)𝜙(𝜉𝒜−𝑛)(𝜉𝒜−𝑛, ℎ)𝑑𝜈(𝜉) =

=
1

𝑝𝑛

∑︁
ℎ∈𝐻0

⃒⃒⃒∫︁
𝑋

𝜙(𝜒𝒜−𝑛)(𝜒𝒜−𝑛, ℎ)𝑓(𝜒)𝑑𝜈(𝜒)
⃒⃒⃒2

=

= 𝑝𝑛
∑︁
ℎ∈𝐻0

⃒⃒⃒∫︁
𝑋

𝜙(𝜒)(𝜒, ℎ)𝑓(𝜒𝒜𝑛)𝑑𝜈(𝜒)
⃒⃒⃒2

=

= 𝑝𝑛
∑︁
ℎ∈𝐻0

⃒⃒⃒∫︁
𝐺⊥

0

𝜙(𝜒)(𝜒, ℎ)𝑓(𝜒𝒜𝑛)𝑑𝜈(𝜒)
⃒⃒⃒2
.

Используя равенство Парсеваля для системы 𝐻0 на 𝐺⊥
0 , имеем

(𝒫𝑛𝑓, 𝑓) = 𝑝𝑛
∫︁
𝐺⊥

0

|𝜙(𝜒)𝑓(𝜒𝒜𝑛)|2𝑑𝜈(𝜒) = 𝑝𝑛
∫︁
𝑋

1𝐺⊥
0
(𝜒)|𝜙(𝜒)𝑓(𝜒𝒜𝑛)|2𝑑𝜈(𝜒) =

=

∫︁
𝑋

1𝐺⊥
0
(𝜒𝒜−𝑛)|𝜙(𝜒𝒜−𝑛)𝑓(𝜒)|2𝑑𝜈(𝜒) =

∫︁
𝐺⊥

0 𝒜𝑛

|𝜙(𝜒𝒜−𝑛)𝑓(𝜒)|2𝑑𝜈(𝜒) =

=

∫︁
𝐺⊥

𝑛

|𝜙(𝜒𝒜−𝑛)𝑓(𝜒)|2𝑑𝜈(𝜒) =
∫︁
𝐺⊥

𝑛−𝑁

|𝜙(𝜒𝒜−𝑛)|2|𝑓(𝜒)|2𝑑𝜈(𝜒)+

+

∫︁
𝐺⊥

𝑛 ∖𝐺⊥
𝑛−𝑁

|𝜙(𝜒𝒜−𝑛)|2|𝑓(𝜒)|2𝑑𝜈(𝜒).

Так как 𝜙(𝐺⊥
−𝑁) = 1 и |𝜙| 6 1, то∫︁

𝐺⊥
𝑛−𝑁

|𝜙(𝜒𝒜−𝑛)|2|𝑓(𝜒)|2𝑑𝜈(𝜒) =
∫︁
𝐺⊥

𝑛−𝑁

|𝑓(𝜒)|2𝑑𝜈(𝜒) → ‖𝑓‖2𝐿2(𝑋) = ‖𝑓‖2𝐿2(𝐺)

и ∫︁
𝐺⊥

𝑛 ∖𝐺⊥
𝑛−𝑁

|𝜙(𝜒𝒜−𝑛)|2|𝑓(𝜒)|2𝑑𝜈(𝜒) 6
∫︁
𝐺⊥

𝑛 ∖𝐺⊥
𝑛−𝑁

|𝑓(𝜒)|2𝑑𝜈(𝜒) → 0

при 𝑛→ +∞. Это завершает доказательство леммы 12. �

Лемма 13. lim
𝑛→+∞

𝒫𝑛𝑓 = 𝑓.

Доказательство. Используя леммы 11 и 12, получаем

0 6 lim
𝑛→+∞

‖𝒫𝑛𝑓 − 𝑓‖2𝐿2(𝐺) = lim
𝑛→+∞

(︂
‖𝒫𝑛𝑓‖2𝐿2(𝐺) − 2(𝒫𝑛𝑓, 𝑓) + ‖𝑓‖2

)︂
=

= lim
𝑛→+∞

(︂
‖𝒫𝑛𝑓‖2𝐿2(𝐺) − ‖𝑓‖2𝐿2(𝐺)

)︂
6 0.

Лемма доказана. �
Адаптируем унитарный принцип расширения для произвольной нульмерной груп-

пы. Запишем масштабирующее уравнение

𝜙(𝑥) = 𝑝
∑︁

ℎ∈𝐻(𝑁+1)
0

𝛽ℎ𝜙(𝒜𝑥−̇ℎ)
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в частотной форме

𝜙(𝜒) =
∑︁

ℎ∈𝐻(𝑁+1)
0

𝛽ℎ𝜙(𝜒𝒜−1)(𝜒𝒜−1, ℎ) = 𝜙(𝜒𝒜−1)𝑚0(𝜒)

и определим функции

𝜓ℓ(𝑥) = 𝑝
∑︁

ℎ∈𝐻(𝑁+1)
0

𝛽
(ℓ)
ℎ 𝜙(𝒜𝑥−̇ℎ); ℓ = 1, 2, . . . , 𝑞 − 1, 𝑞 > 𝑝.

Имеем в частотной форме

𝜓ℓ(𝜒) =
∑︁

ℎ∈𝐻(𝑁+1)
0

𝛽
(ℓ)
ℎ 𝜙(𝜒𝒜−1)(𝜒𝒜−1, ℎ) = 𝜙(𝜒𝒜−1)𝑚ℓ(𝜒),

где ∑︁
ℎ∈𝐻(𝑁+1)

0

𝛽
(ℓ)
ℎ (𝜒𝒜−1, ℎ) = 𝑚ℓ(𝜒).

Обозначим

𝜓ℓ,𝑛,ℎ(𝑥) = 𝑝
𝑛
2𝜓ℓ(𝒜𝑛𝑥−̇ℎ), 𝒫𝑛,ℓ(𝑓) =

∑︁
ℎ∈𝐻0

(𝑓, 𝜓ℓ,𝑛,ℎ)𝜓ℓ,𝑛,ℎ.

Лемма 14. Пусть 𝜙 ∈ D𝐺0(𝐺−𝑁)— масштабирующая функция с маской 𝑚0,
|𝜙| 6 1 и 𝜙(𝐺⊥

−𝑁) = 1. Пусть (𝑚ℓ)
𝑞−1
ℓ=0 — совокупность масок, удовлетворяющих

условиям:

1)
𝑞−1∑︀
ℓ=0

|𝑚ℓ(𝜒)|2 = 1 в тех точках 𝜒, где 𝜙(𝜒𝒜−1) ̸= 0;

2)
𝑞−1∑︀
ℓ=0

𝑚ℓ(𝜉)𝑚ℓ(𝜒) = 0 в тех точках 𝜒 ∈ 𝐺⊥
0 𝑟

𝑘
0 , 𝜉 ∈ 𝐺⊥

0 𝑟
𝑗
0, 𝑘 ̸= 𝑗, где 𝜙(𝜒𝒜−1) ×

×𝜙(𝜉𝒜−1) ̸= 0.
Тогда

𝒫𝑛 = 𝒫𝑛−1 +

𝑞−1∑︁
ℓ=1

∑︁
ℎ∈𝐻0

(𝑓, 𝜓ℓ,𝑛−1,ℎ)𝜓ℓ,𝑛−1,ℎ. (16)

Доказательство. Обозначим 𝜓0 = 𝜙 и запишем равенство (16) в виде

𝒫𝑛(𝑓) =

𝑞−1∑︁
ℓ=0

𝒫𝑛−1,ℓ(𝑓)

и в частотной форме

𝒫𝑛(𝑓) =

𝑞−1∑︁
ℓ=0

̂𝒫𝑛−1,ℓ(𝑓). (17)

Так как 𝒫𝑛,ℓ = 𝒟𝑛𝒫0,ℓ𝒟−𝑛, нам достаточно доказать (17) только для 𝑛 = 1, т. е.

𝒫1(𝑓) =

𝑞−1∑︁
𝑙=0

𝒫0,ℓ(𝑓).
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Напомним, что

𝒫1(𝑓) =
∑︁
ℎ∈𝐻0

(𝑓, 𝜙1,ℎ)𝜙1,ℎ =
∑︁
ℎ∈𝐻0

(𝑓, 𝜙1,ℎ)𝑝
1
2𝜙(𝒜𝑥−̇ℎ).

Найдем преобразование Фурье для 𝒫1(𝑓) (здесь 𝜒 ∈ 𝐺⊥
1 )

𝒫1(𝑓) = 𝑝
1
2

∑︁
ℎ∈𝐻0

(𝑓, 𝜙1,ℎ)𝜙(𝒜·−̇ℎ)(𝜒) = 𝑝
1
2

∑︁
ℎ∈𝐻0

(𝑓, 𝜙1,ℎ)
1

𝑝
(𝜒𝒜−1, ℎ)𝜙(𝜒𝒜−1) =

= 𝜙(𝜒𝒜−1)
∑︁
ℎ∈𝐻0

(𝜒𝒜−1, ℎ)

∫︁
𝐺

𝑓(𝑥)𝜙(𝒜𝑥−̇ℎ)𝑑𝜇(𝑥) =

= 𝜙(𝜒𝒜−1)
∑︁
ℎ∈𝐻0

(𝜒𝒜−1, ℎ)

∫︁
𝑋

𝑓(𝜉)𝜙𝒜·−̇ℎ(𝜉)𝑑𝜈(𝜉) =

= 𝜙(𝜒𝒜−1)
∑︁
ℎ∈𝐻0

(𝜒𝒜−1, ℎ)

∫︁
𝑋

𝑓(𝜉)
1

𝑝
𝜙(𝜉𝒜−1)(𝜉𝒜−1, ℎ)𝑑𝜈(𝜉) =

= 𝜙(𝜒𝒜−1)
∑︁
ℎ∈𝐻0

(𝜒𝒜−1, ℎ)

∫︁
𝑋

𝑓(𝜉𝒜)𝜙(𝜉)(𝜉, ℎ)𝑑𝜈(𝜉) =

= 𝜙(𝜒𝒜−1)
∑︁
ℎ∈𝐻0

(𝜒𝒜−1, ℎ)

∫︁
𝐺⊥

0

𝑓(𝜉𝒜)𝜙(𝜉)(𝜉, ℎ)𝑑𝜈(𝜉) =

= 𝜙(𝜒𝒜−1)𝑓(𝜒𝒜−1𝒜)𝜙(𝜒𝒜−1) = |𝜙(𝜒𝒜−1)|2𝑓(𝜒).

В предпоследнем равенстве использовали тот факт, что 𝐻0 есть ортонормирован-
ный базис в 𝐿2(𝐺

⊥
0 ). Найдем преобразование Фурье для 𝒫0,ℓ(𝑓) =

∑︀
ℎ∈𝐻0

(𝑓, 𝜓ℓ,0,ℎ)𝜓ℓ,0,ℎ.

По определению 𝜓ℓ имеем

𝒫0,ℓ(𝑓) =
∑︁
ℎ∈𝐻0

(𝑓, 𝜓ℓ,0,ℎ)𝜓ℓ,0,ℎ =
∑︁
ℎ∈𝐻0

(𝑓, 𝜓ℓ,0,ℎ)

∫︁
𝐺

𝜓ℓ(𝑥−̇ℎ)(𝜒, 𝑥)𝑑𝜇(𝑥) =

= 𝜓ℓ(𝜒)
∑︁
ℎ∈𝐻0

(𝑓, 𝜓ℓ,0,ℎ)(𝜒, ℎ) = 𝜓ℓ(𝜒)
∑︁
ℎ∈𝐻0

(𝜒, ℎ)

∫︁
𝐺

𝑓(𝑥)𝜓ℓ(𝑥−̇ℎ)𝑑𝜇(𝑥) =

= 𝜓ℓ(𝜒)
∑︁
ℎ∈𝐻0

(𝜒, ℎ)

∫︁
𝑋

𝑓(𝜉)𝜓ℓ(𝜉)(𝜉, ℎ)𝑑𝜈(𝜉) =

= 𝜓ℓ(𝜒)
∑︁
ℎ∈𝐻0

(𝜒, ℎ)

∫︁
𝑋

𝑓(𝜉)𝜙(𝜉𝒜−1)𝑚ℓ(𝜉)(𝜉, ℎ)𝑑𝜈(𝜉) =

= 𝜙(𝜒𝒜−1)𝑚ℓ(𝜒)
∑︁
ℎ∈𝐻0

(𝜒, ℎ)

∫︁
𝑋

𝑓(𝜉)𝜙(𝜉𝒜−1)𝑚ℓ(𝜉)(𝜉, ℎ)𝑑𝜈(𝜉).

Пусть 𝜒 ∈ 𝐺⊥
0 𝑟

𝑗
0, 𝑗 = 0, 𝑝− 1. Тогда∑︁

ℓ

𝒫0,ℓ(𝑓) =

= 𝜙(𝜒𝒜−1)
∑︁
ℎ∈𝐻0

(𝜒, ℎ)

∫︁
𝑋

(𝜉, ℎ)𝑓(𝜉)𝜙(𝜉𝒜−1)

𝑞−1∑︁
ℓ=0

𝑚ℓ(𝜉)𝑚ℓ(𝜒)𝑑𝜈(𝜉) =
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= 𝜙(𝜒𝒜−1)
∑︁
ℎ∈𝐻0

(𝜒, ℎ)

∫︁
𝐺⊥

1

(𝜉, ℎ)𝑓(𝜉)𝜙(𝜉𝒜−1)

𝑞−1∑︁
ℓ=0

𝑚ℓ(𝜉)𝑚ℓ(𝜒)𝑑𝜈(𝜉) =

= 𝜙(𝜒𝒜−1)
∑︁
ℎ∈𝐻0

𝑝−1∑︁
𝑘=0

(𝜒, ℎ)

∫︁
𝐺⊥

0 𝑟𝑘0

(𝜉, ℎ)𝑓(𝜉)𝜙(𝜉𝒜−1)

𝑞−1∑︁
ℓ=0

𝑚ℓ(𝜉)𝑚ℓ(𝜒)𝑑𝜈(𝜉) =

= 𝜙(𝜒𝒜−1)
∑︁
ℎ∈𝐻0

(𝜒, ℎ)

∫︁
𝐺⊥

0 𝑟𝑗0

(𝜉, ℎ)𝑓(𝜉)𝜙(𝜉𝒜−1)

𝑞−1∑︁
ℓ=0

𝑚ℓ(𝜉)𝑚ℓ(𝜒)𝑑𝜈(𝜉)+

+𝜙(𝜒𝒜−1)
∑︁
ℎ∈𝐻0

∑︁
𝑘 ̸=𝑗

(𝜒, ℎ)

∫︁
𝐺⊥

0 𝑟𝑘0

(𝜉, ℎ)𝑓(𝜉)𝜙(𝜉𝒜−1)

𝑞−1∑︁
𝑙=0

𝑚ℓ(𝜉)𝑚ℓ(𝜒)𝑑𝜈(𝜉).

Так как 𝐻0 есть ортонормированный базис в 𝐿2(𝐺
⊥
0 𝑟

𝑗
0), то

∑︁
ℎ∈𝐻0

(𝜒, ℎ)

∫︁
𝐺⊥

0 𝑟𝑗0

(𝜉, ℎ)𝑓(𝜉)𝜙(𝜉𝒜−1)

𝑞−1∑︁
ℓ=0

𝑚ℓ(𝜉)𝑚ℓ(𝜒)𝑑𝜈(𝜉) = 𝑓(𝜒)𝜙(𝜒𝒜−1)

𝑞−1∑︁
ℓ=0

𝑚ℓ(𝜒)𝑚ℓ(𝜒).

Используя второе условие леммы, имеем∑︁
ℎ∈𝐻0

∑︁
𝑘 ̸=𝑗

(𝜒, ℎ)

∫︁
𝐺⊥

0 𝑟𝑘0

(𝜉, ℎ)𝑓(𝜉)𝜙(𝜉𝒜−1)

𝑞−1∑︁
ℓ=0

𝑚ℓ(𝜉)𝑚ℓ(𝜒)𝑑𝜈(𝜉) = 0.

Используя первое условие леммы, получаем окончательно∑︁
ℓ

𝒫0,ℓ(𝑓) = 𝜙(𝜒𝒜−1)𝑓(𝜒)𝜙(𝜒𝒜−1)

𝑞−1∑︁
ℓ=0

𝑚ℓ(𝜒)𝑚ℓ(𝜒) = |𝜙(𝜒𝒜−1)|2𝑓(𝜉).

Таким образом, равенство

𝒫1(𝑓) =

𝑞−1∑︁
ℓ=0

𝒫0,ℓ(𝑓)

доказано. �

Теорема 3. Пусть маска 𝑚0 и масштабирующая функция 𝜙 построены по
порождающему дереву 𝑇 . Пусть (𝑚ℓ)

𝑞−1
ℓ=0 — семейство масок, удовлетворяющих

условиям:

1)
𝑞−1∑︀
ℓ=0

|𝑚ℓ(𝜒)|2 = 1 в тех точках 𝜒, где 𝜙(𝜒𝒜−1) ̸= 0;

2)
𝑞−1∑︀
ℓ=0

𝑚ℓ(𝜉)𝑚ℓ(𝜒) = 0 в тех точках 𝜒 ∈ 𝐺⊥
0 𝑟

𝑘
0 , 𝜉 ∈ 𝐺⊥

0 𝑟
𝑗
0, 𝑘 ̸= 𝑗, где 𝜙(𝜒𝒜−1) ×

×𝜙(𝜉𝒜−1) ̸= 0.
Используя эти маски, определим функции 𝜓ℓ(𝑥), ℓ = 1, . . . , 𝑞 − 1 равенствами

𝜓ℓ(𝜒) =
∑︁

ℎ∈𝐻(𝑁+1)
0

𝛽
(ℓ)
ℎ 𝜙(𝜒𝒜−1)(𝜒𝒜−1, ℎ) = 𝜙(𝜒𝒜−1)𝑚ℓ(𝜒).

Тогда аффинная система

𝜓ℓ,𝑛,ℎ(𝑥) = 𝑝
𝑛
2𝜓ℓ(𝒜𝑛𝑥−̇ℎ), ℓ = 1, . . . , 𝑞 − 1, 𝑛 ∈ Z, ℎ ∈ 𝐻0,

образует жесткий фрейм в 𝐿2(𝐺).
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Доказательство. Применяя (16) последовательно, имеем

𝒫𝑛𝑓 = 𝒫𝑛′𝑓 +

𝑞−1∑︁
ℓ=1

𝑛−1∑︁
𝑗=𝑛′

∑︁
ℎ∈𝐻0

(𝑓, 𝜑ℓ,𝑗,ℎ)𝜑ℓ,𝑗,ℎ.

Устремляя 𝑛′ → −∞ и используя лемму 10, имеем

𝒫𝑛𝑓 =

𝑞−1∑︁
ℓ=1

∑︁
𝑗<𝑛

∑︁
ℎ∈𝐻0

(𝑓, 𝜑ℓ,𝑗,ℎ)𝜑ℓ,𝑗,ℎ. (18)

Устремляя 𝑛→ +∞ в обеих частях равенства (18), имеем для любой 𝑓 ∈ 𝐿2(𝐺)

𝑓 =

𝑞−1∑︁
ℓ=1

∑︁
𝑛∈Z

∑︁
ℎ∈𝐻0

(𝑓, 𝜑ℓ,𝑛−1,ℎ)𝜑ℓ,𝑛−1,ℎ.

Это доказывает, что система (𝜓ℓ,𝑛,ℎ(𝑥))ℓ=1,..,𝑞−1 есть жесткий фрейм. �

Следствие 1. Пусть 𝐺⊥
−𝑁 𝜒ℓ (ℓ = 1, 𝑞 − 1) смежные классы, для которых

𝑚0(𝐺
⊥
−𝑁𝜒ℓ) = 0 и 𝜙(𝐺⊥

−𝑁𝜒ℓ𝒜−1) ̸= 0. Определим маски 𝑚ℓ и вейвлеты 𝜓ℓ ра-
венствами

𝑚ℓ(𝜒) = 1𝐺⊥
−𝑁𝜒ℓ

(𝜒) (ℓ = 1, 𝑞 − 1), 𝜓ℓ(𝜒) = 𝑚ℓ(𝜒)𝜙(𝜒𝒜−1).

Тогда вейвлеты (𝜓ℓ) (ℓ = 1, 𝑞 − 1) порождают жесткий фрейм.

Вернемся к примеру 2 из разд. 3, в котором построены маска

𝑚0(𝜒) = 1𝐺⊥
−1
(𝜒) + 1𝐺⊥

−1𝑟
2
−1
(𝜒) + 1𝐺⊥

−1𝑟
1
−1𝑟

1
0
(𝜒)

и преобразование Фурье масштабирующей функции

𝜙(𝜒) = 𝑚0(𝜒)𝑚0(𝜒𝒜−1) = 1𝐺⊥
−1
(𝜒) + 1𝐺⊥

−1𝑟
2
−1
(𝜒).

Нарисуем графики для 𝑚0 и 𝜙 (рис. 3–5).

1 1 1

0 0 0 0

𝐺⊥
0

𝐺⊥
−1

𝐺⊥
0 𝑟0 𝐺⊥

0 𝑟
2
0

𝐺⊥
1

𝑚0(𝜒)

Рис. 3. Маска 𝑚0(𝜒) / Fig. 3. The mask 𝑚0(𝜒)

1 1

00 0 0 0

𝐺⊥
0

𝐺⊥
−1

𝐺⊥
0 𝑟0 𝐺⊥

0 𝑟
2
0

𝐺⊥
1

𝜙(𝜒)

Рис. 4. Преобразование Фурье 𝜙(𝜒) / Fig. 4. The Fourier transform 𝜙(𝜒)
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0 0

11

0

𝐺⊥
0

𝐺⊥
−1

𝐺⊥
0 𝑟0 𝐺⊥

0 𝑟
2
0

𝐺⊥
1

𝜙(𝜒𝒜−1)

Рис. 5. Преобразование Фурье 𝜙(𝜒𝒜−1)
Fig. 5. The Fourier transform 𝜙(𝜒𝒜−1)

Воспользуемся следствием и определим маски следующим образом:

𝑚1(𝜒) = 1𝐺⊥
−1𝑟−1

(𝜒), 𝑚2(𝜒) = 1𝐺⊥
−1𝑟

2
0
(𝜒),

𝑚3(𝜒) = 1𝐺⊥
−1𝑟

2
0𝑟−1

(𝜒), 𝑚4(𝜒) = 1𝐺⊥
−1𝑟

2
0𝑟

2
−1
(𝜒).

Соответствующие вейвлеты 𝜓ℓ, ℓ = 1, 4 порождают жесткий фрейм.

Заключение

В статье изложен метод построения жестких фреймов в произвольной локально
компактной нульмерной группе, основанный на принципе унитарного расширения
(теорема 3).
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