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Аннотация. В статье рассматриваются системы подпространств пространства Харди, порож-
денные ядром Сеге. Основной результат работы заключается в установлении сходимости
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Abstract. This article considers systems of subspaces of the Hardy space generated by the Szegö
kernel. The main result of the work is to establish the convergence of orthorecursive expansions
with respect to the considered systems of subspaces. Note that the conditions for the convergence
of orthorecursive expansions prove to be somewhat more restrictive compared to the previously
obtained conditions for the convergence of order-preserving weak greedy algorithms and frame
expansions.
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Введение

Хорошо известно, что геометрия функционального гильбертова пространства в
значительной степени определяется свойствами его воспроизводящего ядра. Такие
различные задачи, как распределение нулей и интерполяция функций, приближение
функций и представление рядами, мультипликативная структура пространства и
описание ассоциированных с ней пространств и алгебр, а также целый ряд других
задач получают свое решение на основе исследования поведения воспроизводящего
ядра данного функционального пространства. С точки зрения теории функций и
функционального анализа представляет интерес следующий вопрос:

Какими аппроксимативными и представляющими свойствами (полнота, ба-
зисность и т. п.) обладает последовательность {𝐾𝜆}𝜆∈Λ дискретизированных
значений воспроизводящего ядра?

Естественно, что ответ на этот вопрос в его «глобальной» постановке не может
быть универсальным, т. е. ситуация существенным образом зависит от конкретно-
го функционального гильбертова пространства, которое будет рассматриваться. В
данной работе мы будем иметь дело исключительно с пространством Харди 𝐻2(D) в
единичном круге D и его воспроизводящим ядром

𝐾𝜆(𝑧) =
1

1 − 𝜆𝑧
, 𝜆, 𝑧 ∈ D,

которое называется ядром Сеге (или ядром Коши). Основной вопрос заключается
в нахождении условий сходимости орторекурсивных разложений по системам под-
пространств пространства Харди, порожденных ядром Сеге. Ответ на этот вопрос
(теорема 2 из разд. 4) получен на основе изучения аппроксимативных свойств под-
пространств специального вида 𝒦𝑟,𝑛 = [𝐾𝑟,𝑛,𝑗]

𝑛−1
𝑗=0 , натянутых на значения ядра Сеге

𝐾𝑟,𝑛,𝑗, соответствующих перемещенным на радиус 𝑟 корням 𝑛-ой степени из единицы
𝜆𝑟,𝑛,𝑗 = 𝑟𝑒2𝜋𝑖𝑗/𝑛, 𝑗 = 0, . . . , 𝑛− 1.

1. Предварительные сведения

Функциональные гильбертовы пространства. Гильбертово пространство 𝐻, со-
стоящее из функций 𝑓 : Ω → C, называется функциональным, если для каждого
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𝜆 ∈ Ω корректно определен и ограничен оценочный функционал 𝑓 ↦→ 𝑓(𝜆), т. е.
существует положительная постоянная 𝐶𝜆 такая, что для всех 𝑓 ∈ 𝐻 выполняется
неравенство |𝑓(𝜆)| 6 𝐶𝜆‖𝑓‖. По теореме Рисса о представлении ограниченного ли-
нейного функционала в гильбертовом пространстве для каждого 𝜆 ∈ Ω существует
единственный элемент 𝐾𝜆 ∈ 𝐻 такой, что 𝑓(𝜆) = ⟨𝑓,𝐾𝜆⟩. Воспроизводящим ядром
функционального гильбертова пространства 𝐻 называется функция 𝐾 : Ω × Ω → C,
определяемая посредством

𝐾(𝜆, 𝜔) := ⟨𝐾𝜆, 𝐾𝜔⟩ = 𝐾𝜆(𝜔), 𝜆, 𝜔 ∈ Ω.

Пространство Харди и ядро Сеге. Пространство Харди 𝐻2 = 𝐻2(D) состоит из
всех аналитических в единичном круге D = {𝑧 ∈ C : |𝑧| < 1} функций 𝑓(𝑧), для
которых конечна норма

‖𝑓‖𝐻2 = sup
0<𝑟<1

(︂
1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

|𝑓(𝑟𝑒𝑖𝑡)|2 𝑑𝑡
)︂ 1

2

<∞.

Пусть Λ ⊂ D— счетное множество точек и {𝐾𝜆}𝜆∈Λ — последовательность значе-
ний ядра Сеге. Как следует из классической теоремы Сеге о нулях, подпространство
[𝐾𝜆 : 𝜆 ∈ Λ] (замыкание линейной оболочки последовательности) совпадает с про-
странством 𝐻2(D) в том и только том случае, когда∑︁

𝜆∈Λ

(1 − |𝜆|) = ∞. (1)

Напротив, существование биортогональной системы {𝐿𝜆}𝜆∈Λ⊂𝐻2(D) (т. е. ⟨𝐾𝜆, 𝐿𝜇⟩𝐻2=
= 𝛿𝜆𝜇, где 𝛿𝜆𝜇 — символ Кронекера) эквивалентно выполнению условия Бляшке∑︁

𝜆∈Λ

(1 − |𝜆|) <∞. (2)

Несовместность условий полноты и минимальности показывает, что система {𝐾𝜆}𝜆∈Λ
не может быть базисом пространства 𝐻2(D) ни при каком Λ. Тем не менее, система
{𝐾𝜆}𝜆∈Λ образует базисную последовательность (т. е. базис в замыкании своей линей-
ной оболочки) тогда и только тогда, когда наряду с условием Бляшке выполняется
условие Карлесона (см. [1], а также [2, гл. 10])∏︁

𝜇∈Λ,𝜇 ̸=𝜆

⃒⃒⃒⃒
𝜇− 𝜆

1 − 𝜆𝜇

⃒⃒⃒⃒
> 𝑐, 𝜆 ∈ Λ, (3)

с некоторой постоянной 𝑐 > 0. При этом (собственное) подпространство 𝐾=[𝐾𝜆 : 𝜆∈Λ]
удовлетворяет равенству 𝐾⊥ = 𝐵𝐻2, где 𝐵 — произведение Бляшке с нулями Λ и
𝐾⊥ — ортогональное дополнение.

Рассмотрим нормированное ядро Сеге

̂︀𝐾𝜆(𝑧) =
(1 − |𝜆|2) 1

2

1 − 𝜆𝑧
, 𝜆, 𝑧 ∈ D.

Заметим, что система { ̂︀𝐾𝜆}𝜆∈Λ не только не может быть базисом пространства Харди,
но также не образует фрейм Даффина –Шеффера в 𝐻2(D). В самом деле, нижнее и
верхнее фреймовые неравенства

𝐴‖𝑓‖2𝐻2 6
∑︁
𝜆∈Λ

|⟨𝑓, ̂︀𝐾𝜆⟩𝐻2|2 6 𝐵‖𝑓‖2𝐻2 , 𝑓 ∈ 𝐻2,
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вступают в противоречие друг с другом, поскольку первое из них влечет за собой
полноту системы и тем самым условие (1), а второе, известное также как условие
Ньюмана ∑︁

𝜆∈Λ

(1 − |𝜆|2)|𝑓(𝜆)|2 6 𝐵‖𝑓‖2𝐻2 , (4)

имеет следствием условие (2) (достаточно положить 𝑓 ≡ 1 в условии (4)). При этом
(3)⇒(4) и, наоборот, каждое множество, удовлетворяющее условию (4), является
конечным объединением множеств, удовлетворяющих условию (3) [3, Ch. 2, § 5].
Последнее утверждение является частным случаем гипотезы Фейхтингера, доказанной
Маркусом, Шпильманом и Шриваставой [4] и эквивалентной гипотезе Кадисона –
Зингера.

В противоположность вышеупомянутым результатам о несуществовании базисов
и фреймов Даффина –Шеффера вида { ̂︀𝐾𝜆}𝜆∈Λ результат Тотика [5] в эквивалентной
формулировке утверждает справедливость формулы восстановления

𝑓 = lim
𝑛→∞

𝑛∑︁
𝑘=1

⟨𝑓, 𝑝𝑛,𝑘⟩𝐻2𝐾𝜆𝑘
, 𝑓 ∈ 𝐻2,

для каждой последовательности {𝐾𝜆}𝜆∈Λ, Λ = (𝜆𝑛), удовлетворяющей условию (1),
где 𝑝𝑛,𝑘 — алгебраические полиномы, не зависящие от 𝑓 . Тем не менее, формула
восстановления Тотика не предоставляет ряда по системе значений ядра Сеге. В
статье Фрикейна, Хоя и Лефевра [6] был поставлен следующий вопрос:

Существует ли последовательность точек Λ = (𝜆𝑛) ⊂ D такая, что {𝐾𝜆}𝜆∈Λ
является представляющей системой в пространстве 𝐻2?

Напомним, что последовательность {𝐾𝜆𝑛}∞𝑛=1 называется представляющей си-
стемой в пространстве 𝐻2, если для всех 𝑓 ∈ 𝐻2 существует последовательность
коэффициентов (𝑐𝑛) ⊂ C такая, что справедливо представление

𝑓 =
∞∑︁
𝑛=1

𝑐𝑛𝐾𝜆𝑛 .

Здесь, в отличие от понятия базиса, не требуется единственности представляющего
функцию 𝑓 ряда. Положительный ответ на вопрос Фрикейна, Хоя и Лефевра получен
в статье [7] с использованием понятия фрейма [8], более общего, нежели фрейм
Даффина–Шеффера. Заметим, что фреймовый подход позволяет лишь утверждать
существование коэффициентов (𝑐𝑛) представляющего ряда, но не дает эффективного
способа вычисления этих коэффициентов. В связи с этим в статье [9] были найдены
условия сходимости порядкосохраняющего слабого жадного алгоритма по системе
подпространств пространства Харди, порожденных ядром Сеге. В настоящей работе
изучаются орторекурсивные разложения по подпространствам так же, как и жадные
алгоритмы, указывающие эффективный метод нахождения коэффициентов ряда.

Орторекурсивное разложение по последовательности элементов. Орторекур-
сивное разложение, определение которого предложено Т. П. Лукашенко в 1999 г.,
представляет собой конструктивную процедуру решения задачи представления функ-
ций рядами по элементам заданной последовательности функций (см. [10]).

Пусть ℋ— гильбертово пространство и {𝑒𝑘}∞𝑘=1 ⊂ ℋ— последовательность его
элементов, которую для удобства будем считать нормированной, т. е. ‖𝑒𝑘‖ = 1,
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𝑘 = 1, 2, . . . . Для элемента 𝑓 ∈ ℋ построим по индукции его рекурсивные коэффици-
енты Фурье 𝑓𝑘. Предположим, что коэффициенты 𝑓1, . . . , 𝑓𝑛−1 уже построены. Тогда

полагаем 𝑅𝑛−1𝑓 = 𝑓 −
𝑛−1∑︀
𝑘=1

𝑓𝑘𝑒𝑘 и 𝑓𝑛 = ⟨𝑅𝑛−1𝑓, 𝑒𝑛⟩. Ряд

𝑓 ∼
∞∑︁
𝑘=1

𝑓𝑘𝑒𝑘

называется рекурсивным рядом Фурье элемента 𝑓 ∈ ℋ.

2. Орторекурсивные разложения по системе подпространств
Пусть задана система подпространств

𝐻𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . ,

гильбертова пространства 𝐻. Обозначим через 𝑃𝑘 оператор ортогонального проекти-
рования из 𝐻 на 𝐻𝑘 и рассмотрим операторные произведения

𝑄𝑘 = 𝑃𝑘(𝐼 − 𝑃𝑘−1) . . . (𝐼 − 𝑃1), 𝑅𝑘 = (𝐼 − 𝑃𝑘) . . . (𝐼 − 𝑃1), 𝑘 = 1, 2, . . . .

Для произвольного ℎ ∈ 𝐻 имеем 𝑄𝑘ℎ ∈ 𝐻𝑘 и 𝑅𝑘ℎ ортогонально 𝑄𝑘ℎ, причем
𝑄𝑘ℎ+𝑅𝑘ℎ = 𝑅𝑘−1ℎ (полагаем, что пустое произведение 𝑅0 = 𝐼). Отсюда для сумм

𝑆𝑛ℎ =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑄𝑘ℎ, 𝑛 = 1, 2, . . . ,

по индукции получаем соотношения

ℎ = 𝑆𝑛ℎ+𝑅𝑛ℎ, ‖ℎ‖2 =
𝑛∑︁

𝑘=1

‖𝑄𝑘ℎ‖2 + ‖𝑅𝑛ℎ‖2, 𝑛 = 1, 2, . . . .

Формальный ряд

ℎ ∼
∞∑︁
𝑘=1

𝑄𝑘ℎ, 𝑄𝑘ℎ ∈ 𝐻𝑘,

называется орторекурсивным разложением ℎ ∈ 𝐻 по системе подпространств
{𝐻𝑘}∞𝑘=1. Орторекурсивное разложение сходится к ℎ, т. е.

ℎ =
∞∑︁
𝑘=1

𝑄𝑘ℎ = lim
𝑛→∞

𝑆𝑛ℎ,

если и только если 𝑅𝑛ℎ→ 0 при 𝑛→ ∞ или, что равносильно, если и только если
выполняется равенство Парсеваля

‖ℎ‖2 =
∞∑︁
𝑘=1

‖𝑄𝑘ℎ‖2.

Последовательность подпространств {𝐻𝑘}∞𝑘=1 называется системой орторекурсивно-
го разложения в том случае, когда для каждого ℎ ∈ 𝐻 орторекурсивное разложение
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сходится к ℎ. Свойства орторекурсивных разложений по подпространствам рассмат-
ривались в работах [11] и [12].

Достаточное условие системы орторекурсивного разложения получено в статьях
[13,14] и основано на идее кросс-аппроксимации, т. е. на изучении поведения величин
наилучшего приближения, с одной стороны, элементов ℎ ∈ 𝐻𝑘 полиномами по
некоторой специально выбранной системе элементов гильбертова пространства 𝐻
и, с другой стороны, полинома по такой вспомогательной системе посредством
подпространств 𝐻𝑘. Перейдем к точным формулировкам.

Пусть {𝑒𝑛}∞𝑛=0 — полная система элементов гильбертова пространства 𝐻. Рассмот-
рим величину наилучшего приближения порядка 𝑁

𝐸𝑁(ℎ) = inf
𝑝 : deg 𝑝<𝑁

‖ℎ− 𝑝‖

элемента ℎ ∈ 𝐻 полиномами 𝑝 =
𝑁−1∑︀
𝑛=0

𝑎𝑛𝑒𝑛 степени deg 𝑝 < 𝑁 .

Далее, во избежание путаницы будем обозначать

dist (𝑝,𝐻𝑘) = inf
ℎ∈𝐻𝑘

‖𝑝− ℎ‖

величину наилучшего приближения элемента (в частности, полинома) 𝑝 посредством
подпространства 𝐻𝑘.

Наконец, выберем строго возрастающую последовательность натуральных (𝑛𝑘) и
предположим, что выполняются следующие неравенства для смешанных приближений:
во-первых

𝐸𝑛𝑘
(ℎ) 6 𝜏𝑘,𝑗‖ℎ‖, ℎ ∈ 𝐻𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 𝑘 − 1, 𝑘 = 1, 2, . . . , (5)

и, во-вторых, для полиномов 𝑝 по системе {𝑒𝑛}∞𝑛=0

dist (𝑝,𝐻𝑘) 6 𝜎‖𝑝‖, deg 𝑝 < 𝑛𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . . (6)

Теорема 1 (достаточное условие системы орторекурсивного разложения [13,
14]). Предположим, что последовательность натуральных (𝑛𝑘) такова, что
имеют место оценки (5) и (6) с постоянными 𝜎 < 1 и

sup
𝑘

𝑘−1∑︁
𝑗=1

𝜏 2𝑘,𝑗 <∞.

Тогда последовательность подпространств {𝐻𝑘}∞𝑘=1 является системой орто-
рекурсивного разложения в пространстве 𝐻.

3. Подпространства, порожденные ядром Сеге
Пусть 0 < 𝑟 < 1 и 𝑛 ∈ N. Рассмотрим семейство подпространств

𝒦𝑟,𝑛 = [𝐾𝑟,𝑛,𝑗]
𝑛−1
𝑗=0 ,

порожденных значениями ядра Сеге 𝐾𝜆(𝑧), дискретизированного в корнях 𝑛-ой
степени из единицы, перемещенных на окружность радиуса 𝑟:

𝜆𝑟,𝑛,𝑗 = 𝑟𝑒2𝜋𝑖𝑗/𝑛, 𝑗 = 0, . . . , 𝑛− 1.
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Другими словами, функция 𝑓 ∈ 𝒦𝑟,𝑛 имеет вид

𝑓(𝑧) =
𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝜁𝑗𝐾𝑟,𝑛,𝑗(𝑧) =
𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝜁𝑗
1 − 𝑟𝑒−2𝜋𝑖𝑗/𝑛𝑧

, 𝜁 = (𝜁𝑗) ∈ C𝑛.

Лемма 1. Для всех 𝑓 ∈ 𝒦𝑟,𝑛 имеет место равенство

‖𝑓‖𝐻2 =

(︂
1

1 − 𝑟2𝑛

𝑛−1∑︁
𝑘=0

|𝜁𝑘|2𝑟2𝑘
)︂1/2

,

где 𝜁𝑘 =
𝑛−1∑︀
𝑗=0

𝜁𝑗𝑒
−2𝜋𝑖𝑗/𝑛, 𝑘 = 0, 1, . . . , — дискретное преобразование Фурье (ДПФ)

вектора 𝜁 ∈ C𝑛.

Доказательство. По определению, для 𝑓 ∈ 𝒦𝑟,𝑛 имеем

𝑓(𝑧) =
𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝜁𝑗
1 − 𝑟𝑒−2𝜋𝑖𝑗/𝑛𝑧

=
𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝜁𝑗

∞∑︁
𝑘=0

𝑟𝑘𝑒−2𝜋𝑖𝑗𝑘/𝑛𝑧𝑘 =
∞∑︁
𝑘=0

𝜁𝑘𝑟
𝑘𝑧𝑘.

Учитывая, что последовательность (𝜁𝑘) является периодической с периодом 𝑛, получа-
ем

‖𝑓‖2𝐻2 =
𝑛−1∑︁
𝑘=0

|𝜁𝑘|2
∞∑︁
𝑙=0

𝑟2(𝑘+𝑙𝑛) =
1

1 − 𝑟2𝑛

𝑛−1∑︁
𝑘=0

|𝜁𝑘|2𝑟2𝑘. �

Оценим величину наилучшего приближения порядка 𝑁

𝐸𝑁(𝑓) = inf
𝑝
‖𝑓 − 𝑝‖𝐻2 , deg 𝑝 < 𝑁,

функции 𝑓 ∈ 𝒦𝑟,𝑛 алгебраическими полиномами 𝑝(𝑧) =
𝑁−1∑︀
𝑘=0

𝑎𝑘𝑧
𝑘 степени deg 𝑝 < 𝑁 .

Лемма 2. Для всех 𝑓 ∈ 𝒦𝑟,𝑛 выполняется неравенство

𝐸𝑁(𝑓) 6 𝑟𝑁−⟨𝑁⟩𝑛‖𝑓‖𝐻2 , 𝑁 = 1, 2, . . . ,

где ⟨𝑁⟩𝑛 = 𝑁mod𝑛— остаток от деления 𝑁 на 𝑛.

Доказательство. Обозначим через 𝑆ℎ(𝑧) = 𝑧ℎ(𝑧), ℎ ∈ 𝐻2, оператор сдвига.
Заметим, что сопряженный оператор 𝑆* имеет вид

𝑆*ℎ(𝑧) = 𝑆*
∞∑︁
𝑘=0

𝑐𝑘𝑧
𝑘 =

∞∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘𝑧
𝑘−1,

и поэтому для любого 𝑁 справедливо равенство

‖𝑆𝑁*ℎ‖𝐻2 =

(︂ ∞∑︁
𝑘=𝑁

|𝑐𝑘|2
)︂1/2

= 𝐸𝑁(ℎ).
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Далее, нетрудно видеть, что значения ядра Сеге 𝐾𝜆(𝑧) являются собственными
функциями оператора 𝑆*:

𝑆*𝐾𝜆 = 𝜆𝐾𝜆.

Отсюда следует, что

𝑆𝑁*𝑓 = 𝑆𝑁*
𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝜁𝑗𝐾𝑟,𝑛,𝑗 = 𝑟𝑁
𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝜁𝑗𝑒
−2𝜋𝑖𝑗𝑁/𝑛𝐾𝑟,𝑛,𝑗 = 𝑟𝑁

𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝜂𝑗𝐾𝑟,𝑛,𝑗,

где 𝜂𝑗 = 𝜁𝑗𝑒
−2𝜋𝑖𝑗𝑁/𝑛, т. е. вектор 𝜂 является модуляцией 𝜁. Видим, что 𝑆𝑁*𝑓 принадле-

жит 𝒦𝑟,𝑛 вместе с 𝑓 . По лемме 1

‖𝑆𝑁*𝑓‖𝐻2 = 𝑟𝑁
(︂

1

1 − 𝑟2𝑛

𝑛−1∑︁
𝑘=0

|𝜂𝑘|2𝑟2𝑘
)︂1/2

,

где ДПФ от модуляции является сдвигом ДПФ:

𝜂𝑘 =
𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝜂𝑗𝑒
−2𝜋𝑖𝑗𝑘/𝑛 =

𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝜁𝑗𝑒
−2𝜋𝑖𝑗(𝑁+𝑘)/𝑛 = 𝜁𝑁+𝑘.

Ясно, что 𝜁𝑁+𝑘 = 𝜁⟨𝑁⟩𝑛+𝑘 и

𝑛−1∑︁
𝑘=0

|𝜂𝑘|2𝑟2𝑘 =

𝑛−⟨𝑁⟩𝑛−1∑︁
𝑘=0

|𝜁⟨𝑁⟩𝑛+𝑘|2𝑟2𝑘 +
𝑛−1∑︁

𝑘=𝑛−⟨𝑁⟩𝑛

|𝜁⟨𝑁⟩𝑛+𝑘|2𝑟2𝑘 =

=
𝑛−1∑︁

𝑘=⟨𝑁⟩𝑛

|𝜁𝑘|2𝑟2(𝑘−⟨𝑁⟩𝑛) +

⟨𝑁⟩𝑛−1∑︁
𝑘=0

|𝜁𝑘|2𝑟2(𝑘+𝑛−⟨𝑁⟩𝑛) 6 𝑟−2⟨𝑁⟩𝑛
𝑛−1∑︁
𝑘=0

|𝜁𝑘|2𝑟2𝑘.

Окончательно находим

𝐸𝑁(𝑓) = ‖𝑆𝑁*𝑓‖𝐻2 6 𝑟𝑁−⟨𝑁⟩𝑛‖𝑓‖𝐻2 . �

Теперь поменяем местами подпространства алгебраических полиномов с подпро-
странствами 𝒦𝑟,𝑛 в задаче оценки величины наилучшего приближения

dist (𝑝,𝒦𝑟,𝑛) = inf
𝑓∈𝒦𝑟,𝑛

‖𝑝− 𝑓‖𝐻2 .

Лемма 3. Для любого алгебраического полинома 𝑝(𝑧) степени deg 𝑝 < 𝑛 имеет
место равенство

dist (𝑝,𝒦𝑟,𝑛) = 𝑟𝑛‖𝑝‖𝐻2 .

Доказательство. Воспользуемся хорошо известным равенством

dist (𝑝,𝒦𝑟,𝑛) = sup
𝑔∈𝒦⊥

𝑟,𝑛:‖𝑔‖𝐻2=1

|⟨𝑝, 𝑔⟩𝐻2|.

Здесь принадлежность 𝑔 ∈ 𝒦⊥
𝑟,𝑛 означает, что функция 𝑔 ортогональна подпростран-

ству 𝒦𝑟,𝑛. Так как это подпространство порождено значениями воспроизводящего
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ядра, то 𝑔(𝜆𝑗) = 0, где 𝜆𝑗 = 𝑟𝑒2𝜋𝑖𝑗/𝑛, 𝑗 = 0, . . . , 𝑛 − 1. Последнее условие, в свою
очередь, эквивалентно представлению 𝑔 = ℎ𝐵, где ℎ ∈ 𝐻2 и

𝐵(𝑧) =
𝑛−1∏︁
𝑗=0

𝑏𝑗(𝑧), 𝑏𝑗(𝑧) =
𝜆𝑗
|𝜆𝑗|

𝜆𝑗 − 𝑧

1 − 𝜆𝑗𝑧
,

— произведение Бляшке. Для рассматриваемых нами точек 𝜆𝑗 имеем

𝐵(𝑧) = 𝑟𝑛
𝑛−1∏︁
𝑗=0

𝑒2𝜋𝑖𝑗/𝑛 − 𝑧/𝑟

𝑒2𝜋𝑖𝑗/𝑛 − 𝑟𝑧
= 𝑟𝑛

1 − (𝑧/𝑟)𝑛

1 − (𝑟𝑧)𝑛
= 𝑟𝑛 −

(︁ 1

𝑟𝑛
− 𝑟𝑛

)︁ ∞∑︁
𝑘=1

𝑟𝑛𝑘𝑧𝑛𝑘.

Поэтому, если ℎ(𝑧) =
∞∑︀
𝑘=0

𝑐𝑘𝑧
𝑘, то

ℎ(𝑧)𝐵(𝑧) = 𝑟𝑛
𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑐𝑘𝑧
𝑘 + . . .

(многоточие соотвествует степеням 𝑧𝑘 при 𝑘 > 𝑛), откуда

⟨𝑝, 𝑔⟩𝐻2 = ⟨𝑝, ℎ𝐵⟩𝐻2 = 𝑟𝑛⟨𝑝, ℎ⟩𝐻2 .

В итоге
dist (𝑝,𝒦𝑟,𝑛) = sup

‖ℎ‖𝐻2=1

𝑟𝑛|⟨𝑝, ℎ⟩𝐻2| = 𝑟𝑛‖𝑝‖𝐻2 ,

так как ‖ℎ‖𝐻2 = ‖𝑔‖𝐻2 = 1 ввиду того, что |𝐵(𝑧)| = 1 при |𝑧| = 1. �

4. Сходимость орторекурсивных разложений по системе
подпространств, порожденных ядром Сеге

Рассмотрим вместо семейства 𝒦𝑟,𝑛 с произвольными индексами 𝑟 и 𝑛 последова-
тельность подпространств

𝒦𝑘 = 𝒦𝑟𝑘,𝑛𝑘
, 𝑘 = 1, 2, . . . ,

где последовательность радиусов (𝑟𝑘) и последовательность натуральных (𝑛𝑘) строго
возрастают и удовлетворяют условию согласования

𝑎

𝑛𝑘

6 1 − 𝑟𝑘 6
𝑏

𝑛𝑘

, 𝑘 = 1, 2, . . . , (7)

с некоторыми постоянными 0 < 𝑎 6 𝑏 <∞. Покажем, что в этом случае утверждения
лемм 1, 2 и 3 допускают уточнение.

Следствие 1. При выполнении условия согласования (7) существуют посто-
янные 0 < 𝐴 6 𝐵 < ∞ такие, что для всех 𝑘 ∈ N и всех (𝜁𝑗) ∈ C𝑛𝑘 выполняются
неравенства

𝐴

(︂𝑛𝑘−1∑︁
𝑗=0

|𝜁𝑗|2
)︂1/2

6

⃦⃦⃦⃦𝑛𝑘−1∑︁
𝑗=0

𝜁𝑗 ̂︀𝐾𝑟𝑘,𝑛𝑘,𝑗

⃦⃦⃦⃦
𝐻2

6 𝐵

(︂𝑛𝑘−1∑︁
𝑗=0

|𝜁𝑗|2
)︂1/2

.
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Доказательство. Прежде всего, заметим, что̂︀𝐾𝑟𝑘,𝑛𝑘,𝑗 = (1 − 𝑟2𝑘)1/2𝐾𝑟𝑘,𝑛𝑘,𝑗,

и по лемме 1 мы имеем⃦⃦⃦⃦𝑛𝑘−1∑︁
𝑗=0

𝜁𝑗 ̂︀𝐾𝑟𝑘,𝑛𝑘,𝑗

⃦⃦⃦⃦2
𝐻2

=
1 − 𝑟2𝑘

1 − 𝑟2𝑛𝑘
𝑘

𝑛𝑘−1∑︁
𝑗=0

|𝜁𝑗|2𝑟2𝑗𝑘 .

Используя тривиальные оценки 𝑟2𝑛𝑘
𝑘 < 𝑟2𝑗𝑘 6 1, получаем

𝑟2𝑛𝑘
𝑘 (1 − 𝑟2𝑘)

1 − 𝑟2𝑛𝑘
𝑘

𝑛𝑘−1∑︁
𝑗=0

|𝜁𝑗|2 6
⃦⃦⃦⃦𝑛𝑘−1∑︁

𝑗=0

𝜁𝑗 ̂︀𝐾𝑟𝑘,𝑛𝑘,𝑗

⃦⃦⃦⃦2
𝐻2

6
(1 − 𝑟2𝑘)

1 − 𝑟2𝑛𝑘
𝑘

𝑛𝑘−1∑︁
𝑗=0

|𝜁𝑗|2.

С учетом равенства Парсеваля для ДПФ

𝑛𝑘−1∑︁
𝑗=0

|𝜁𝑗|2 = 𝑛𝑘

𝑛𝑘−1∑︁
𝑗=0

|𝜁𝑗|2

будем иметь

𝑟2𝑛𝑘
𝑘 𝑛𝑘(1 − 𝑟2𝑘)

1 − 𝑟2𝑛𝑘
𝑘

𝑛𝑘−1∑︁
𝑗=0

|𝜁𝑗|2 6
⃦⃦⃦⃦𝑛𝑘−1∑︁

𝑗=0

𝜁𝑗 ̂︀𝐾𝑟𝑘,𝑛𝑘,𝑗

⃦⃦⃦⃦2
𝐻2

6
𝑛𝑘(1 − 𝑟2𝑘)

1 − 𝑟2𝑛𝑘
𝑘

𝑛𝑘−1∑︁
𝑗=0

|𝜁𝑗|2.

На основании условия согласования (7) заключаем, что

𝑎 6 𝑛𝑘(1 − 𝑟2𝑘) 6 2𝑏

и
𝑒−𝑏 = lim

𝑘→∞
(1 − 𝑏

𝑛𝑘
)𝑛𝑘 6 lim inf

𝑘→∞
𝑟𝑛𝑘
𝑘 6 lim sup

𝑘→∞
𝑟𝑛𝑘
𝑘 6 lim

𝑘→∞
(1 − 𝑎

𝑛𝑘
)𝑛𝑘 = 𝑒−𝑎,

откуда, ввиду того что 0 < 𝑟𝑛𝑘
𝑘 < 1, находим

0 < 𝛼 6 𝑟𝑛𝑘
𝑘 6 𝛽 < 1, 𝑘 = 1, 2, . . . . (8)

Окончательно получим

𝛼2𝑎

1 − 𝛼2

𝑛𝑘−1∑︁
𝑗=0

|𝜁𝑗|2 6
⃦⃦⃦⃦𝑛𝑘−1∑︁

𝑗=0

𝜁𝑗 ̂︀𝐾𝑟𝑘,𝑛𝑘,𝑗

⃦⃦⃦⃦2
𝐻2

6
2𝑏

1 − 𝛽2

𝑛𝑘−1∑︁
𝑗=0

|𝜁𝑗|2. �

Следствие 2. При выполнении условия согласования (7) существует постоян-
ная 𝐶 такая, что для всех 𝑘 ∈ N и всех 𝑓 ∈ 𝒦𝑘 справедливо неравенство

𝐸𝑁(𝑓) 6 𝐶𝑟𝑁𝑘 ‖𝑓‖𝐻2 , 𝑁 = 1, 2, . . . .

Доказательство. По лемме 2

𝐸𝑁(𝑓) 6 𝑟
𝑁−⟨𝑁⟩𝑛𝑘
𝑘 ‖𝑓‖𝐻2 .

Осталось заметить, что в силу (8)

𝑟
−⟨𝑁⟩𝑛𝑘
𝑘 < 𝑟−𝑛𝑘

𝑘 6 𝛼−1 = 𝐶. �
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Следствие 3. При выполнении условия согласования (7) существует постоян-
ная 𝜎 < 1 такая, что для всех 𝑘 ∈ N и всех алгебраических полиномов 𝑝 степени
deg 𝑝 < 𝑛𝑘 выполняется неравенство

dist (𝑝,𝒦𝑘) 6 𝜎‖𝑝‖𝐻2 .

Доказательство. По лемме 3

dist (𝑝,𝒦𝑘) 6 𝑟𝑛𝑘
𝑘 ‖𝑝‖𝐻2 ,

где в силу (8) для всех 𝑘 имеем 𝑟𝑛𝑘
𝑘 6 𝛽 = 𝜎 < 1. �

Теорема 2. Пусть последовательность натуральных (𝑛𝑘) является лакунарной

𝑛𝑘+1

𝑛𝑘

> 𝑞 > 1, 𝑘 = 1, 2, . . . ,

и вместе со строго возрастающей последовательностью радиусов (𝑟𝑘) удовлетво-
ряет условию согласования (7).

Тогда последовательность подпространств {𝒦𝑘 = 𝒦𝑟𝑘,𝑛𝑘
}∞𝑘=1, порожденных

ядром Сеге, является системой орторекурсивного разложения в пространстве
𝐻2.

Доказательство. Проверим, что выполнены условия теоремы 1. Следствие 3
показывает, что имеет место (6). Следствие 2 при 𝑘 = 1, 2, . . . и 𝑗 = 1, . . . , 𝑘 − 1 дает
оценку

𝐸𝑛𝑘
(𝑓) 6 𝐶𝑟𝑛𝑘

𝑗 , 𝑓 ∈ 𝒦𝑗,

т. е. имеет место (5) с постоянными 𝜏𝑘,𝑗 = 𝐶𝑟𝑛𝑘
𝑗 . Осталось убедиться в конечности

величины

sup
𝑘

𝑘−1∑︁
𝑗=1

𝜏 2𝑘,𝑗 = 𝐶 sup
𝑘

𝑘−1∑︁
𝑗=1

𝑟2𝑛𝑘
𝑗 6 𝐶 sup

𝑘

𝑘−1∑︁
𝑗=1

𝑟
2𝑛𝑗𝑞

𝑘−𝑗

𝑗 .

Из условия согласования (7) получаем 𝑟𝑗 6 1− 𝑎
𝑛𝑗

, и поэтому 𝑟𝑛𝑗

𝑗 6 𝑒−𝑎 при достаточно
больших 𝑗 > 𝑗0 (заведомо начиная с 𝑛𝑗0 > 𝑎). В итоге имеем

sup
𝑘

𝑘−1∑︁
𝑗=1

𝜏 2𝑘,𝑗 6 𝐶𝑗0 + 𝐶 sup
𝑘>𝑗0

𝑘−1∑︁
𝑗=𝑗0

𝑒−2𝑎𝑞𝑘−𝑗

6 𝐶𝑗0 +
∞∑︁
𝑗=1

𝑒−2𝑎𝑞𝑗 <∞. �
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