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Аннотация. В работе рассматривается круг вопросов, связанных с построением двумерных фигур Ная
для микрополярных континуумов. Метод двумерного матричного представления тензоров четвертого
ранга хорошо известен из монографий по кристаллографии. Такие представления используются для
упрощения тензорной записи уравнений анизотропных тел. Указанный метод позволяет представить
определяющие тензоры и псевдотензоры четвертого, третьего и второго рангов в виде своеобразных
двумерных фигур. В настоящей работе выполнено построение фигур Ная для определяющих геми-
тропных тензоров четвертого и второго рангов. Получена матричная форма определяющих уравнений
гемитропного микрополярного тела в атермическом случае. С помощью свойств псевдоскалярных еди-
ниц и их целых степеней выполнена процедура преобразования псевдотензорных основных уравнений
микрополярной теории к формулировке в терминах абсолютных тензоров. Основное изложение статьи
проводится в терминах абсолютных тензоров в декартовой прямоугольной системе координат.
Ключевые слова: упругий потенциал, определяющий тензор, псевдотензорная единица, гемитропный
микрополярный континуум, фигура Ная, матричное представление
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Abstract. The paper is devoted to a wide range of problems related to the two-dimensional Nye figures for
micropolar continua. The method of two-dimensional matrix representation of fourth-rank tensors is well

c○ Мурашкин Е. В., Радаев Ю. Н., 2024

mmi.sgu.ru
https://elibrary.ru/FKFRHA
https://orcid.org/0000-0002-3267-4742
https://elibrary.ru/author_profile.asp?id=129570
https://orcid.org/0000-0002-0866-2151
https://elibrary.ru/author_profile.asp?id=103116
https://elibrary.ru/FKFRHA
https://orcid.org/0000-0002-3267-4742
https://elibrary.ru/author_profile.asp?id=129570
https://orcid.org/0000-0002-0866-2151
https://elibrary.ru/author_profile.asp?id=103116


Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер.: Математика. Механика. Информатика. 2024. Т. 24, вып. 1

known from monographs on crystallography. Such representations are used to simplify tensor notation of
the equations of anisotropic solids. This method allows us to represent the asymmetric constitutive tensors
and pseudotensors of the fourth, third and second ranks in the form of specific two-dimensional figures.
The Nye figures for the constitutive hemitropic tensors of the fourth and second ranks are given. The
matrix form of the constitutive equations of a hemitropic micropolar solid in the athermal case is obtained.
The transformation of the pseudotensor governing equations of the micropolar theory to a formulation in
terms of absolute tensors is carried out via the pseudoscalar units and their integer powers. The study is
carried out in terms of absolute tensors in a Cartesian rectangular coordinate system.
Keywords: elastic energy potential, constitutive tensor, pseudotensor unit, hemitropic micropolar continuum,
Nye figure, matrix notation
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Введение

Основные уравнения механики упругого поведения гемитропных (полуизотропных) мик-
рополярных упругих тел основываются на квадратичных формах микрополярных упругих
энергетических потенциалов силовых и моментных напряженй [1–10]. Представление таких
потенциалов в общем случае требует привлечения формализма псевдотензорной алгебры
и анализа [11–20]. Особенно актуально использование такого аппарата при моделирова-
нии процессов деформирования материалов, проявляющих полуизотропные (изотропные
нецентрально-симметричные (ацентричные), гемитропные, демитропные, хиральные) свойства.
Компоненты определяющих тензоров и псевдотензоров гемитропных потенциалов силовых и
моментных напряжений проявляют чувствительность к зеркальным отражениям трехмерного
пространства. Предполагается, что сам упругий потенциал является абсолютным инвариантом
по отношению к произвольным преобразованиям пространства, в том числе к его зеркальным
отражениям. В общем анизотропном случае упругий потенциал задается суммой произве-
дений, которые являются абсолютными скалярами, a псевдотензорные веса сомножителей
сбалансированы и в сумме равны нулю.

Аккуратное применение специальных представлений определяющих тензоров и псевдо-
тензоров [6,7,21] позволяет редуцировать линейное анизотропное микрополярное тело (171
определяющая постоянная) к гемитропному, характеризующемуся девятью определяющими
псевдоскалярами. В конвенциональном случае такими псевдоскалярами будут: модуль сдвига,
коэффициент Пуассона, характерная микродлина и 6 псевдоскаляров, не имеющих физической
размерности. Характерная микродлина оказывается псевдоскаляром отрицательного веса −1
и проявляет чувствительность к отражениям и инверсиям трехмерного пространства.

Существуют различные варианты представлений энергетических форм потенциалов асим-
метричных тензоров силовых и моментных напряжений в механике гемитропных микропо-
лярных сред [9,10]. Существуют способы упрощения тензорной записи уравнений гемитроп-
ного континуума, например, известный из кристаллографии метод матричного представле-
ния определяющих уравнений [22–26], подробно изложенный в классической монографии
Дж. Ф. Ная [22]. Указанный метод позволяет представить определяющие тензоры и псевдо-
тензоры четвертого, третьего и второго рангов в виде своеобразных фигур (симметричных
матриц).

В настоящей работе метод матричного представления Ная модифицируется и применяется
к упрощению записи энергетической квадратичной формы упругого потенциала напряжений.
В отличие от метода Ная, симметричные по построению матрицы компонент определяющих
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тензоров представляются их верхнетреугольными аналогами. Построены фигуры Ная для
полуизотропного микрополярного тела. Получена матричная форма определяющих уравнений
гемитропного микрополярного тела в атермическом случае.

1. Основные понятия ориентируемых трехмерных пространств

Рассмотрим основные понятия ориентируемого евклидова трехмерного пространства [27].
Ориентировать пространство можно различными способами, разделив их на право- и лево-
ориентированные. В частности, задание ориентации плоского пространства может быть
выполнено путем ренумерации трех линейно независимых направлений координатного репера.

Одним из фундаментальных объектов геометрии являются символы перестановок (альтер-
нирующие символы):

𝜖𝑖𝑗𝑘 = 𝜖𝑖𝑗𝑘 =

⎧⎪⎨⎪⎩
+1, в случае 𝑖, 𝑗, 𝑘 = 123, 231, 312;

−1, в случае 𝑖, 𝑗, 𝑘 = 132, 213, 321;

0, во всех остальных случаях.

Как известно, символы перестановок являются одновременно ковариантным псевдотензо-
ром третьего ранга веса −1 и контравариантным псевдотензором третьего ранга веса +1, т.е.
на основании их определения справедливо следующее равенство:

[−1]
𝜖 𝑙𝑠𝑘 =

[+1]
𝜖 𝑙𝑠𝑘,

которое нарушает принятые в псевдотензорной алгебре соглашения о балансе индексов
и равенстве весов равных друг другу псевдотензоров. Приведенное равенство является
проявлением особого статуса символов перестановок.

Координатные направления в плоском трехмерном пространстве зададим с помощью
трех базисных ковариантных векторов 𝚤

𝑠
(𝑠 = 1, 2, 3). Локальный контравариантный базис

𝑠
𝚤

(𝑠 = 1, 2, 3) однозначно определяется следующими соотношениями:

𝚤
𝑠
· 𝑘𝚤 =

𝑘
𝛿
𝑠

(𝑘 = 1, 2, 3; 𝑠 = 1, 2, 3),

где
𝑘
𝛿
𝑠

— символы Кронекера.

Предполагая далее заданными скалярное и векторное произведение двух векторов, введем
фундаментальный ориентирующий псевдоскаляр (веса +1)

𝑒 = 𝚤
1
· (𝚤

2
× 𝚤

3
)

и две псевдоскалярные единицы [28]

[+1]

1 = 𝑒,
[−1]

1 = 𝑒−1. (1)

В силу (1) ориентации координатных реперов определяются знаком псевдоскалярной

единицы положительного веса, т.е. для правоориентированных реперов —
[+1]

1 > 0, для

левоориентированных —
[+1]

1 < 0.
Введем также целые степени g псевдоскалярных единиц, полагая

[g]

1 =
(︁ [+1]

1
)︁g
,

[−g]

1 =
(︁ [−1]

1
)︁g
.
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Заметим, что целые степени псевдоскалярных единиц ковариантно постоянны, т.е.

∇𝑘

[±g]

1 =
[±g]

0 ,

где ∇𝑘 — оператор ковариантного дифференцирования в метрике 𝑔𝑗𝑠.
Пользуясь псевдоскалярными единицами, определим абсолютные 𝑒-тензоры (тензоры

перестановок, дискриминантные тензоры) следующими равенствами:

𝑒𝑖𝑗𝑘 =
[+1]

1 𝜖𝑖𝑗𝑘, 𝑒𝑖𝑗𝑘 =
[−1]

1 𝜖𝑖𝑗𝑘 .

2. Деформации и напряжения в микрополярном континууме

Введем в трехмерном пространстве криволинейную систему координат 𝑥𝑘. Псевдотензор-
ные формулировки уравнений микрополярного континуума существенным образом зависят от

способа определения псевдовектора микроповорота
[g]

𝜑 𝑠 (спинорного перемещения) и его веса
g [29]. Наиболее распространены формулировки с использованием спинорного перемещения
веса g = +1, либо g = −1. Например, в работе [28] рассматривалась формулировка микропо-
лярного упругого континуума с контравариантным вектором трансляционных перемещений

𝑢𝑘 и контравариантным пcевдовектором спинорных перемещений
[+1]

𝜑 𝑠 положительного веса
𝑔 = +1. В настоящей работе рассмотрим псевдотензорную формулировку основных уравнений
микрополярной теории упругости [18].

В качестве вектора трансляционных перемещений примем ковариантный абсолютный

вектор 𝑢𝑘, а спинорные перемещения свяжем с контравариантным псевдовектором
[+1]

𝜑 𝑠 веса
g = +1.

Ковариантное поле трансляционных перемещений порождает псевдовектор вихря, вычис-
ляемый согласно

[+1]
𝜔 𝑠 =

1

2
𝜖𝑠𝑘𝑙∇𝑘𝑢𝑙 . (2)

Вслед за полным микроповоротом и вихрем поля трансляционных перемещений можно
вести речь об относительном псевдовекторе микроповорота

[+1]

𝜙 𝑠 =
[+1]

𝜑 𝑠 −
[+1]

𝜔 𝑠 =
[+1]

𝜑 𝑠 − 1

2
𝜖𝑠𝑘𝑙∇𝑘𝑢𝑙 . (3)

Этот псевдовектор, наряду с вектором трансляционного премещения, считается в линейных
микрополярных теориях малым и используется при конструировании асимметричного тензора
деформации.

Асимметричный тензор деформации геометрически линейных микрополярных теорий

𝜖𝑘𝑙 = 𝜖(𝑘𝑙) + 𝜖[𝑘𝑙] (4)

складывается из симметричной (определяемой полностью полем перемещений)

𝜖(𝑘𝑙) = ∇(𝑘𝑢𝑙) =
1

2
(∇𝑘𝑢𝑙 +∇𝑙𝑢𝑘)

и антисимметричной части (определяемой полностью полем относительных микроповоротов
(3))

𝜖[𝑘𝑙] = −𝜖𝑘𝑙𝑠
[+1]
𝜙

𝑠

.

Его можно также определить через полный псевдовектор микроповорота (спина) согласно

𝜖𝑘𝑙 = ∇𝑘𝑢𝑙 −
[−1]

𝜖 𝑘𝑙𝑠
[+1]

𝜑 𝑠. (5)
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Помимо асимметричного тензора деформации, необходим еще тензор изгиба-кручения

[+1]
𝜅 ·𝑠

𝑘· = ∇𝑘

[+1]

𝜑 𝑠, (6)

который представляет собой пространственный градиент полного псевдовектора микро-
поворота.

Определим наконец следующие ассоциированные с тензором 𝜖𝑖𝑠 и псевдотензором
[+1]
𝜅 ·𝑠

𝑘·
псевдовектор и вектор соответственно:

[+1]
𝜙 𝑠 = −1

2
𝜖𝑠𝑘𝑙𝜖[𝑘𝑙], 𝜅𝑠 =

1

2
𝜖𝑠𝑘𝑙

[+1]
𝜅 [𝑘𝑙]. (7)

Псевдотензорная формулировка уравнений статического равновесия может быть получена
из принципа виртуальных перемещений псевдотензоров [18] при использовании обобщенной
на случай псевдотензоров теоремы Стокса [30–32]:

∇𝑘𝑡
𝑘𝑙 = −𝑋 𝑙,

∇𝑘

[−1]

𝜇 𝑘·
·𝑙 − 2

[−1]

𝜏 𝑙 = −
[−1]

𝑌 𝑙,
(8)

где 𝑡𝑘𝑙 — асимметричный тензор силовых напряжений;
[−1]
𝜇 𝑘·

·𝑙 — псевдотензор моментных напря-

жений; 𝑋 𝑙 — вектор объемных сил;
[−1]

𝑌 𝑙 — псевдовектор объемных моментов;
[−1]
𝜏 𝑗 — ассоцииро-

ванный (сопутствующий) псевдовектор силовых напряжений

2
[−1]
𝜏 𝑗 = −𝜖𝑗𝑖𝑘𝑡[𝑖𝑘], 𝑡[𝑖𝑘] = −𝜖𝑖𝑘𝑗

[−1]
𝜏 𝑗 . (9)

Ассоциированный (сопутствующий) абсолютный вектор моментных напряжений определяется
по аналогии с (9)

2𝜇𝑖 = 𝜖𝑖𝑘𝑠
[−1]
𝜇 [𝑘𝑠],

[−1]
𝜇 [𝑖𝑠] = 𝑒𝑖𝑠𝑗𝜇

𝑗 . (10)

Псевдотензорная формулировка микрополярной теории (2)–(10) может быть преобразована
к ковариантной, представленной в работе [8], согласно правилу балансировки весов [33,34]:

𝜑𝑠 =
[−1]

1
[+1]

𝜑 𝑠, 𝜏 𝑠 =
[+1]

1
[−1]

𝜏 𝑠, 𝜇𝑘··𝑙 =
[+1]

1
[−1]

𝜇 𝑘·
·𝑙 ,

𝜙𝑠 =
[−1]

1
[+1]

𝜙 𝑠, 𝜔𝑠 =
[−1]

1
[+1]

𝜔 𝑠, 𝜅·𝑠𝑘· =
[−1]

1
[+1]

𝜅 ·𝑠
𝑘· .

Для замыкания системы (2)–(10) необходимо задать упругий потенциал силовых и
моментных напряжений. В дальнейшем изложении для упрощения тензорных представлений
ограничимся формулировками в абсолютных тензорах в декартовой прямоугольной системе
координат.

3. Первая основная форма потенциала силовых и моментных напряжений

Микрополярное тело называется гемитропным, если компоненты его определяющих тен-
зоров не изменяются при поворотах координатного репера, т. е. полуизотропны, но, вообще
говоря, изменяются при зеркальных отражениях и инверсиях трехмерного евклидова про-
странства. Введем микрополярный упругий потенциал U [8,35], рассчитанный на единицу
инвариантного элемента объема,

U = U (𝜖(𝑖𝑗), 𝜅(𝑖𝑗), 𝜙𝑖, 𝜅𝑖).

Упругий потенциал U напряжений по физическому смыслу является объективной вели-
чиной и, значит, абсолютным инвариантом по отношению к произвольным преобразованиям
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пространства, в том числе к зеркальным отражениям и инверсиям трехмерного пространства.
Поэтому он (так же как и его первая вариация 𝛿U ) является абсолютным скаляром. Первая
вариация упругого потенциала представляется суммой абсолютных скаляров

𝛿U = 𝑡(𝑖𝑗)𝛿𝜖(𝑖𝑗) + 𝜇(𝑖𝑗)𝛿𝜅(𝑖𝑗) + 2𝜏𝑖𝛿𝜙𝑖 + 2𝜇𝑖𝛿𝜅𝑖.

В итоге определяющие уравнения примут вид

𝑡(𝑖𝑗) =
𝜕U

𝜕𝜖(𝑖𝑗)
, 𝜇(𝑖𝑗) =

𝜕U

𝜕𝜅(𝑖𝑗)
, 2𝜏𝑖 =

𝜕U

𝜕𝜙𝑖
, 2𝜇𝑖 =

𝜕U

𝜕𝜅𝑖
. (11)

Первую основную энергетическую форму анизотропного микрополярного континуума в
декартовой системе координат в терминах абсолютных тензоров можно принять в виде

U = H
1

(𝑖𝑠)(𝑙𝑚)𝜖(𝑖𝑠)𝜖(𝑙𝑚) + H
2

(𝑖𝑠)(𝑙𝑚)𝜅(𝑖𝑠)𝜅(𝑙𝑚) + H
3

(𝑖𝑠)(𝑙𝑚)𝜖(𝑖𝑠)𝜅(𝑙𝑚)+

+H
4

(𝑖𝑠)𝜙𝑖𝜙𝑠 + H
5

(𝑖𝑠)𝜅𝑖𝜅𝑠 + H
6

𝑖𝑠𝜙𝑖𝜅𝑠 . (12)

Отметим, что определяющие тензоры, участвующие в представлении U , H
1

(𝑖𝑠)(𝑙𝑚) и H
2

(𝑖𝑠)(𝑙𝑚),

— симметричны по парам индексов 𝑖𝑠, 𝑙𝑚 и по индексам внутри этих пар; H
3

(𝑖𝑠)(𝑙𝑚) — не

симметричен по парам индексов 𝑖𝑠, 𝑙𝑚, но симметричен по индексам внутри этих пар; H
4

𝑖𝑠 и

H
5

𝑖𝑠 — симметричны; H
6

𝑖𝑠 — асимметричен.

В случае гемитропного тела первая основная энергетическая форма записывается в
декартовой системе координат следующим образом:

U = 𝐴
1
𝛿𝑖𝑠𝛿𝑙𝑚𝜖(𝑖𝑠)𝜖(𝑙𝑚) +𝐴

2
𝛿𝑖𝑠𝛿𝑙𝑚𝜅(𝑖𝑠)𝜅(𝑙𝑚) +𝐴

3
𝛿𝑖𝑠𝛿𝑙𝑚𝜖(𝑖𝑙)𝜖(𝑠𝑚)+

+𝐴
4
𝛿𝑖𝑠𝛿𝑙𝑚𝜅(𝑖𝑙)𝜅(𝑠𝑚) +𝐴

5
𝛿𝑖𝑠𝜙𝑖𝜙𝑠 +𝐴

6
𝛿𝑖𝑠𝜅𝑖𝜅𝑠 +𝐴

7
𝛿𝑖𝑠𝛿𝑙𝑚𝜖(𝑖𝑠)𝜅(𝑙𝑚) +𝐴

8
𝜖(𝑖𝑠)𝜅(𝑖𝑠) +𝐴

9
𝜅𝑖𝜙𝑖, (13)

где 𝛿𝑖𝑠 — дельта Кронекера, 𝐴
a

(a = 1, . . . , 9) — определяющие постоянные (коэффициен-

ты жесткости). Определяющие постоянные легко преобразуются к псевдоинвариантам
[g]

𝐴
a

(a = 1, . . . , 9; g = 0,±1,±2) соглано правилу

[g]

𝐴
a
=

[g]

1𝐴
a
.

Только три из них, а именно
[−1]

𝐴
7

,
[−1]

𝐴
8

,
[−1]

𝐴
9

, оказываются чувствительными к зеркальным
отражениям трехмерного пространства, что определяет гемитропность микрополярного тела,
задаваемого потенциалом силовых и моментных напряжений (13).

В декартовой системе координат определяющие постоянные в выражении (13) связаны с
определяющими тензорами анизотропного потенциала (12) следующими соотношениями [21,
p. 66–70]:

H
1

𝑖𝑠𝑙𝑚 = 𝐴
1
𝛿𝑖𝑠𝛿𝑙𝑚 +𝐴

3
𝛿𝑖𝑙𝛿𝑠𝑚, H

4
𝑖𝑠 = 𝐴

5
𝛿𝑖𝑠,

H
2

𝑖𝑠𝑙𝑚 = 𝐴
2
𝛿𝑖𝑠𝛿𝑙𝑚 +𝐴

4
𝛿𝑖𝑙𝛿𝑠𝑚, H

5
𝑖𝑠 = 𝐴

6
𝛿𝑖𝑠,

H
3

𝑖𝑠𝑙𝑚 = 𝐴
7
𝛿𝑖𝑠𝛿𝑙𝑚 +𝐴

8
𝛿𝑖𝑙𝛿𝑠𝑚, H

6
𝑖𝑠 = 𝐴

9
𝛿𝑖𝑠.

(14)

Определяющие уравнения (11) для гемитропного микрополярного континуума, определяе-
мого потенциалом (13), получаются в виде

𝑡(𝑖𝑠) = 2𝐴
1
𝛿𝑖𝑠𝛿𝑙𝑚𝜖(𝑙𝑚) + 2𝐴

3
𝛿𝑖𝑙𝛿𝑠𝑚𝜖(𝑙𝑚) +𝐴

7
𝛿𝑖𝑠𝛿𝑙𝑚𝜅(𝑙𝑚) +𝐴

8
𝜅(𝑖𝑠),
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𝜇(𝑖𝑠) = 2𝐴
2
𝛿𝑖𝑠𝛿𝑙𝑚𝜅(𝑙𝑚) + 2𝐴

4
𝛿𝑖𝑙𝛿𝑠𝑚𝜅(𝑙𝑚) +𝐴

7
𝛿𝑖𝑠𝛿𝑙𝑚𝜖(𝑙𝑚) +𝐴

8
𝜖(𝑖𝑠),

2𝜏𝑖 = 2𝐴
5
𝜙𝑖 +𝐴

9
𝜅𝑖, 2𝜇𝑖 = 2𝐴

6
𝜅𝑖 +𝐴

9
𝜙𝑖.

Вместо девяти коэффициентов жесткости 𝐴
a

удобнее ввести другие определяющие посто-
янные:

𝐴
1
= 𝐺𝜈(1− 2𝜈)−1, 𝐴

2
= 𝐺𝐿2𝑐3, 𝐴

3
= 𝐺,

𝐴
4
= 𝐺𝐿2, 𝐴

5
= 2𝐺𝑐1, 𝐴

6
= 𝐺𝐿2𝑐2,

𝐴
7
= 𝐺𝐿𝑐4, 𝐴

8
= 𝐺𝐿𝑐5, 𝐴

9
= 𝐺𝐿𝑐6,

с тем чтобы в итоге пришлось иметь дело с двумя размерными и семью безразмерными
постоянными: 𝐺— модуль сдвига (имеет размерность силовых напряжений); 𝜈 — коэффициент
Пуассона (не имеет физической размерности); 𝐿— характерная длина микрополярной теории;
𝑐𝑘 (𝑘 = 1, 6) — физически безразмерные микрополярные упругие модули.

4. Матричные обозначения определяющих соотношений
гемитропного континуума

Для компактности записи тензорных уравнений иногда выгодно использовать матричные
обозначения [22, p. 113–115], которые позволяют представить компоненты тензора четвертого
ранга элементами матрицы, уменьшив количество индексов с 4 до 2, а тензоры второго ранга —
векторами. Однако необходимо помнить, что двухиндексные экстенсивы, соответствующие
тензорам четвертого ранга, не преобразуются по тензорным правилам.

Заменим компоненты симметричной части асимметричного тензора деформаций согласно
следующей схеме:

𝜖(𝑖𝑠) → 𝜖𝐾 =

⎡⎣𝜖(11) 𝜖(12) 𝜖(13)
𝜖(21) 𝜖(22) 𝜖(23)
𝜖(31) 𝜖(32) 𝜖(33)

⎤⎦→

⎡⎣ 𝜖1 1
2𝜖6

1
2𝜖5

1
2𝜖6 𝜖2

1
2𝜖4

1
2𝜖5

1
2𝜖4 𝜖3

⎤⎦ .
Аналогичным образом заменим симметричную часть тензора изгиба-кручения

𝜅(𝑖𝑠) → 𝜅𝐾 =

⎡⎣𝜅(11) 𝜅(12) 𝜅(13)
𝜅(21) 𝜅(22) 𝜅(23)
𝜅(31) 𝜅(32) 𝜅(33)

⎤⎦→

⎡⎣ 𝜅1 1
2𝜅6

1
2𝜅5

1
2𝜅6 𝜅2

1
2𝜅4

1
2𝜅5

1
2𝜅4 𝜅3

⎤⎦ .
Для симметричных частей тензоров силовых и моментных напряжений введем следующую

замену:

𝑡(𝑖𝑠) → 𝑡𝐾 =

⎡⎣𝑡(11) 𝑡(12) 𝑡(13)
𝑡(21) 𝑡(22) 𝑡(23)
𝑡(31) 𝑡(32) 𝑡(33)

⎤⎦→

⎡⎣𝑡1 𝑡6 𝑡5
𝑡6 𝑡2 𝑡4
𝑡5 𝑡4 𝑡3

⎤⎦ ,
𝜇(𝑖𝑠) → 𝜇𝐾 =

⎡⎣𝜇(11) 𝜇(12) 𝜇(13)
𝜇(21) 𝜇(22) 𝜇(23)
𝜇(31) 𝜇(32) 𝜇(33)

⎤⎦→

⎡⎣𝜇1 𝜇6 𝜇5
𝜇6 𝜇2 𝜇4
𝜇5 𝜇4 𝜇3

⎤⎦ .
Матричная форма определяющих уравнений гемитропного микрополярного упругого тела

принимает вид ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑡𝐾 = 2H
1

𝐾𝑁 𝜖𝑁 + H
3

𝐾𝑁𝜅𝑁 ,

𝜇𝐾 = 2H
2

𝐾𝑁𝜅𝑁 + H
3

𝐾𝑁 𝜖𝑁 ,

2𝜏 𝑖 = 2H
4

𝑖𝑠𝜙𝑠 + H
6

𝑖𝑠𝜅𝑠,

2𝜇𝑖 = 2H
5

𝑖𝑠𝜅𝑠 + H
6

𝑖𝑠𝜙𝑠.

(15)
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Преобразование определяющих тензоров H
a

𝑖𝑠𝑙𝑚 и H
c

𝑖𝑠 (a = 1, 2, 3; c = 4, 5, 6) в (15) к

виду двумерных матриц произведено при помощи соответствующей замены индексов из
таблицы. Метаиндексы a и c не являются тензорными индексами и нумеруют определяющие
тензоры.

Соответствие пар тензорных и матричных индексов
Table. Correspondence of pairs of tensor and matrix indices

Пары тензорных индексов (𝑖𝑠, 𝑙𝑚) 11 22 33 23, 32 31, 13 12, 21
Матричные индексы (𝐾,𝑁) 1 2 3 4 5 6

Рассмотрим матрицу H
1

𝐾𝑁 из первого слагаемого в квадратичной форме упругого потенци-

ала напряжений (12). Компоненты определяющей матрицы H
1

𝐾𝑁 связаны с определяющими

постоянными 𝐴
a

при учете (14) следующим образом:

H
1

𝐾𝑁 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝐴
1
+𝐴

3
𝐴
1

𝐴
1

0 0 0

𝐴
1

𝐴
1
+𝐴

3
𝐴
1

0 0 0

𝐴
1

𝐴
1

𝐴
1
+𝐴

3
0 0 0

0 0 0 𝐴
3

0 0

0 0 0 0 𝐴
3

0

0 0 0 0 0 𝐴
3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. (16)

Заметим, что матрица H
1

𝐾𝑁 симметрична относительно главной диагонали, поэтому при

построении двумерной фигуры Ная можно опустить ее нижнюю треугольную часть (рис. 1,
а ).

Аналогичные рассуждения проведем для оставшихся слагаемых упругого потенциала
напряжений (12). Компоненты матрицы H

2
𝐾𝑁 из второго слагаемого в форме упругого

потенциала напряжений (12) определяются следующим образом:

H
2

𝐾𝑁 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝐴
2
+𝐴

4
𝐴
2

𝐴
2

0 0 0

𝐴
2

𝐴
2
+𝐴

4
𝐴
2

0 0 0

𝐴
2

𝐴
2

𝐴
2
+𝐴

4
0 0 0

0 0 0 𝐴
4

0 0

0 0 0 0 𝐴
4

0

0 0 0 0 0 𝐴
4

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. (17)

Двумерная фигура Ная матрицы H
2

𝐾𝑁 при отбрасывании ее треугольной части ниже

главной диагонали принимает вид, представленный на рис. 1, б.
В записи третьего слагаемого квадратичной формы потенциала напряжений (12) участвует

определяющий тензор H
3

𝐾𝑁 . Компоненты его определяющей матрицы H
3

𝐾𝑁 выписываются

следующим образом:

H
3

𝐾𝑁 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝐴
7
+𝐴

8
𝐴
7

𝐴
7

0 0 0

𝐴
7

𝐴
7
+𝐴

8
𝐴
7

0 0 0

𝐴
7

𝐴
7

𝐴
7
+𝐴

8
0 0 0

0 0 0 𝐴
8

0 0

0 0 0 0 𝐴
8

0

0 0 0 0 0 𝐴
8

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. (18)
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Двумерная фигура Ная матрицы H
3

𝐾𝑁 , если учесть свойства симметрии и отбросить ее

нижнюю треугольную часть, принимает вид, представленный на рис. 1, в.

а / a б / b в / c

Рис. 1. Двумерные фигуры Ная гемитропных определяющих тензоров: а — H
1

𝑖𝑠𝑙𝑚; б —

H
2

𝑖𝑠𝑙𝑚; в — H
3

𝑖𝑠𝑙𝑚. ∘ — нулевые компоненты, ∙ — компоненты, отличные от нуля,

⊗ = (H
a

11 − H
a

12), жирными отрезками соединены равные компоненты, Z означает,

что ниже главной диагонали симметрично расположены идентичные (в плане числового
равенства) элементы

Fig. 1. Two-dimensional Nye figures of hemitropic constitutive tensors: a is H
1

𝑖𝑠𝑙𝑚;

b is H
2

𝑖𝑠𝑙𝑚; c is H
3

𝑖𝑠𝑙𝑚. ∘ denotes zero component, ∙ denotes nonzero component,

⊗ = (H
a

11 −H
a

12), equal components are connected by bold segments, Z means identical (in

terms of numerical equality) elements symmetrically located below the main diagonal

Последние три слагаемых в записи квадратичной формы упругого потенциала напряжений
(12) являются аналогами скалярного произведения векторов. В случае гемитропного тела
определяющие тензоры H

c
𝑖𝑠 (c = 4, 5, 6) — шаровые (14). Фигуры Ная определяющих матриц

H
c

𝑖𝑠 (c = 4, 5, 6) представлены на рис. 2.

а / a б / b в / c

Рис. 2. Двумерные фигуры Ная гемитропных определяющих
тензоров: а — H

4
𝑖𝑠; б — H

5
𝑖𝑠; в — H

6
𝑖𝑠. ∘ — нулевые компонен-

ты, ∙ — компоненты, отличные от нуля, жирными отрезками
соединены равные компоненты, Z означает, что ниже главной
диагонали симметрично расположены идентичные (в плане чис-

лового равенства) элементы

Fig. 2. Two-dimensional Nye figures of hemitropic constitutive
tensors: a is H

4
𝑖𝑠; b is H

5
𝑖𝑠; c is H

6
𝑖𝑠. ∘ denotes zero component,

∙ denotes nonzero component, equal components are connected by
bold segments, Z means identical (in terms of numerical equality)

elements symmetrically located below the main diagonal.

Двумерная фигура Ная для гемитропного микрополярного упругого тела может быть
получена путем объединения элементарных фигур для определяющих матриц, изображенных
на рис. 1, 2. В результате несложных геометрических преобразований получим фигуру Ная
(рис. 3, а ).
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На рис. 3, б представлена фигура Ная для определяющих уравнений гемитропного
микрополярного упругого тела. Пересечение жирных линий на рис. 3, б не говорит о связи
соответствующих компонент определяющих матриц.

а / a б / b

Рис. 3. Двумерные фигуры Ная гемитропного микрополярного упругого тела (а ) и его определяющих
уравнений (б). ∘ — нулевые компоненты, ∙ — компоненты, отличные от нуля, ⊗ = (H

a
11 − H

a
12), жир-

ными отрезками соединены равные компоненты, Z означает, что ниже главной диагонали расположены
идентичные (в плане числового равенства) элементы

Fig. 3. Two-dimensional Nye figures of hemitropic micropolar elastic solid (a) and its constitutive equations
(b). ∘ denotes zero component, ∙ denotes nonzero component, ⊗ = (H

a
11 − H

a
12), equal components are

connected by bold segments, Z means identical (in terms of numerical equality) elements symmetrically
located below the main diagonal

Заключение

В работе рассматрены вопросы, связанные с построением двумерных фигур Ная для
гемитропных микрополярных упругих континуумов.

1. Выполнена процедура преобразования псевдотензорной формулировки основных уравне-
ний микрополярной теории к формулировке в терминах абсолютных тензоров.

2. Общая анизотропная форма микрополярного упругого потенциала напряжений редуци-
рована к гемитропной форме.

3. Получена матричная форма определяющих уравнений гемитропного микрополярного
тела.

4. Построены двумерные фигуры Ная для определяющих тензоров гемитропного упругого
микрополярного тела. В отличие от метода Ная симметричные по построению матрицы
компонент определяющих тензоров представляются их верхнетреугольными аналогами.

5. Произведена сборка блоков Ная в фигуру, графически представляющую тензорные
определяющие уравнения гемитропного тела.
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