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Аннотация. Разработаны двумерная постановка и метод численного решения задач деформирования
и потери устойчивости многослойных упругопластических оболочек вращения при квазистатических
и динамических осесимметричных нагружениях с кручением. Определяющая система уравнений
записывается в декартовой или цилиндрической системе координат. Моделирование процесса дефор-
мирования слоев оболочки осуществляется на основе гипотез механики сплошных сред или теории
оболочек типа Тимошенко с учетом геометрических нелинейностей. Кинематические соотношения
записываются в скоростях и формулируются в метрике актуального состояния. Упругопластические
свойства оболочки описываются обобщенным законом Гука или теорией пластического течения с
нелинейным изотропным упрочнением. Вариационные уравнения движения слоев оболочки выводятся
из трехмерного уравнения баланса виртуальных мощностей работы механики сплошных сред с учетом
принятых гипотез теории оболочек либо плоского деформированного состояния или обобщенной осе-
симметричной деформации с кручением. Моделирование контактного взаимодействия слоев оболочки
основано на условии жесткой склейки или условии непроникания по нормали и проскальзывания по
касательной. Для решения определяющей системы уравнений применяются конечно-разностный метод
и явная схема интегрирования по времени типа «крест». Методика апробирована на задаче потери
устойчивости трехслойной цилиндрической оболочки с упругопластическими несущими слоями из
алюминиевого сплава Д16Т и упругим заполнителем при квазистатическом и динамическом нагру-
жении гидростатическим давлением, линейно возрастающим во времени. Задача решалась в двух
вариантах: все три слоя моделировались конечными элементами сплошной среды или несущие слои
моделировались оболочечными элементами, а заполнитель — элементами сплошной среды. Результаты
расчетов по двум моделям хорошо согласуются друг с другом по предельным давлениям и по формам
потери устойчивости.
Ключевые слова: многослойные оболочки вращения, упругопластические оболочки, упругий за-
полнитель, неосесимметричная потеря устойчивости, кручение, гипотезы Тимошенко, численное
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Abstract. A two-dimensional formulation and method for numerical solution of problems of deformation and
loss of stability of multilayer elastoplastic shells of rotation under quasi-static and dynamic axisymmetric
loading with torsion have been developed. The defining system of equations is written in a Cartesian or
cylindrical coordinate system. Modeling of the process of deformation of shell layers is carried out on
the basis of hypotheses of solid mechanics or the theory of Timoshenko-type shells, taking into account
geometric nonlinearities. Kinematic relations are written in speeds and formulated in the metric of the
current state. The elastic-plastic properties of the shell are described by the generalized Hooke’s law or
the theory of plastic flow with nonlinear isotropic hardening. The variational equations of motion of the
shell layers are derived from the three-dimensional balance equation of the virtual powers of the work
of continuum mechanics, taking into account the accepted hypotheses of the theory of shells, either a
plane deformed state or a generalized axisymmetric deformation with torsion. Modeling of the contact
interaction of shell layers is based on the condition of rigid gluing or the condition of non-penetration along
the normal and sliding along the tangential. To solve the governing system of equations, a finite-difference
method and an explicit time integration scheme of the “cross” type are used. The method was tested on
the problem of buckling of a three-layer cylindrical shell with elastoplastic load-bearing layers of aluminum
alloy D16T and an elastic filler under quasi-static and dynamic loading by hydrostatic pressure, linearly
increasing with time. The problem was solved in two versions: all three layers were modeled as a finite
element of a continuous medium, or the load-bearing layers were modeled as shell elements, and the
filler as elements of a continuous medium. The results of calculations using the two models are in good
agreement with each other in terms of ultimate pressures and modes of buckling.
Keywords: multilayer shells of revolution, elastoplastic shells, elastic filler, non-axisymmetric loss of
stability, torsion, Timoshenko’s hypotheses, numerical modeling, contact interaction, axisymmetric loading
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Введение

Многослойные оболочки вращения с упругим заполнителем широко применяются в совре-
менных конструкциях. К настоящему времени весьма тщательно проработаны аналитические
и численные методы описания процесса выпучивания упругих тонкостенных оболочек вра-
щения [1–7]. В работе [8] представлен анализ моделей упругого деформирования тонких
оболочек. Анализ деформирования и потери устойчивости упругих многослойных (трехслой-
ных) оболочек проведен в [9, 10]. Для описания поведения упругопластических оболочек,
особенно при динамическом нагружении, целесообразно использовать компьютерное моде-
лирование. При динамическом нагружении потеря устойчивости тонкостенных конструкций
происходит по высшим формам [11–15].

В настоящей статье представлены постановка и методика численного решения нелинейных
задач осесимметричного (или плоского) деформирования и потери устойчивости многослой-
ных оболочек вращения при комбинированных осесимметричных нагружениях и кручении.
Определяющая система уравнений записывается в декартовой или цилиндрической системе
эйлеровых координат 𝑟, 𝛽, 𝑧 (𝑂𝑧— ось вращения) в текущей лагранжевой постановке. В силу
осевой симметрии или плоской постановки все искомые функции зависят от радиальной и осе-
вой координат и не зависят от окружной. Слои оболочек можно моделировать как элементами
сплошной среды, так и оболочечными элементами. Материалы слоев полагаются изотропными,
упругими или упругопластическими. Задачи формулируются в динамической постановке, что
позволяет моделировать большие формоизменения упругопластических оболочек как в до-,
так и за-критической фазе деформирования.

1. Нелинейные геометрические и физические соотношения
для элементов сплошной среды

Кинематические соотношения формулируются в скоростях и строятся в метрике текущего
состояния, что позволяет учитывать большие формоизменения. Компоненты тензоров скоро-
стей деформаций (симметричной части градиента скорости перемещений �̇�𝑖𝑗) �̇�𝑖𝑗 и скоростей
вращения �̇�𝑖𝑗 при учете равенства �̇�𝛽 = 𝑟(𝜃)(𝜃— угол закручивания по окружной координате
𝛽) имеют вид

�̇�𝑟𝑟 = �̇�𝑟,𝑟, �̇�𝛽𝛽 = �̇�𝑟𝑟
−1, �̇�𝑧𝑧 = �̇�𝑧,𝑧,

�̇�𝑧𝑟 =
1

2
(�̇�𝑧,𝑟 + �̇�𝑟,𝑧), �̇�𝑟𝛽 =

1

2
𝑟𝜃,𝑟, �̇�𝛽𝑧 =

1

2
𝑟𝜃,𝑧,

�̇�𝑧𝑟 =
1

2
(�̇�𝑧,𝑟 − �̇�𝑟,𝑧), �̇�𝑟𝛽 = −1

2
(𝑟𝜃,𝑟 + 2𝜃), �̇�𝛽𝑧 = −1

2
𝑟𝜃,𝑧.

(1)

Точка над переменной означает частную производную по времени, а символ после запятой —
частную производную по соответствующей координате. Упругопластические свойства матери-
алов описываются теорией течения с нелинейным изотропным упрочнением. Связь между
компонентами девиатора скоростей напряжений �̇�′𝑖𝑗 = �̇�𝑖𝑗 + �̇� 𝛿𝑖𝑗 и упругими составляющими
компонент девиатора скоростей деформаций (�̇�)𝑒𝑖𝑗 = �̇�𝑖𝑗 − �̇�𝛿𝑖𝑗/3− �̇�𝑝𝑖𝑗 осуществляется на основе
обобщенного закона Гука в метрике текущего состояния:

𝐷𝐽𝜎
′
𝑖𝑗 = 2𝐺(�̇�𝑒𝑖𝑗)

′, 𝐷𝐽𝜎
′
𝑖𝑗 = �̇�′𝑖𝑗 − �̇�𝑖𝑘𝜎

′
𝑘𝑗 − �̇�𝑗𝑘𝜎

′
𝑖𝑘,

�̇� = −𝐾�̇�𝑒, �̇� = −�̇�𝑖𝑖/3, �̇� = �̇�𝑒𝑖𝑖, �̇�𝑝𝑖𝑖 = 0,
(2)

где 𝐷𝐽 — производная Яуманна, описывающая поворот частицы среды как жесткого целого;
𝐾, 𝐺— модули объемного сжатия и сдвига; 𝑃 — давление; 𝛿𝑖𝑗 — символ Кронекера. Скорости
пластических деформаций определяются ассоциированным законом течения:

�̇�𝑃𝑖𝑗 = �̇�𝜎′𝑖𝑗 , 𝜎′𝑖𝑗𝜎
′
𝑖𝑗 =

2

3
𝜎2𝑖 (κ), 𝜎𝑖 = 𝜎𝑖(κ), κ =

√︂
2

3

∫︁ 𝑡

0

√︁
�̇�𝑃𝑖𝑗 �̇�

𝑃
𝑖𝑗𝑑𝑡, (3)
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где 𝜎𝑖 = 𝜎𝑖(κ)— зависимость интенсивности напряжений от параметра Одквиста при моно-
тонном нагружении (истинная диаграмма деформирования материала).

2. Нелинейные кинематические и физические соотношения
для оболочечных элементов

Для каждого оболочечного элемента вводится местная лагранжева система координат
𝑂𝑠𝜉, связанная с общей соотношениями 𝑑𝑠 = 𝜓𝑧𝑑𝑟 − 𝜓𝑟𝑑𝑧, 𝑑𝜉 = 𝜓𝑟𝑑𝑟 + 𝜓𝑧𝑑𝑧, где 𝑠— длина
дуги меридиана оболочечного элемента; 𝜉— координатная линия, нормальная к срединной
поверхности; 𝛽 — угловая координата; 𝜓𝑧 = 𝑟,𝑠, 𝜓𝑟 = −𝑧,𝑠— направляющие косинусы нормали
к срединной поверхности. Оболочечные элементы полагаются тонкими, изменением метрики
по толщине пренебрегаем, деформации поперечного сдвига и изгиба малы по сравнению
с деформациями срединной поверхности, кинематические соотношения формулируются в
скоростях и строятся в метрике текущего состояния. Распределение компонент скоростей
перемещений по толщине оболочки записывается в виде

̃̇︀𝑢𝑠(𝑠, 𝜉, 𝛽, 𝑡) = �̇�𝑠(𝑠, 𝛽, 𝑡) + 𝜉�̇�𝑠(𝑠, 𝛽, 𝑡), ̃̇︀𝑢𝜉(𝑠, 𝜉, 𝛽, 𝑡) = �̇�𝜉(𝑠, 𝛽, 𝑡),̃̇︁𝑢𝛽(𝑠, 𝜉, 𝛽, 𝑡) = 𝑟�̇�𝛽(𝑠, 𝛽, 𝑡) + 𝜉�̇�𝛽(𝑠, 𝛽, 𝑡).
(4)

Здесь �̇�𝑠(𝑠, 𝛽, 𝑡) и �̇�𝜉(𝑠, 𝛽, 𝑡)— скорости перемещений срединной поверхности в направле-
нии касательной и нормали, �̇�𝛽(𝑠, 𝛽, 𝑡)— скорость угла поворота по окружной координате
𝛽, �̇�𝑠(𝑠, 𝛽, 𝑡) и �̇�𝛽(𝑠, 𝛽, 𝑡)— угловые скорости поворота поперечных сечений в плоскости
меридионального сечения и в плоскости 0𝜉𝛽.

Распределение компонент скоростей деформаций (симметричной части градиента скорости
перемещений) �̇�𝑖𝑗 по толщине оболочки представляется в виде суммы скоростей деформаций
срединной поверхности �̇�𝑖𝑗 и изгиба �̇�𝑖𝑗 . Компоненты скоростей деформаций �̇�𝑖𝑗 , �̇�𝑖𝑗 и скорость
вращения элемента �̇�𝑠𝛽 записываются в местном базисе 𝑠𝜉𝛽:

�̇�𝑖𝑗 = �̇�𝑖𝑗 + 𝜉�̇�𝑖𝑗 , �̇�𝑖𝜉 = �̇�𝑖𝜉 + �̇�𝑖𝜉 (𝑖, 𝑗 = 𝑠, 𝛽), �̇�𝜉𝜉 = �̇�𝜉𝜉,

�̇�𝑠𝑠 =
𝜕�̇�𝑠
𝜕𝑠

+
1

𝑅𝑠
�̇�𝜉, �̇�𝛽𝛽 =

𝜕�̇�𝛽
𝜕𝛽

+
�̇�𝑠
𝑟

𝜕𝑟

𝜕𝑠
+

1

𝑅𝛽
�̇�𝜉, �̇�𝑠𝛽 =

1

2

(︂
𝑟
𝜕�̇�𝛽
𝜕𝑠

+
1

𝑟

𝜕�̇�𝑠
𝜕𝛽

− �̇�𝛽
𝜕𝑟

𝜕𝑠

)︂
,

�̇�𝑠𝜉 =
1

2

(︂
𝜕�̇�𝜉
𝜕𝑠

− 1

𝑅𝑠
�̇�𝑠

)︂
, �̇�𝛽𝜉 =

1

2

(︂
1

𝑟

𝜕�̇�𝜉
𝜕𝛽

− 1

𝑅𝛽
�̇�𝛽

)︂
,

�̇�𝑠𝑠 =
𝜕𝜙𝑠

𝜕𝑠
, �̇�𝛽𝛽 =

1

𝑟

(︂
𝜕�̇�𝛽

𝜕𝛽
+ �̇�𝑠

𝜕𝑟

𝜕𝑠

)︂
, �̇�𝑠𝛽 =

1

2

(︂
𝜕�̇�𝛽

𝜕𝑠
+

1

𝑟

𝜕�̇�𝑠

𝜕𝛽
−
�̇�𝛽

𝑟

𝜕𝑟

𝜕𝑠

)︂
,

�̇�𝑠𝜉 =
1

2
�̇�𝑠, �̇�𝛽𝜉 =

1

2
�̇�𝛽, �̇�𝑠𝛽 = −1

2
𝑟�̇�𝛽,𝑠.

(5)

Выражения для компонент скоростей деформаций через компоненты скоростей перемеще-
ний в общем базисе 𝑟𝑧𝛽 получаются из (5) путем подстановки выражений �̇�𝑠 = �̇�𝑟𝜓𝑧 − �̇�𝑧𝜓𝑟,
�̇�𝜉 = �̇�𝑟𝜓𝑟+ �̇�𝑧𝜓𝑧, они приведены в [16]. Компоненты тензора скоростей деформаций �̇�𝑖𝑗 можно
представить в виде суммы упругой �̇�𝑒𝑖𝑗 и пластической �̇�𝑝𝑖𝑗 составляющих. Предполагается, что
упругие деформации малы, а пластические деформации могут быть большими. Компонента
тензора напряжений Коши, нормальная к срединной поверхности оболочки, принимается
равной нулю. Из условия плоского напряженного состояния и обобщенного закона Гука
определяется компонента �̇�𝜉𝜉:

�̇�𝑖𝑗 = �̇�𝑒𝑖𝑗 + �̇�𝑝𝑖𝑗 , �̇�𝑝𝑖𝑖 = 0 (𝑖, 𝑗 = 𝑠, 𝛽, 𝜉),

�̇�𝜉𝜉 = 0, �̇�𝑒𝜉𝜉 =
𝜇

𝜇− 1
(�̇�𝑒𝑠𝑠 + �̇�𝑒𝛽𝛽).

(6)

Компоненты тензоров скоростей напряжений �̇�𝑖𝑗 и напряжений Коши 𝜎𝑖𝑗 в местном базисе

Механика 17



Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер.: Математика. Механика. Информатика. 2024. Т. 24, вып. 1

𝑠𝜉𝛽 записываются в виде

�̇�𝑠𝑠 =
𝐸

1− 𝜇2
(�̇�𝑒𝑠𝑠 + 𝜇�̇�𝑒𝛽𝛽), �̇�𝛽𝛽 =

𝐸

1− 𝜇2
(�̇�𝑒𝛽𝛽 + 𝜇�̇�𝑒𝑠𝑠), �̇�𝑠𝛽 =

𝐸

1 + 𝜇
�̇�𝑠𝛽,

�̇�𝑠𝜉 =
𝐸

1 + 𝜇
�̇�𝑒𝑠𝜉, �̇�𝜉𝜉 = �̇�𝛽𝜉 = 0,

𝐷𝐽𝜎𝑖𝑗 = 𝜎𝑗𝑘�̇�𝑘𝑖 + 𝜎𝑖𝑘�̇�𝑘𝑗 (𝑖, 𝑗, 𝑘 = 𝑠, 𝛽),

𝜎𝑖𝑗 =

𝑡∫︁
0

𝐷𝐽𝜎𝑖𝑗𝑑𝑡 (𝑖, 𝑗 = 𝑠, 𝛽), 𝜎𝑠𝜉 =

𝑡∫︁
0

�̇�𝑠𝜉𝑑𝑡.

(7)

Здесь 𝐷𝐽 — производная Яуманна, которая учитывает поворот элемента оболочки за счет
сдвиговой деформации как квазижесткого целого относительно нормали к ее срединной
поверхности при кручении. Местная сопутствующая система координат 𝑂𝑠𝜉 определяется
формоизменениями оболочки без учета сдвиговых деформаций кручения, т. е. она является
лагранжевой только для осесимметричной деформации. Заметим, что деформации сдвига
при кручении тонких оболочек ограничены из соображений устойчивости осесимметричного
процесса деформирования. Поэтому введение производной Яуманна для учета квазижесткого
вращения при кручении вполне обосновано при использовании явной схемы интегрирования
с малыми шагами по времени [16]. В итоге существенно упрощается запись основных
уравнений обобщенной осесимметричной задачи с кручением, так как за базовую берется
лагранжева система координат осесимметричной задачи.

Учет упругопластических свойств материала оболочки осуществляется в рамках теории
течения с нелинейным изотропным упрочнением:

�̇�𝑝𝑖𝑗 = �̇�𝑛𝑖𝑗 , 𝑛𝑖𝑗 =
𝜎′𝑖𝑗√︁
𝜎′𝑖𝑗𝜎

′
𝑖𝑗

, 𝜎′𝑖𝑗𝜎
′
𝑖𝑗 = 𝜎2𝑇 (κ), 𝜎′𝑖𝑗 = 𝜎𝑖𝑗 − 𝜎𝛿𝑖𝑗 ,

𝜎 = (𝜎𝑠𝑠 + 𝜎𝛽𝛽)/3, κ =

√︂
2

3

𝑡∫︁
0

√︁
�̇�𝑝𝑖𝑗 �̇�

𝑝
𝑖𝑗𝑑𝑡.

(8)

Здесь 𝜎𝑇 (κ)— радиус поверхности текучести; κ — параметр Одквиста, 𝛿𝑖𝑗 — символ Кронекера;
параметр 𝜆 определяется из условия прохождения мгновенной поверхности текучести через
конец вектора догрузки.

Усилия 𝑁𝑖𝑗 , моменты 𝑀𝑖𝑗 , масса 𝑁𝜌 и момент инерции 𝑀𝜌 определяются по формулам:

𝑁𝑖𝑗(𝛽) =

ℎ/2∫︁
−ℎ/2

𝜎𝑖𝑗(𝛽)𝑑𝜉, 𝑀𝑖𝑗(𝛽) =

ℎ/2∫︁
−ℎ/2

𝜎𝑖𝑗(𝛽)𝜉𝑑𝜉 (𝑖, 𝑗,= 𝑠, 𝛽, 𝜉),

𝑁𝜌(𝛽) =

ℎ/2∫︁
−ℎ/2

𝜌𝑑𝜉, 𝑀𝜌 =

ℎ/2∫︁
−ℎ/2

𝜌𝜉2𝑑𝜉.

(9)

3. Уравнения движения многослойной оболочки вращения
с учетом контактного взаимодействия между слоями

Вариационные уравнения движения записываются для каждого слоя оболочки на основе
трехмерного уравнения баланса виртуальных мощностей работы механики сплошных сред

𝐾∑︁
𝑘=1

(

∫︁∫︁∫︁
𝑉𝑘

𝜎𝑖𝑗𝛿�̇�𝑖𝑗𝑑𝑉 +

∫︁∫︁∫︁
𝑉𝑘

𝜌�̈�𝑖𝛿�̇�𝑖𝑑𝑉 −
∫︁∫︁
𝑆𝑝𝑘

𝑝𝑖𝛿�̇�𝑖𝑑𝑆 −
∫︁∫︁
𝑆𝑞𝑘

𝑞𝑖𝛿�̇�𝑖𝑑𝑆) = 0. (10)
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Здесь 𝑉𝑘 — объем, занимаемый 𝑘–ым слоем оболочки; 𝐾 — количество слоев оболочки; 𝑆𝑝𝑘 —
зона действия внешнего давления; 𝑆𝑞𝑘 — поверхность контакта; �̇�𝑖, �̈�𝑖 — компоненты векторов
скорости перемещения и ускорения в общей системе координат; 𝜎𝑖𝑗 и �̇�𝑖𝑗 — компоненты
тензоров напряжений Коши и скорости деформаций (симметричной части градиента скорости
перемещений); 𝜌— плотность; 𝑞𝑖 — контактное давление; 𝑝𝑖 — распределенная нагрузка; 𝛿�̇�𝑖𝑗 ,
𝛿�̇�𝑖 — вариации �̇�𝑖𝑗 , �̇�𝑖 (на поверхности с заданными кинематическими граничными условиями
𝛿�̇�𝑖 = 0); 𝑖, 𝑗 = 𝑟, 𝛽, 𝑧, точка над символом означает частную производную по времени t; по
повторяющимся индексам ведется суммирование.

Для тонкого слоя вариационные уравнения движения выводятся из общего уравнения
динамики (10) с учетом принятых гипотез теории оболочек (4)–(9)

𝐿∫︁
0

{︁
(𝑁𝑠𝜉𝜉𝜓𝑟 +𝑁𝑠𝑠𝜓𝑧)𝛿�̇�𝑟,𝑠 + (𝑁𝑠𝜉𝜓𝑧 −𝑁𝑠𝑠𝜓𝑟)𝛿�̇�𝑧,𝑠 + 𝜈𝑟𝑁𝑠𝛽𝛿�̇�𝛽,𝑠 +𝑀𝑠𝑠𝛿�̇�𝜙,𝑠+

+[𝜈𝑟−1𝑁𝛽𝛽 +𝑁𝜌(�̈�𝑟 − 𝜈𝑟�̇�2𝛽)− 𝑝𝑟 − 𝑞𝑟]𝛿�̇�𝑟 + (𝑁𝜌�̈�𝑧 − 𝑝𝑧 − 𝑞𝑧)𝛿�̇�𝑧+

+𝜈(𝑟2𝑁𝜌�̈�𝛽 − 𝑝𝛽 − 𝑞𝛽)𝛿�̇�𝛽 + (𝑁𝑠𝜉 + 𝜈𝑟−1𝑀𝛽𝛽𝜓𝑧 +𝑀𝜌�̈�𝜙)𝛿�̇�𝜙+

+𝜈(𝑁𝛽𝜉 −𝑀𝑠𝛽𝜓𝑧 +𝑀𝜌�̈�𝛽)𝛿�̇�𝛽

}︁
𝑟 𝑑𝑠−

−[𝑟(𝑃𝑟𝛿�̇�𝑟 + 𝑃𝑧𝛿�̇�𝑧) + 𝜈𝑃𝛽𝛿�̇�𝛽 + 𝑇𝑠𝛿�̇�𝜙)]𝑠=0,𝐿 = 0. (11)

Здесь 𝜈 — параметр симметрии (𝜈 = 0— плоская деформация, 𝜈 = 1— обобщенная осесиммет-
ричная деформация с кручением).

Для массивного слоя вариационные уравнения движения выводятся из общего уравнения
динамики (10) с учетом соотношений Коши и условий плоского деформированного состояния
или обобщенной осесимметричной деформации с кручением (1)–(3):∫︁∫︁

Ω

{︂
𝜎𝑟𝑟

𝜕𝛿�̇�𝑟
𝜕𝑟

+ 𝜎𝑟𝑧

(︂
𝜕𝛿�̇�𝑟
𝜕𝑧

+
𝜕𝛿�̇�𝑧
𝜕𝑟

)︂
− 𝜈

(︂
𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝛽𝛽

𝑟
𝛿�̇�𝑟 +

𝜎𝑟𝑧
𝑟
𝜕�̇�𝑧

)︂
𝜎𝑧𝑧

𝜕𝛿�̇�𝑧
𝜕𝑧

+

+𝜈

(︃
𝜎𝑟𝛽

𝜕𝛿𝜃

𝜕𝑟
+ 𝜎𝛽𝑧

𝜕𝛿𝜃

𝜕𝑧

)︃
+ 𝜌(𝑤𝑟𝛿�̇�𝑟 + 𝜈𝑤𝛽𝑟

2𝛿𝜃 + 𝑤𝑧𝛿�̇�𝑧)

}︃
𝑑Ω−

−
∫︁
𝑆𝑝

(𝑝𝑟𝛿�̇�𝑟 + 𝜈𝑝𝛽𝑟
2𝛿𝜃 + 𝑝𝑧𝛿�̇�𝑧)𝑑𝑆 −

∫︁
𝑆𝑞

(𝑞𝑟𝛿�̇�𝑟 + 𝜈𝑞𝛽𝑟
2𝛿𝜃 + 𝑞𝑧𝛿�̇�𝑧)𝑑𝑆 = 0. (12)

Здесь Ω— площадь, занимаемая меридиональным сечением слоя; 𝑆𝑝 — зона действия внешнего
давления; 𝑆𝑞 — зона контактного взаимодействия; функции �̇�𝛼 = 𝑟𝜈 �̇�𝛼(𝛼 = 𝑟, 𝑧), и 𝜃 = 𝜈𝑟−1�̇�𝛽
введены в задаче с осевой симметрией для устранения особенности численного решения на
оси вращения.

Определяющая система уравнений (1)–(12) дополняется начальными и кинематическими
граничными условиями. Для ее решения применяются конечно-разностный метод и явная
схема интегрирования по времени типа «крест».

Скорости перемещений и перемещения узлов разностной сетки массивного тела и средин-
ной поверхности оболочки определяются по рекуррентным соотношениям

�̇�𝑘+1/2
𝛼 = �̇�𝑘−1/2

𝛼 + (Φ𝑘
𝛼 + 𝑞𝑘𝛼 + 𝑝𝑘𝛼)

Δ𝑡𝑘+1/2

Φ𝑘
𝜁

, 𝑢𝑘+1
𝛼 = 𝑢𝑘𝛼 + �̇�𝑘+1/2

𝛼 Δ𝑡𝑘+1, (13)

где для оболочки 𝛼 = 𝑟, 𝑧, 𝜙, 𝛽, для массивного тела 𝛼 = 𝑟, 𝑧, 𝜙, 𝛽,Φ𝛼,Φ𝜁 — обобщенные
узловые силы и масса или момент инерции.

Взаимодействие слоев оболочки обеспечивается дополнительными условиями на контакт-
ных поверхностях. У массивных слоев контактными поверхностями являются части контура,
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у тонких оболочек — части внешних поверхностей, т.е. учитывается актуальная толщина
оболочки. Зоны контакта и компоненты контактного давления 𝑞𝛼(𝛼 = 𝑟, 𝑧, 𝛽) определяются
в ходе решения задачи на основе условий жесткой склейки или условий непроникания по
нормали и проскальзывания по касательной [17]. На участке контакта вводится местный
базис (𝑠, 𝜉, 𝛽), где 𝑠— направление касательной, 𝜉— нормали к поверхности, 𝛽 — окружная
координата (совпадает с окружной координатой общего базиса в цилиндрической системе
координат). Усилие по нормали определяется из условия непроникания{︃

�̇�′𝜉 = 𝑢′′𝜉 ,

𝑞′𝜉 = −𝑞′′𝜉 ;
𝑞𝜉 = 𝑞′𝜉 =

{︃
0, 𝑞𝜉 > 0,

𝑞𝜉, 𝑞𝜉 < 0.
(14)

Условие жесткой склейки предполагает равенство касательных скоростей

�̇�′𝛼 = �̇�′′𝛼, 𝛼 = 𝑠, 𝛽, (15)

а условие свободного проскальзывания — равенство нулю касательных усилий

�̇�′𝛼 ̸= �̇�′′𝛼, 𝑞′𝛼 = 𝑞′′𝛼 = 0, 𝛼 = 𝑠, 𝛽. (16)

Функции с одним и двумя штрихами относятся к первой либо второй контактирующей
поверхности соответственно. Для контакта с отрывом условия непроникания (14) выполняются
только в активной фазе контактного взаимодействия. При нарушении контакта они заменяются
условиями на свободной поверхности.

Для вычисления контактных давлений вариационное уравнение движения контактных гра-
ниц записывается в местном базисе (𝑠, 𝜉, 𝛽). Сначала по известному на момент времени 𝑡 = 𝑡𝑘

распределению параметров напряженно-деформированного состояния для узлов разностной
сетки обеих контактных границ находятся скорости перемещений �̇�𝑘+1/2

𝜉 и перемещения 𝑢𝑘+1
𝜉

по нормали по рекуррентным соотношениям (13) (𝛼 = 𝜉) без учета контактного взаимодей-
ствия (𝑞𝜉 = 0). Для контакта типа жесткой склейки (15) контактные давления вычисляются
по формуле

𝑞𝑘+1
𝜉 =

(�̇�′′
𝜉 )

𝑘+1/2−(�̇�′
𝜉)

𝑘+1/2

Δ𝑡𝑘+1/2 +
(Φ′′

𝜉 )
𝑘

(Φ′′
𝑀 )𝑘

− (Φ′
𝜉)

𝑘

(Φ′
𝑀 )𝑘[︁

1
Φ′

𝑀
+ 1

Φ′′
𝑀

]︁𝑘 . (17)

В случае контакта с отрывом сначала по перехлесту сеток определяется зона контакта.
Если перехлест сеток для узлов отсутствует, то контактное давление равно нулю, в противном
случае оно определяется по формуле (17). Нормальные контактные давления, вычислен-
ные в местном базисе по формуле (17), перепроецируются из местного базиса в общий.
Затем осуществляется расчет скоростей перемещений �̇�

𝑘+1/2
𝛼 и перемещений 𝑢𝑘+1

𝛼 оболочки
(𝛼 = 𝑟, 𝑧, 𝜙, 𝛽) и заполнителя (𝛼 = 𝑟, 𝑧, 𝛽) по стандартной вычислительной схеме (13) с учетом
контактных давлений. Разработанный подход позволяет моделировать нелинейное докритиче-
ское деформирование многослойных оболочек вращения, определять предельные нагрузки
в широком диапазоне скоростей нагружения с учетом геометрических несовершенств фор-
мы, исследовать процессы потери устойчивости по осесимметричным и неосесимметричным
формам при динамических и квазистатических комбинированных нагружениях в условиях
плоской и осесимметричной деформации.

4. Результаты численного моделирования

Исследована задача деформирования и потери устойчивости трехслойных цилиндрических
оболочек с упругим заполнителем при гидростатическом давлении. Несущие слои оболочки
выполнены из алюминиевого сплава Д16Т, заполнитель — из пенопласта. Начальная толщина
несущих слоев оболочки ℎ0 = 1 мм, радиусы 𝑅01 = 19.5 мм и 𝑅02 = 15.5 мм. Модуль упруго-
сти алюминиевого сплава Д16Т 𝐸 = 7.29·104 МПа, коэффициент Пуассона 𝜇 = 0.3, плотность
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𝜌 = 2.8 · 103кг/м3, предел текучести 𝜎𝑇 = 290 МПа, истинная диаграмма деформирования
материала получена на основе данных, представленных в [18], и приведена в табл. 1 и на
рис. 1.

Таблица 1 / Table 1

Истинная диаграмма деформирования материала Д16Т
True strain diagram of material D16T

κ 𝜎𝑖 κ 𝜎𝑖 κ 𝜎𝑖
0 2.900 3.510𝐸 − 03 3.539 1.500𝐸 − 02 3.898

1.550𝐸 − 04 3.054 4.010𝐸 − 03 3.567 1.750𝐸 − 02 3.952
3.110𝐸 − 04 3.144 5.010𝐸 − 03 3.614 2.010𝐸 − 02 4.003
5.910𝐸 − 04 3.226 6.000𝐸 − 03 3.652 2.250𝐸 − 02 4.050
1.030𝐸 − 03 3.309 7.030𝐸 − 03 3.693 2.510𝐸 − 02 4.098
1.520𝐸 − 03 3.386 8.020𝐸 − 03 3.726 2.750𝐸 − 02 4.137
2.044𝐸 − 03 3.431 9.020𝐸 − 03 3.756 3.000𝐸 − 02 4.169
2.488𝐸 − 03 3.474 1.000𝐸 − 02 3.783 1.000𝐸 − 01 4.625
3.020𝐸 − 03 3.509 1.250𝐸 − 02 3.840 3.500𝐸 − 01 4.800

1

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

0 0.1 0.2 0.3

Рис. 1. Истинная диаграмма деформирования
материала Д16Т

Fig. 1. True strain diagram of material D16T

Начальная толщина заполнителя 𝐻0 = 3 мм.
В расчетах варьировались механические харак-
теристики заполнителя с целью исследования
влияния его жесткости на предельную нагрузку
и формы потери устойчивости. Механические
свойства заполнителя приведены в табл. 2. В
качестве самого «мягкого» заполнителя рассмат-
ривался пенополистирол Пеноплэкс [19] (строка
𝑚 = 1 в табл. 2), самого «жёсткого» — пено-
пласт ПХВ-1 [20] (строка 𝑚 = 5 в табл. 2). Па-
раметры для материалов 𝑚 = 2...4 вычислялись
линейной интерполяцией между значениями для
𝑚 = 1 и 𝑚 = 5.

Коэффициент постели заполнителя вычис-
лялся по формуле 𝛾 = 𝐸

𝐻0(1−2𝜈2)
МПа/м [21],

цилиндрическая жесткость оболочек [1] —𝐷 = 𝐸ℎ3

12(1−𝜈2)
.

Таблица 2 / Table 2

Упругие свойства заполнителя
Elastic properties of the filler

𝑚 Плотность Модуль Коэффициент Коэффициент Цилиндрическая
Юнга Пуассона постели жесткость оболочек

𝜌, кг/м3 𝐸, МПа 𝜇 𝛾, МПа/м 𝐷 · 108, МПа·м3

1 25 15.0 0.10 5 102 3.41
2 100 18.6 0.16 6 537 4.30
3 200 23.4 0.24 8 822 5.59
4 300 28.2 0.32 11 831 7.08
5 400 33.0 0.40 16 190 8.85

Полагалось, что оболочка является весьма длинной, так что она находится в условиях
плоского деформированного состояния. Имеется плоскость симметрии, проходящая через
ось вращения. В связи с этим расчетная область представляет собой половину поперечного
сечения трехслойной оболочки. Внешнее давление монотонно возрастает по линейному закону
от времени: 𝑝 = 𝑝0𝑡. В расчетах задавалось четыре варианта параметра скорости нагружения
𝑝0: 10, 200, 103 и 105 МПа/c. Внутренняя поверхность трехслойной оболочки свободна
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от нагрузки. Численное исследование выполнялось с применением двух расчетных моделей
трехслойной оболочки. Модель 1: все слои оболочки моделировались на основе уравнений (1)–
(3), (12) конечными элементами сплошной среды [22]. Модель 2: несущие алюминиевые слои
моделировались согласно теории оболочек (4)–(9), (11) оболочечными конечными элементами,
а пенопластовый заполнитель — конечными элементами сплошной среды (1)–(3), (12).

По результатам расчетов строились зависимости относительного среднего прогиба �̂� и
безразмерного окружного усилия �̂� от внешнего давления 𝑝 для внешнего слоя оболочки.
Относительный средний прогиб внешнего слоя оболочки определялся по формуле

𝑤 =
1

𝐿

𝐿∑︁
𝑖=0

(𝑢𝜉)𝑖, �̂� = − 𝑤

ℎ0
,

где 𝑤— средний прогиб, 𝐿— количество узлов разностной сетки в окружном направлении,
(𝑢𝜉)𝑖 — прогиб (перемещение по нормали) 𝑖-го узла расчетной сетки, покрывающей срединную
линию внешнего слоя оболочки. Безразмерное окружное усилие вычислялось по формуле

𝑁𝑠 =

ℎ∫︁
0

𝜎𝑠𝑠𝑑𝜉, �̂� = − 𝑁𝑠

𝜎𝑇ℎ0
,

где 𝜎𝑇 — предел текучести.
Начальный этап деформирования цилиндрической оболочки характеризуется ее равномер-

ным обжатием и линейным ростом среднего прогиба и окружного усилия в зависимости от
давления. Накопление вычислительных ошибок в некоторый момент времени приводит к от-
клонению геометрии оболочки от круговой формы, резкому росту среднего прогиба и резкому
падению окружного усилия. Этот процесс соответствует физической потере устойчивости
в эксперименте. В качестве критерия потери устойчивости оболочки примем резкий рост
относительного среднего прогиба �̂�. Величину внешнего давления 𝑝*, при котором происходит
потеря устойчивости, будем называть предельным давлением. Критическое давление, которое
определяется как собственное значение, и предельное давление 𝑝* могут различаться при
динамическом нагружении.

Для контроля этого процесса в численное решение вводится малая погрешность — от-
клонение поперечного сечения слоев оболочки от круглой формы с малой амплитудой, т. е.
начальное несовершенство геометрии. Начальный прогиб срединной поверхности либо поверх-
ности массивного слоя вычисляется по формуле Δ𝑅0 = 𝐴ℎ0𝑐𝑜𝑠𝑛𝛽, 𝑛 = 2, 3, . . . , 0 6 𝛽 6 2𝜋,
где 𝐴 = 1 · 10−3 — относительная амплитуда, 𝑛— предполагаемый номер формы потери
устойчивости. Поскольку номер формы заранее неизвестен, то проводится серия расчетов с
𝑛 = 2, 3, 4, . . . Выбирается расчет, в котором потеря устойчивости происходит при меньшей
величине внешнего давления.

При квазистатическом нагружении пустотелой цилиндрической оболочки потеря устой-
чивости происходит по второй форме (𝑛 = 2). При большой жесткости заполнителя и/или
большой скорости нагружения реализуются более высокие номера форм потери устойчиво-
сти [11–15].

На рис. 2, а приведены зависимости безразмерного окружного усилия �̂� от внешнего
давления 𝑝 пустотелой цилиндрической оболочки при скорости нагружения 𝑝0 = 105 МПа/c,
рассчитанные по модели 1. В расчетах задавалась начальная погибь с 𝑛 = (2, 13). Номера
форм, задаваемых в расчете, подписаны рядом с соответствующей кривой. Наименьшее
предельное давление соответствует 𝑛 = 11 (см. пунктирную линию на нижней врезке). В
верхней врезке приведена форма потери устойчивости при 𝑛 = 11. Величина относительной
амплитуды ввиду ее малости не влияет на докритическое деформирование [23]. На рис. 2, б
приведены аналогичные результаты для трехслойной оболочки, материал заполнителя 𝑚 = 5.
Потеря устойчивости произошла при 𝑛 = 10.
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а / a б / b

Рис. 2. Зависимости безразмерного окружного усилия �̂� от внешнего давления: а — пустотелой
цилиндрической оболочки, форма потери устойчивости при 𝑛 = 11; б — трехслойной цилиндрической

оболочки, форма потери устойчивости при 𝑛 = 10 (цвет онлайн)

Fig. 2. Dependence of the dimensionless circumferential force �̂� on external pressure: a — of a hollow
cylindrical shell, buckling shape at 𝑛 = 11; b — of a three-layer cylindrical shell, buckling shape at 𝑛 = 10

(color online)

На рис. 3 приведены расчетные зависимости безразмерного окружного усилия �̂� и
относительного среднего прогиба �̂� от внешнего давления 𝑝 для внешнего слоя оболочки
соответственно, рассчитанные по модели 1.

а / a б / b

Рис. 3. Зависимости безразмерного окружного усилия (а ) и относительного среднего прогиба (б) от
давления: контакт жесткой склейки — сплошные кривые; контакт с отрывом и свободным проскальзы-
ванием вдоль касательной — пунктирные кривые; параметр скорости нагружения 𝑝0, МПа/c: 10 (синяя

кривая); 200 (красные кривые), 103 (зеленые кривые) и 105 (фиолетовые кривые) (цвет онлайн)

Fig. 3. Dependences of the dimensionless circumferential force (a) and the relative average deflection
(b) on pressure: rigid bonding contact — solid curves, contact with separation and free sliding along the
tangent — dotted curves; loading speed parameter 𝑝0, MPa/s: 10 (blue curve); 200 (red curves), 103 (green

curves) and 105 (purple curves) (color online)

Синими линиями обозначены результаты расчетов при квазистатическом нагружении
𝑝0 = 10 МПа/c, красными, зелеными и фиолетовыми — 𝑝0 = 200, 103, 105 МПа/c соответ-
ственно. Представлены результаты расчетов с контактным взаимодействием, моделируемым
условиями жесткой склейки (сплошные линии) и условиями контакта с отрывом по нормали
и проскальзыванием по касательной (пунктирные линии). В расчетах с максимальной скоро-
стью нагружения 𝑝0 = 105 МПа/c не отмечалось значительного расхождения результатов в
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зависимости от алгоритма контакта, поэтому приведены данные только для контакта типа
жесткой склейки. Рядом с кривыми приведены цифры, соответствующие номеру материала
заполнителя 𝑚 в табл. 2.

На рис. 4 приведено сравнение результатов расчетов по моделям 1 и 2 для оболочек
с 𝑚 = 0 и 5. Наблюдается хорошее соответствие кривых. Расхождение по предельным
давлениям не превосходит 10%. В проведенных расчетах номера форм потери устойчивости
по обеим методикам совпадают. На рис. 5 приведены зависимости предельного давления от
жесткости заполнителя при различных скоростях нагружения, рассчитанные с применением
модели 1.

Рис. 4. Зависимости безразмерного окружного
усилия от давления: модель 1 — сплошные кри-
вые; модель 2 — пунктирные кривые; параметр
скорости нагружения 𝑝0, МПа/c: 10 (синяя
кривая); 200 (красные кривые), 103 (зеленые
кривые) и 105 (фиолетовые кривые) (цвет он-

лайн)

Fig. 4. Dependence of dimensionless circum-
ferential force on pressure: model 1 is solid
curves; model 2 is dotted curves; loading speed
parameter 𝑝0, MPa/s: 10 (blue curve); 200 (red
curves), 103 (green curves) and 105 (purple

curves) (color online)

Рис. 5. Зависимости предельного давления от
коэффициента постели: контакт типа жесткой
склейки — пунктирные линии, контакт с от-
рывом и свободным проскальзыванием вдоль
касательной — точки; параметр скорости на-
гружения 𝑝0, МПа/c: 10 (синяя кривая); 200
(красные кривые), 103 (зеленые кривые) и 105

(фиолетовые кривые) (цвет онлайн)
Fig. 5. Dependence of the limiting pressure on
the bed coefficient: contact with rigid gluing —
dotted lines, contact with separation and free
sliding along the tangent — points; loading speed
parameter 𝑝0, MPa/s: 10 (blue curve); 200 (red
curves), 103 (green curves) and 105 (purple

curves) (color online)

Сплошными линиями обозначены зависимости, построенные в расчетах с контактом типа
жесткой склейки, пунктирными — контакта с отрывом. Звездочками обозначены результаты
расчетов по модели 2 с алгоритмом контакта с отрывом. Обозначения такие же, как на рис. 3.
Наблюдается хорошее соответствие по моделям 1 и 2 во всех вариантах расчетов, кроме
скорости нагружения 𝑝0 = 105 МПа/c и 𝑚 = 5. С увеличением жесткости заполнителя и
скорости нагружения наблюдается увеличение предельного давления.

Потеря устойчивости в расчетах по обеим моделям со скоростью нагружения 10 6 𝑝0 6 103

МПа/c происходила по второй форме (𝑛 = 2). При квазистатическом нагружении (𝑝0 = 10
МПа/c) пустотелой оболочки в расчетах предельное давление 𝑝* = 2.66 МПа, что практически
совпадает с верхним критическим давлением для весьма длинной цилиндрической упругой
оболочки, вычисленным по формуле 𝑞𝑛 = (𝑛2 − 1)𝐷/𝑅3 = 2.25 МПа при 𝑛 = 2 [11].

На рис. 6 приведены формы потери устойчивости оболочки, полученные в расчетах по
модели 1, материал 𝑚 = 3.
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а / a б / b в / c
Рис. 6. Формы потери устойчивости оболочек с заполнителем (материал 3):
а — начальная геометрия; б — контакт жесткой склейки; в — контакт с отрывом;

параметр скорости нагружения 𝑝0 = 103 МПа/c (цвет онлайн)
Fig. 6. Forms of buckling of shells with filler (material 3): a — initial geometry;
b — contact rigid gluing; c — contact with separation; loading rate parameter

𝑝0 = 103 MPa/s (color online)

Заключение

Рассмотрены две модели, описывающие контактное взаимодействие слоев многослойных
оболочек вращения с упругими и упругопластическими слоями при статических и дина-
мических осесимметричных нагружениях с кручением. Апробация моделей проведена на
задаче о нагружении внешним гидростатическим давлением упругопластических трехслойных
оболочек с упругим заполнителем. Результаты расчетов хорошо согласуются друг с другом.
Увеличение жесткости заполнителя, так же как и увеличение скорости нагружения, приводят
к увеличению предельного давления, поскольку и заполнитель, и силы инерции оказывают
поддерживающий эффект. При этом наблюдается рост номеров преобладающих форм потери
устойчивости, имеющих наибольшую скорость роста. Применение оболочечного элемента
целесообразно для сокращения времени расчета.
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