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Аннотация. Рассматривается задача о гармоническом во времени
поведении двух деформируемых полубесконечных штампов, лежа-
щих на деформируемом основании. Предполагается, что штампы
сближаются параллельными торцами таким образом, что формируют
трещину, дефект или тектонический разлом в зоне сближения. Дефор-
мируемый материал штампов имеет простую реологию, описываемую
уравнением Гельмгольца. Для рассмотрения случаев деформируе-
мых штампов сложных реологий можно применять созданный новый
универсальный метод моделирования. Он позволяет решения век-
торных граничных задач для систем дифференциальных уравнений
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в частных производных, описывающих материалы сложных реологий, представлять разложенными по
решениям отдельных скалярных граничных задач. Строится высокоточное решение граничной задачи,
позволяющее получить дисперсионное уравнение, описывающее резонансные частоты. Существова-
ние резонансных частот для деформируемых штампов было предсказано в работах И. И. Воровича.
Результат остается в силе и для случая абсолютно твердых полубесконечных штампов. Ранее бы-
ло показано, что резонансы возникают в контактной задаче о колебании двух абсолютно жестких
штампов конечных размеров на деформируемом слое. Однако динамическая контактная задача для
случая двух полубесконечных штампов, действующих на многослойную среду, ранее не изучалась.
Исследование опирается на метод блочного элемента, позволяющего строить точные решения гра-
ничных задач для дифференциальных уравнений в частных производных. Кроме этого, применяются
факторизационные методы и используются некоторые тонкие свойства уравнений Винера –Хопфа, в
частности, принадлежащие известному математику М. Г. Крейну. Предлагаемые методы позволяют
производить исследование для всего диапазона частот и произвольного расстояния между торцами
полубесконечных плит. Результаты исследования могут быть использованы для оценки прочностных
свойств конструкций, имеющих контактные соединения из разнотипных материалов в динамических
режимах.
Ключевые слова: контактная задача, деформируемые штампы, блочные элементы, интегральные
уравнения
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Abstract. The problem of the time-harmonic behavior of two deformable semi-infinite stamps lying on a
deformable base is considered. It is assumed that the stamps converge with parallel ends in such a way
that they form a crack, defect, or tectonic fault in the convergence zone. The deformable die material has
a simple rheology described by the Helmholtz equation. To consider the cases of deformable stamps of
complex rheologies, a new universal modeling method can be used. It allows solutions of vector boundary
value problems for systems of partial differential equations describing materials of complex rheologies to
be represented as decomposed by solutions of individual scalar boundary value problems. A high-precision
solution to the boundary value problem is constructed, which makes it possible to obtain a dispersion
equation describing resonant frequencies. The existence of resonant frequencies for deformable stamps
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was predicted in the works of I. I. Vorovich. The result remains valid for the case of absolutely solid
semi-infinite stamps. Earlier, it was shown that resonances arise in the contact problem of the oscillation
of two absolutely rigid stamps of finite dimensions on a deformable layer. However, the dynamic contact
problem for the case of two semi-infinite stamps acting on a multilayer medium has not been studied
before. The study is based on the block element method, which makes it possible to construct exact
solutions to boundary value problems for partial differential equations. In addition, factorization methods
are used and some subtle properties of the Wiener –Hopf equations are used, in particular, those belonging
to the famous mathematician M. G. Crane. The proposed methods make it possible to conduct research for
the entire frequency range and an arbitrary distance between the ends of semi-infinite plates. The results
of the study can be used to evaluate the strength properties of structures with contact joints made of
different types of materials in dynamic modes.
Keywords: contact problem, deformable stamps, block elements, integral equations
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Введение

Исследованию контактных задач в широком спектре постановок посвящено большое
число работ (см. например: [1–13]). Это связано с важностью названного направления
исследований в самых различных областях инженерной практики, теории прочности и
разрушения, сейсмологии, геофизики, экологии. Нужно отметить и разнообразие подходов
исследования, которые включают аналитические, полуаналитические, численные методы.

Каждый из подходов позволяет успешно решать контактные задачи в выбираемых поста-
новках и выявлять ранее не исследованные стороны. Большинство исследований посвящено
контактным задачам о воздействии на упругую среду абсолютно жестких штампов. Как
правило, выполнялись они для одиночных штампов. Переход к деформируемым штампам
и возникающим при этом особенностям, по-видимому, впервые был выполнен И. И. Во-
ровичем [14, 15]. Им было установлено, что наличие деформируемого штампа приводит к
возникновению дискретных резонансных частот в динамических контактных задачах, при-
водящих к резонансам. Впервые вопрос об одновременном динамическом воздействии двух
полубесконечных деформируемых штампов со встречно расположенными параллельными
торцами рассматривается в настоящей работе. Одна из целей исследования состоит в установ-
лении существования резонансов подобной блочной структуры и возможности построения
дисперсионного уравнения для определения резонансных частот.

1. Постановка задачи и определяющие уравнения

Рассматривается многослойная линейно деформируемая среда, содержащая штампы, нахо-
дящаяся в условиях вибрации, описываемой функцией 𝑒−𝑖𝜔𝑡. Считаем, что внешние воздей-
ствия на многослойную среду осуществляются деформируемыми полубесконечными штампами
с такой же временной функцией. Исключая ее из уравнений и граничных условий, приходим к
стационарной граничной задаче. На ее верхней границе вводится декартова система координат
таким образом, что ось 𝑜𝑥3 направлена по внешней нормали, остальные оси 𝑜𝑥1, 𝑜𝑥2 лежат
в касательной плоскости. Предполагается, что в областях Ω−𝐴(−∞ 6 𝑥1 6 −𝐴, |𝑥2| 6 ∞),
Ω𝐴(𝐴 6 𝑥1 6 ∞, |𝑥2| 6 ∞) действуют деформируемые штампы, контактирующие без тре-
ния с многослойным основанием. Одной из важных составляющих рассматриваемой задачи
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являются модели дефомируемых штампов. Рассмотрим случай, когда материал описыва-
ется уравнениями Гельмгольца. Решив эту задачу, появляется возможность переходить к
материалам иных реологий, что открывает новый универсальный метод моделирования [16].

Считаем, что в контактных областях Ω−𝐴 и Ω𝐴 материал штампов описывается дифферен-
циальными уравнениями Гельмгольца[︀

𝜕2𝑥1 + 𝜕2𝑥2 + 𝑝2
]︀
𝜙−𝐴1(𝑥1, 𝑥2) = 𝑔(𝑥1, 𝑥2), 𝑔(𝑥1, 𝑥2) = 𝑞(𝑥1, 𝑥2)− 𝑡(𝑥1, 𝑥2),

Ω−𝐴(−∞ 6 𝑥1 6 −𝐴, |𝑥2| 6 ∞), 𝑝2 = 𝑐𝜔2, 𝑐 > 0,[︀
𝜕2𝑥1 + 𝜕2𝑥2 + 𝑝2

]︀
𝜙𝐴1(𝑥1, 𝑥2) = 𝑔(𝑥1, 𝑥2), 𝑔(𝑥1, 𝑥2) = 𝑞(𝑥1, 𝑥2)− 𝑡(𝑥1, 𝑥2),

Ω𝐴(𝐴 6 𝑥1 6 ∞, |𝑥2| 6 ∞)

(1)

с граничными условиями

𝜙−𝐴1(𝑥1, 𝑥2) = 𝜙(−𝐴, 𝑥2), 𝑥1 → −𝐴; 𝜙𝐴1(𝑥1, 𝑥2) = 𝜙(𝐴, 𝑥2), 𝑥1 → 𝐴.

Здесь 𝑞𝑟(𝑥1, 𝑥2), 𝑟 = 𝐴,−𝐴— воздействие на штамп снизу, а 𝑡𝑟(𝑥1, 𝑥2)— сверху. Функции
𝜙𝑟(𝑥1, 𝑥2), 𝑟 = 𝐴,−𝐴 описывают перемещения штампов в зоне контактов.

Применив к уравнениям (1) преобразование Фурье по координате 𝑥2

𝜙(𝑥1, 𝛼2) =

∞∫︁
−∞

𝜙(𝑥1, 𝑥2)𝑒
𝑖𝛼2𝑥2𝑑𝑥2,

приходим к упрощенной одномерной граничной задаче с параметром 𝛼2:

(𝜕2𝑥1 + 𝑘2)𝜙−𝐴(𝑥1, 𝛼2) = 𝑔−𝐴(𝑥1, 𝛼2), Ω−𝐴(−∞ 6 𝑥1 6 −𝐴), 𝑘2 = 𝑝2 − 𝛼2,

(𝜕2𝑥1 + 𝑘2)𝜙𝐴(𝑥1, 𝛼2) = 𝑔𝐴(𝑥1, 𝛼2), Ω𝐴(𝐴 6 𝑥1 6 ∞),

𝑔−𝐴(𝑥1, 𝛼2) = 𝑞−𝐴(𝑥1, 𝛼2)− 𝑡−𝐴(𝑥1, 𝛼2), 𝑔𝐴(𝑥1, 𝛼2) = 𝑞𝐴(𝑥1, 𝛼2)− 𝑡𝐴(𝑥1, 𝛼2),

𝜙(𝑥1) = 𝜙(𝑥1, 𝛼2), 𝜙(𝑥1, 𝛼2) = 𝜙(±𝐴,𝛼2), 𝑥1 → ±𝐴,
𝜙−𝐴(𝑥1, 𝛼2) = 𝜙(−𝐴,𝛼2), 𝑥1 → −𝐴, 𝜙𝐴(𝑥1, 𝛼2) = 𝜙(𝐴,𝛼2), 𝑥1 → 𝐴.

(2)

Параметр 𝛼2 в дальнейшем опускается, и возврат к нему произойдет по формулам (2) после
решения следующей одномерной граничной задачи:

(𝜕2𝑥1 + 𝑘2)𝜙𝑟(𝑥1) = 𝑔𝑟(𝑥1), Ω𝑟, 𝑟 = 𝐴,−𝐴, 𝑘2 = 𝑝2 − 𝛼2
2, 𝑔𝑟(𝑥1) = 𝑞𝑟(𝑥1)− 𝑡𝑟(𝑥1),

𝜙−𝐴(𝑥1) = 𝜙−𝐴(−𝐴), 𝑥1 → −𝐴; 𝜙𝐴(𝑥1) = 𝜙𝐴(𝐴), 𝑥1 → 𝐴.
(3)

2. Метод исследования

Для исследования построим упакованные блочные элементы, порождаемые граничной
задачей (3). Для этого можно применить метод [16].

В результате его применения строятся внешние формы для каждой граничной задачи,
которые принимают вид

𝜔−𝐴(𝛼1) = −𝑖(𝛼1 + 𝑘)𝜙−𝐴(−𝐶)𝑒−𝑖𝛼1𝐴 +𝑄−𝐴(−𝑘)𝑒−𝑖(𝛼1+𝑘)𝐴 −𝑄−𝐴(𝛼1)−
−𝑇−𝐴(−𝑘)𝑒−𝑖(𝛼1+𝑘)𝐴 + 𝑇−𝐴(𝛼1),

𝜔𝐴(𝛼1) = 𝑖(𝛼1 − 𝑘)𝜙𝐴(𝐴)𝑒
𝑖𝛼1𝐴 +𝑄𝐴(𝑘)𝑒

𝑖(𝛼1−𝑘)𝐴 −𝑄𝐴(𝛼1)− 𝑇𝐴(𝑘)𝑒
𝑖(𝛼1−𝑘)𝐴 + 𝑇𝐴(𝛼1).

Здесь приняты обозначения преобразований Фурье заглавными буквами:

Φ(𝛼1) =

∞∫︁
−∞

𝜙(𝑥1)𝑒
𝑖𝛼1𝑥1𝑑𝑥1.
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С помощью построенных внешних форм поведения штампов можно представить упакованными
блочными элементами в виде

𝜙𝑟(𝑥1) =
1

2𝜋

∞∫︁
−∞

Φ𝑟(𝛼1)𝑒
−𝑖𝛼1𝑥1𝑑𝛼1, Φ𝑟(𝛼1) =

𝜔𝑟(𝛼1)

𝑁(𝛼1)
, 𝑟 = 𝐴,−𝐴, 𝑁(𝛼1) = 𝛼2 − 𝑘2. (4)

3. Интегральное уравнение контактной задачи

Сформулированная контактная задача описывается системой интегральных уравнений
вида [17] ∫︁∫︁

Ω−𝐴

ℎ(𝑥1 − 𝜉1, 𝑥2 − 𝜉2)𝑞−𝐴(𝜉1, 𝜉2)𝑑𝜉1𝑑𝜉2+

+

∫︁∫︁
Ω𝐴

ℎ(𝑥1 − 𝜉1, 𝑥2 − 𝜉2)𝑞𝐴(𝜉1, 𝜉2)𝑑𝜉1𝑑𝜉2 = 𝑢𝑟(𝑥1, 𝑥2), 𝑥1, 𝑥2 ∈ Ω𝑟, 𝑟 = −𝐴,𝐴

⟨𝛼, 𝑥⟩ = 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2, ℎ(𝑥1, 𝑥2) =
1

4𝜋2

∫︁∫︁
𝑅2

𝐻(𝛼1, 𝛼2)𝑒
−𝑖⟨𝛼,𝑥⟩𝑑𝛼1𝑑𝛼2,

𝐻(𝛼1, 𝛼2) = 𝑂(𝑢−1), 𝑢 =
√︁
𝛼2
1 + 𝛼2

2 → ∞.

(5)

Здесь 𝑢𝑟(𝑥1, 𝑥2)— заданные смещения оснований штампов, 𝑞𝑟(𝑥1, 𝑥2)— контактные напряже-
ния. Считаем, что функция 𝐻(𝛼1, 𝛼2)— четная по обеим переменным мероморфная функция
двух комплексных переменных 𝛼𝑘, 𝑘 = 1, 2, ее примеры приведены в многочисленных публи-
кациях.

Применим к двумерному интегральному уравнению (5) преобразование Фурье по коорди-
нате 𝑥2. В результате место координаты 𝑥2 у каждой подвергнутой преобразованию Фурье
функции займет свободный параметр преобразования Фурье 𝛼2. Чтобы упростить формулы,
временно скроем параметр 𝛼2 введением обозначений

ℎ(𝑥1) = ℎ(𝑥1, 𝛼2), 𝑞𝑟(𝜉1) = 𝑞𝑟(𝜉1, 𝛼2), ℎ(𝑥1) =
1

2𝜋

∞∫︁
−∞

𝐻(𝛼1)𝑒
−𝑖𝛼1𝑥1𝑑𝛼1,

𝐻(𝛼1) = 𝐻(𝛼1, 𝛼2), 𝑢𝑟(𝑥1) = 𝑢𝑟(𝑥1, 𝛼2), 𝑟 = −𝐴,𝐴.

В результате принятых замен получим систему одномерных интегральных уравнений с двумя
неизвестными вида

−𝐴∫︁
−∞

ℎ(𝑥1 − 𝜉1)𝑞−𝐴(𝜉1)𝑑𝜉1 +

∞∫︁
𝐴

ℎ(𝑥1 − 𝜉1)𝑞𝐴(𝜉1)𝑑𝜉1 = 𝑢−𝐴(𝑥1), −∞ < 𝑥1 6 −𝐴,

−𝐴∫︁
−∞

ℎ(𝑥1 − 𝜉1)𝑞−𝐴(𝜉1)𝑑𝜉1 +

∞∫︁
𝐴

ℎ(𝑥1 − 𝜉1)𝑞𝐴(𝜉1)𝑑𝜉1 = 𝑢𝐴(𝑥1), 𝐴 6 𝑥1 6 ∞.

(6)

В случае многослойной среды функция 𝐻(𝛼1), являясь мероморфной, имеет счетное число
нулей 𝑧𝑚𝑜 и полюсов 𝜉𝑠𝑜. Им свойственно асимптотическое поведение вида

𝜉𝑠𝑜 = 𝑖𝜈(𝑠+ 0.5)(1 + 𝑜(1)), 𝑠→ ∞, 𝑧𝑚𝑜 = 𝑖𝜈𝑚(1 + 𝑜(1)), 𝑚→ ∞, 𝜈 = const > 0.

В динамическом случае при достаточно большой частоте 𝜔 появляется конечное число
вещественных нулей и полюсов. В этом случае представление ядра интегрального уравнения

8 Научный отдел



В. А. Бабешко и др. О динамической контактной задаче с двумя деформируемыми штампами

описывается интегралом, берущимся по контуру и имеющему вид

ℎ(𝑥1) =
1

2𝜋

∫︁
𝛾

𝐻(𝛼1)𝑒
−𝑖𝛼1𝑥1𝑑𝛼1.

Контур 𝛾 совпадает с вещественной осью всюду, кроме зон вещественных полюсов, которые
обходятся им по полуокружностям малого радиуса [17].

Составим в преобразованиях Фурье уравнение перемещения всей поверхности многослой-
ной среды с учетом обоих контактных зон. Для этого продолжим систему интегральных
уравнений (6) на всю ось, добавив справа на отрезке [−𝐴,𝐴] новую неизвестную функцию
𝑤0(𝑥1), представляющую перемещение поверхности среды в промежутках между штампами.

4. Функциональное уравнение для реологической среды

Вновь обращаясь к интегральным уравнениям (6), составим балансы перемещений поверх-
ности многослойной среды и мембран, взяв представления в форме

𝑢𝑟(𝑥1) = 𝜙𝑟(𝑥1), 𝑥1 ∈ Ω𝑟, 𝑟 = −𝐴,𝐴.

Применим к интегральному уравнению (6) и уравнениям упакованных блочных элементов (4)
преобразование Фурье. После этого потребуем в зонах контактов Ω𝑟, 𝑟 = 𝐴, −𝐴 равенств
напряжений 𝑄𝑟 и перемещений 𝑢𝑟 основания и штампов.

Тогда после несложных операций с преобразованиями Фурье построим функциональное
уравнение вида

𝐾1(𝛼1)𝑄
−
1 (𝛼1) +𝑊1(𝛼1) +𝐾1(𝛼1)𝑄

+
1 (𝛼1) = (𝛼2 − 𝑘2)−1(𝑆−

1 + 𝑆+
1 ),

𝐾1(𝛼1) = [𝐾(𝛼1) + (𝛼2
1 − 𝑘2)−1].

(7)

Здесь приняты обозначения

𝑆−𝐴 = −𝑖(𝛼1 + 𝑘)𝜙−𝐴(−𝐴)𝑒−𝑖𝛼1𝐴 +𝑄−𝐴(−𝑘)𝑒−𝑖(𝛼1+𝑘)𝐴 − 𝑇−𝐴(−𝑘)𝑒−𝑖(𝛼1+𝑘)𝐴 + 𝑇−𝐴(𝛼1),

𝑆𝐴 = 𝑖(𝛼1 − 𝑘)𝜙𝐴(𝐴)𝑒
𝑖𝛼1𝐴 +𝑄𝐴(𝑘)𝑒

𝑖(𝛼1−𝑘)𝐴 − 𝑇𝐴(𝑘)𝑒
𝑖(𝛼1−𝑘)𝐴 + 𝑇𝐴(𝛼1).

Выше 𝑊1(𝛼1)— преобразование Фурье свободной от напряжений зоны между штампами.
С учетом аналитических свойств функций обозначим

𝑄−
1 (𝛼1) ≡ 𝑄𝐴(𝛼1), 𝑆−

1 ≡ 𝑆−𝐴(𝛼1), 𝑄+
1 (𝛼1) ≡ 𝑄𝐴(𝛼1), 𝑆+

1 (𝛼1) ≡ 𝑆𝐴(𝛼1).

Знак плюс означает регулярность аналитической функции комплексного переменного в
верхней полуплоскости, а минус — в нижней.

Соотношение (7) представляет обобщенные функциональные уравнения типа Винера –
Хопфа относительно неизвестных 𝑄−

1 (𝛼1), 𝑄+
1 (𝛼1), 𝑊1(𝛼1), а также функционалов 𝑄1(−𝑘),

𝑄1(𝑘), входящих в правые части уравнений. Для их получения строятся интегральные
уравнения.

5. О решении интегральных уравнений контактной задачи

Применим для исследования функционального уравнения (7) аппарат факторизации
функций, позволяющий свести его к отдельному интегральному уравнению на отрезке.

С этой целью для четной функции осуществим деление всех членов функционального
уравнения (7) на 𝐾(𝛼1). В результате получим соотношение

𝑄−
1 (𝛼1) +𝐾−1

1 (𝛼1)𝑊1(𝛼1) +𝑄+
1 (𝛼1) = 𝐾−1

1 (𝛼1)(𝛼
2
1 − 𝑘2)−1(𝑆−

1 + 𝑆+
1 ).
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Осуществим переход от функционального к интегральному уравнению, которое с учетом
новых обозначений принимает вид

𝐴∫︁
−𝐴

𝑘11(𝑥1 − 𝜉1)𝑤11(𝜉1)𝑑𝜉1 = 𝑓11(𝑥1), |𝑥1| 6 𝐴, 𝑤11(𝜉1) = 𝑤11(𝜉1, 𝛼2),

𝑘11(𝑥1) =
1

2𝜋

∞∫︁
−∞

𝐾−1
1 (𝛼1)𝑒

−𝑖𝛼1𝑥1𝑑𝛼1, 𝐾−1
1 (𝛼1) = 𝑃−1

1 (𝛼1)𝑅1(𝛼1), 𝑘11(𝑥1) = 𝑘11(𝑥1, 𝛼2).

Здесь 𝑓11(𝑥1) имеет представление

𝑓11(𝑥1) =
1

2𝜋

∞∫︁
−∞

𝐾−1
1 (𝛼1)(𝛼

2
1 − 𝑘2)−1(𝑆1− + 𝑆+

1 )𝑒
𝑖𝛼1𝑥1𝑑𝛼1, |𝑥1| 6 𝐴.

В связи со свойствами ядра интегрального уравнения функция 𝐾−1
1 (𝛼1) имеет на бесконечно-

сти асимптотическое поведение
𝐾−1

1 (𝛼1) = 𝑂(|𝛼1|).

Это свидетельствует о том, что интегральное уравнение, представленное с помощью класси-
ческих функций, является интегро-дифференциальным.

Последнее, взяв произвольное положительное число 𝜏 , можно записать в виде

(−𝜕2 + 𝜏2)

𝐴∫︁
−𝐴

𝑛11(𝑥1 − 𝜉1)𝑤11(𝜉1)𝑑𝜉1 = 𝑓11(𝑥1),

𝑛11(𝑥1) =
1

2𝜋

∞∫︁
−∞

(𝛼2
1 + 𝜏2)−1𝐾−1

1 (𝛼1)𝑒
−𝑖𝛼1𝑥1𝑑𝛼1, 𝑁11(𝛼1) = (𝛼2

1 + 𝜏2)−1𝐾−1
1 (𝛼1).

Решив дифференциальное уравнение, получим его в виде

𝐴∫︁
−𝐴

𝑛11(𝑥1 − 𝜉1)𝑤11(𝜉1)𝑑𝜉1 = 𝑓110(𝑥1) + 𝑐11𝑒
𝜏𝑥1 + 𝑐12𝑒

−𝜏𝑥1 ,

𝑓110(𝑥1) =
1

2𝜋

∞∫︁
−∞

𝐾−1
1 (𝛼1)(𝛼

2
1 + 𝜏2)−1(𝛼2

1 − 𝑘2)−1(𝑆−
1 + 𝑆+

1 )𝑒
−𝑖𝛼1𝑥1𝑑𝛼1, |𝑥1| 6 𝐴.

(8)

Здесь постоянные 𝑐1𝑚, 𝑚 = 1, 2, нуждаются в определении после построения решения
интегрального уравнения (8). Применим для решения интегрального уравнения метод, раз-
работанный в [18]. Он позволяет построить высокоточное решение этого интегрального
уравнения методом фиктивного поглощения.

Не останавливаясь на деталях построения высокоточного приближенного решения инте-
грального уравнения (8), выпишем окончательное решение в виде

𝑤11(𝑥1) =
𝑚11(𝑥1) + 𝑐11𝑚12(𝑥1) + 𝑐12𝑚13(𝑥1)

𝜋𝑄− 1
2
(𝑐ℎ𝐴)

√
2𝑐ℎ𝐴− 2𝑐ℎ𝑥1

.

Здесь 𝑚𝑟𝑠(𝑥1)— некоторые непрерывные функции, появляющиеся в процессе решения ин-
тегрального уравнения, являются известными; 𝑄− 1

2
(𝑐ℎ𝐴)— функция Лежандра. Функция
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𝑤11(𝑥1) описывает поведение поверхности в зоне между штампами и должна быть непрерыв-
ной. Для обеспечения ее непрерывности необходимо, чтобы она обращалась в нули в точках
𝑥1 = ±𝐴, в которых нарушается требование непрерывности. Это приводит к уравнениям для
определения неизвестных 𝑐11, 𝑐12:

𝑐11𝑚12(𝐴) + 𝑐12𝑚13(𝐴) +𝑚11(𝐴) = 0,

𝑐11𝑚12(−𝐴) + 𝑐12𝑚13(−𝐴) +𝑚11(−𝐴) = 0.

Решив их, находим искомые постоянные:

𝑐11 = Δ−1[𝑚11(−𝐴)𝑚13(𝐴)−𝑚11(𝐴)𝑚13(−𝐴)],
𝑐12 = Δ−1[𝑚11(𝐴)𝑚12(−𝐴)−𝑚11(−𝐴)𝑚12(𝐴)],

Δ = 𝑚12(𝐴)𝑚13(−𝐴)−𝑚12(−𝐴)𝑚13(𝐴).

Внеся найденные постоянные в функциональное уравнение (1), получим его в виде

𝑄−
1 (𝛼1) +𝑄+

1 (𝛼1) = 𝐾−1
1 (𝛼1)(𝛼

2
1 − 𝑘2)−1(𝑆−

1 + 𝑆+
1 )−𝐾−1

1 (𝛼1)𝑊1(𝛼1). (9)

Осуществив факторизацию правой части (9) в виде суммы [17], получаем решения 𝑄𝐴(𝛼1),
𝑄−𝐴(𝛼1) интегрального уравнения, зависящие от функционалов 𝑄𝐴(𝑘), 𝑄−𝐴(−𝑘).

Из него находятся выполненные в преобразованиях Фурье значения контактных напряже-
ний под берегами трещины в виде [17]

𝑄𝐴(𝛼1) ≡ 𝑄+
1 (𝛼1) = {𝐾−1

1 (𝛼1)(𝛼
2
1 − 𝑘2)−1(𝑆−

1 + 𝑆+
1 )−𝐾−1

1 (𝛼1)𝑊1(𝛼1)}+,
𝑄−𝐴(𝛼1) ≡ 𝑄−

1 (𝛼1) = {𝐾−1
1 (𝛼1)(𝛼

2
1 − 𝑘2)−1(𝑆−

1 + 𝑆+
1 )−𝐾−1

1 (𝛼1)𝑊1(𝛼1)}−.
(10)

Выделив функционалы 𝑄𝐴(𝑘), 𝑄−𝐴(−𝑘) в результате разложения правых частей выражений
(10), получим соотношения

𝑄𝐴(𝛼1) = 𝑄𝐴(𝑘)𝑅
+
1 (𝛼1) +𝑄−𝐴(−𝑘)𝑅+

2 (𝛼1) +𝑅+
3 (𝛼1),

𝑄−𝐴(𝛼1) = 𝑄𝐴(𝑘)𝑅
−
1 (𝛼1) +𝑄−𝐴(−𝑘)𝑅−

2 (𝛼1) +𝑅−
3 (𝛼1).

Здесь 𝑅±
𝑚(𝛼1)— некоторые аналитические функции, коэффициенты при функционалах в

разложении. Внеся в эти соотношения последовательно 𝛼1 = 𝑘 в первое, затем 𝛼1 = −𝑘 во
второе и вычислив функционалы из полученной алгебраической системы уравнений, получим
их значения в виде

𝑄𝐴(𝑘) = Δ−1
1 ⟨𝑅+

3 (𝑘)[1−𝑅−
2 (−𝑘)] +𝑅−

3 (−𝑘)𝑅
+
2 (𝑘)⟩,

𝑄𝐴(−𝑘) = Δ−1
1 ⟨𝑅+

3 (𝑘)𝑅
−
1 (−𝑘)−𝑅−

3 (−𝑘)[1−𝑅+
2 (𝑘)]⟩,

Δ1(𝑘) = [1−𝑅+
1 (𝑘)][1−𝑅−

2 (−𝑘)]−𝑅+
2 (𝑘)𝑅

−
1 (−𝑘).

Внесем значения функционалов в правые части соотношений (10), получим в преобра-
зованиях Фурье выражения для контактных напряжений под каждым штампом. Уравнение
Δ1(𝑘) = 0 является дисперсионным уравнением для определения резонансных частот, пред-
сказанное в работах И. И. Воровича [14,15].

Вывод

Построено высокоточное решение контактной задачи для двух деформируемых штампов и
получено дисперсионное уравнение для вычисления дискретных резонансов, предсказанных в
свое время И. И. Воровичем. Построение выполнено для деформируемых штампов простой
реологии, описываемых уравнением Гельмгольца. Для случаев более сложных реологий в
рассмотренной задаче применяется универсальный метод моделирования [16]. Результаты
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исследования могут быть использованы в проблеме оценки сейсмичности и предвестников
землетрясений в горных районах, имеющих ущелья и ложбины, моделируемых зонами между
торцами деформируемых штампов.
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