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Аннотация. При исследовании уравнений движения систем различной физической природы появля-
ются задачи определения качественных показателей и свойств движения по известным структуре
и свойствам рассматриваемых уравнений. Такими качественными показателями для конечномер-
ных систем являются, в частности, интегральные инварианты — интегралы от некоторых функций,
сохраняющие свое значение в процессе движения системы. Они были введены в аналитическую
механику А. Пуанкаре. В дальнейшем была установлен связь интегральных инвариантов с рядом
фундаментальных понятий классической динамики. Основная цель данной работы — распространить
некоторые положения теории интегральных инвариантов на широкие классы уравнений движения
бесконечномерных систем. Используя заданное действие по Гамильтону, получены уравнения движения
потенциальных систем с бесконечным числом степеней свободы, обобщающие известные уравнения
Биркгофа. Для них построен разностный аналог с дискретным временем. На его основе найдена
разностная аппроксимация соответствующего интегрального инварианта первого порядка.
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Abstract. In the study of the equations of motion of systems of various physical nature, there are problems
in determining the qualitative indicators and properties of motion according to the known structure and
properties of the equations under consideration. Such qualitative indicators for finite-dimensional systems
are, in particular, integral invariants — integrals of some functions that retain their value during the system
movement. They were introduced into analytical mechanics by A. Poincaré. In the future, the connection
of integral invariants with a number of fundamental concepts of classical dynamics was established. The
main purpose of this work is to extend some notions of the theory of integral invariants to broad classes
of equations of motion of infinite-dimensional systems. Using a given Hamilton’s action, the equations of
motion of potential systems with an infinite number of degrees of freedom are obtained, generalizing the
well-known Birkhoff equations. A difference analog with discrete time is constructed for them. Based on it,
a difference approximation of the corresponding integral invariant of the first order is found.
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Введение

В работе [1] получены необходимые и достаточные условия вариационности (потенциаль-
ности) операторного уравнения с первой производной по времени

̂︀𝑁 (𝑢) ≡ 𝑃𝑢,𝑡𝑢𝑡 −𝑄 (𝑡, 𝑢) = 0,

𝑢 ∈ 𝐷
(︁ ̂︀𝑁)︁ ⊆ 𝑈 ⊆ 𝑉, 𝑡 ∈

[︁ ̃︀𝑇0, ̃︀𝑇1]︁ ⊂ 𝑅, 𝑢𝑡 ≡ 𝐷𝑡𝑢 ≡ 𝑑

𝑑𝑡
𝑢.

(1)

Здесь ∀ 𝑡 ∈
[︁ ̃︀𝑇0, ̃︀𝑇1]︁, ∀ 𝑢 ∈ 𝑈1 оператор 𝑃𝑢,𝑡 : 𝑈1 −→ 𝑉1 является линейным; 𝑄 :

[︁ ̃︀𝑇0, ̃︀𝑇1]︁×𝑈1 →

→ 𝑉1 — произвольный оператор, вообще говоря, нелинейный; 𝐷
(︁ ̂︀𝑁)︁— область определения

оператора ̂︀𝑁 ,

𝐷
(︁ ̂︀𝑁)︁ =

{︁
𝑢 ∈ 𝑈 : 𝑢 (𝑡) ∈𝑊 ∀ 𝑡 ∈

[︁ ̃︀𝑇0, ̃︀𝑇1]︁ , 𝑢|𝑡=̃︀𝑇0
= 𝜙1, 𝑢|𝑡=̃︀𝑇1

= 𝜙2, 𝜙𝑖 ∈ 𝑈1, 𝑖 = 1, 2
}︁
;

𝑈 = 𝐶1
(︁[︁ ̃︀𝑇0, ̃︀𝑇1]︁ ;𝑈1

)︁
, 𝑉 = 𝐶1

(︁[︁ ̃︀𝑇0, ̃︀𝑇1]︁ ;𝑉1)︁, 𝑈1, 𝑉1 — линейные нормированные простран-

ства над полем действительных чисел R, 𝑈1 ⊆ 𝑉1. Множество 𝑊 определяется внешними
связями, наложенными на систему.

Операторное уравнение (1) может быть обыкновенным дифференциальным, дифферен-
циальным уравнением в частных производных, интегро-дифференциальным уравнением,
уравнением c отклоняющимися аргументами и другими, а также системой таких уравнений.

На этом пути, в частности, выявлена взаимосвязь полученного операторного вариацион-
ного уравнения с классическими уравнениями Биркгофа [2,3], являющимися обобщениями
канонических уравнений Гамильтона.

Будем использовать обозначения и терминологию работ [4–7].

1. Постановка задач

Пусть состояние бесконечномерной потенциальной системы определяется вектор-функцией
𝑢(𝑥, 𝑡) =

(︀
𝑢1(𝑥, 𝑡), 𝑢2(𝑥, 𝑡), · · · , 𝑢2𝑛(𝑥, 𝑡)

)︀
, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄𝑇 = Ω× (0, 𝑇 ), Ω— ограниченная область

из R𝑚 с кусочно гладкой границей 𝜕Ω.
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Предположим, что при этом действие по Гамильтону имеет вид

𝐹 [𝑢] =

𝑇∫︁
0

∫︁
Ω

[︃
2𝑛∑︁
𝑖=1

𝑅𝑖 (𝑥, 𝑡, 𝑢𝛼)𝑢
𝑖
𝑡 −𝐵 (𝑢𝛼)

]︃
𝑑𝑥 𝑑𝑡,

𝛼 = (𝛼1, 𝛼2, · · · , 𝛼𝑚) , |𝛼| =
𝑚∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖, |𝛼| = 0, 𝑠,

(2)

где 𝑅𝑖 = 𝑅𝑖 (𝑥, 𝑡, 𝑢𝛼), 𝐵 = 𝐵 (𝑢𝛼)— заданные достаточно гладкие функции, 𝑢𝑖𝑡 =
𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑡
, 𝑖 = 1, 2𝑛,

𝑢𝛼 = 𝐷𝛼𝑢 =
𝜕|𝛼|𝑢

(𝜕𝑥1)
𝛼1 (𝜕𝑥2)

𝛼2 · · · (𝜕𝑥𝑚)𝛼𝑚
.

Будем рассматривать функционал (2) на множестве

𝐷(𝑁) =
{︁
𝑢 ∈ 𝑈 =

(︀
𝑈1, · · · , 𝑈2𝑛

)︀
: 𝑢𝑖 ∈ 𝑈 𝑖 = 𝐶2𝑠,1

𝑥,𝑡

(︀
Ω× [0, 𝑇 ]

)︀
: 𝑢𝑖
⃒⃒
𝑡=0

= 𝜙𝑖
0(𝑥),

𝑢𝑖
⃒⃒
𝑡=𝑇

= 𝜙𝑖
1(𝑥),

𝜕𝜈𝑢𝑖

𝜕𝑛𝜈𝑥

⃒⃒⃒
Γ𝑇

= 𝜓𝑖
𝜈(𝑥, 𝑡), 𝑖 = 1, 2𝑛, |𝜈| = 0, 𝑠− 1

}︁
, (3)

где Ω = 𝜕Ω ∪ Ω, Γ𝑇 = 𝜕Ω× (0, 𝑇 ), 𝑛𝑥 — внешняя нормаль к 𝜕Ω; 𝜙𝑖
0, 𝜙

𝑖
1, 𝜓

𝑖
𝜈(𝑥, 𝑡)— заданные

достаточно гладкие функции.
Цель работы — найти уравнения движения, определяемые действием по Гамильтону (2),

построить их разностный аналог с дискретным временем и на этой основе найти разностную
аппроксимацию соответствующего линейного интегрального инварианта.

2. Система уравнений движения

Обозначим плотность функции Лагранжа

L = L (𝑥, 𝑡, 𝑢𝛼, 𝑢𝑡) =

2𝑛∑︁
𝑘=1

𝑅𝑘𝑢
𝑘
𝑡 −𝐵. (4)

Первая вариация (2) равна

𝛿𝐹 [𝑢, 𝛿𝑢] =

𝑇∫︁
0

∫︁
Ω

2𝑛∑︁
𝑖=1

⎛⎝ 𝑠∑︁
|𝛼|=0

𝜕L

𝜕𝑢𝑖𝛼
𝛿𝑢𝑖𝛼 +

𝜕L

𝜕𝑢𝑖𝑡
𝛿𝑢𝑖𝑡

⎞⎠ 𝑑𝑥 𝑑𝑡. (5)

Введем плотности обобщенных импульсов 𝑝𝑖, 𝑖 = 1, 2𝑛 по формулам

𝑝𝑖 =
𝛿𝐿

𝛿𝑢𝑖𝑡
= 𝑅𝑖, 𝑖 = 1, 2𝑛,

где 𝐿 =

∫︁
Ω

L 𝑑𝑥;
𝛿𝐿

𝛿𝑢𝑖𝑡
— вариационная производная.

Поскольку

𝛿𝑢𝑖
⃒⃒
𝑡=0

= 0, 𝛿𝑢𝑖
⃒⃒
𝑡=𝑇

= 0,
𝜕𝜈
(︀
𝛿𝑢𝑖
)︀

𝜕𝑛𝜈𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒
Γ𝑇

= 0, 𝑖 = 1, 2𝑛, |𝜈| = 0, 𝑠− 1,

то, интегрируя по частям, из (5) получаем

𝛿𝐹 [𝑢, 𝛿𝑢] =

𝑇∫︁
0

∫︁
Ω

2𝑛∑︁
𝑖=1

⎡⎣ 𝑠∑︁
|𝛼|=0

(−1)|𝛼|𝐷𝛼

(︂
𝜕L

𝜕𝑢𝑖𝛼

)︂
− 𝑑𝑝𝑖

𝑑𝑡

⎤⎦ 𝛿𝑢𝑖 𝑑𝑥 𝑑𝑡.
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Приравнивая эту вариацию к нулю, находим систему уравнений движения в виде

𝑠∑︁
|𝛼|=0

(−1)|𝛼|𝐷𝛼

(︂
𝜕L

𝜕𝑢𝑖𝛼

)︂
− 𝑑𝑝𝑖

𝑑𝑡
= 0, 𝑖 = 1, 2𝑛. (6)

Отметим, что

𝐷𝛼

(︂
𝜕L

𝜕𝑢𝑖𝛼

)︂
= 𝐷𝛼

(︃
2𝑛∑︁
𝑘=1

𝜕𝑅𝑘

𝜕𝑢𝑖𝛼
𝑢𝑘𝑡 −

𝜕𝐵

𝜕𝑢𝑖𝛼

)︃
=

2𝑛∑︁
𝑘=1

𝑠∑︁
|𝛽|=0

(︃
𝛼

𝛽

)︃
𝐷𝛼−𝛽

(︂
𝜕𝑅𝑘

𝜕𝑢𝑖𝛼

)︂
𝐷𝛽𝑢

𝑘
𝑡 −𝐷𝛼

𝜕𝐵

𝜕𝑢𝑖𝛼
,

𝑑𝑝𝑖
𝑑𝑡

=
𝑑𝑅𝑖

𝑑𝑡
=
𝜕𝑅𝑖

𝜕𝑡
+

2𝑛∑︁
𝑘=1

𝑠∑︁
|𝛽|=0

𝜕𝑅𝑖

𝜕𝑢𝑘𝛽
𝐷𝛽𝑢

𝑘
𝑡 ,

где

(︃
𝛼

𝛽

)︃
=

⎧⎪⎨⎪⎩
(︃
𝛼1

𝛽1

)︃(︃
𝛼1

𝛽1

)︃
· · ·

(︃
𝛼𝑚

𝛽𝑚

)︃
, если ∀ 𝑖 ∈ {1, 2, · · · ,𝑚} : 𝛼𝑖 > 𝛽𝑖,

0, если ∃ 𝑖 ∈ {1, 2, · · · ,𝑚} : 𝛼𝑖 < 𝛽𝑖,(︃
𝛼𝑖

𝛽𝑖

)︃
=

𝛼𝑖!

𝛽𝑖! (𝛼𝑖 − 𝛽𝑖)!
.

С учетом этого система уравнений (6) может быть представлена в виде

𝑁𝑖 ≡
2𝑛∑︁
𝑘=1

𝑠∑︁
|𝛽|=0

⎡⎣ 𝑠∑︁
|𝛼|=0

(−1)|𝛼|
(︃
𝛼

𝛽

)︃
𝐷𝛼−𝛽

(︂
𝜕𝑅𝑘

𝜕𝑢𝑖𝛼

)︂
− 𝜕𝑅𝑖

𝜕𝑢𝑘𝛽

⎤⎦𝐷𝛽𝑢
𝑘
𝑡 −

𝜕𝑅𝑖

𝜕𝑡
−

−
𝑠∑︁

|𝛼|=0

(−1)|𝛼|𝐷𝛼
𝜕𝐵

𝜕𝑢𝑖𝛼
= 0, 𝑖 = 1, 2𝑛. (7)

Cправедлива

Теорема 1. Экстремали функционала (2) являются решениями системы уравнений (7).

Отметим, что из (7) как частный случай следуют уравнения Биркгофа [3].

3. Дискретизация по времени

Разобьем отрезок [0, 𝑇 ] на 𝑙 равных частей узлами 𝑡𝑗 = 𝑗𝜏 , 𝑗 = 0, 𝑙, где 𝜏 = 𝑙−1𝑇 . Введем
операторы сужения [8]

𝑇 𝑟𝑢
𝑖(𝑥, 𝑡) = 𝑢𝑖𝑟 =

(︀
𝑢𝑖 (𝑥, 𝑡𝑘)

)︀𝑙
𝑘=0

, 𝑖 = 1, 2𝑛

(столбцы высоты 𝑟 = 𝑙 + 1). Такие столбцы образуют линейное пространство, которое будем
обозначать 𝑈

𝑖
𝑟. Для удобства обозначим 𝑢𝑟 =

(︀
𝑢1𝑟 , 𝑢

2
𝑟 , · · · , 𝑢2𝑛𝑟

)︀
, ̃︀𝑢𝑗 = 𝑢 (𝑥, 𝑡𝑗), ̃︀𝑢𝑖𝑗 = 𝑢𝑖 (𝑥, 𝑡𝑗).

Обозначим 𝑁 оператор дискретного аналога задачи (7), (3), полученной на основе функ-
ционала (2).

Положим

𝐷
(︀
𝑁
)︀
=
{︁
𝑢𝑟 ∈ 𝑈 𝑟 =

(︁
𝑈

1
𝑟 , · · · , 𝑈

2𝑛
𝑟

)︁
: ̃︀𝑢𝑖𝑟 ∈ 𝐶2𝑠

(︀
Ω
)︀
: ̃︀𝑢𝑖0 = 𝜙𝑖

0(𝑥), ̃︀𝑢𝑖𝑙 = 𝜙𝑖
1(𝑥),

𝜕𝜈̃︀𝑢𝑖𝑗
𝜕𝑛𝜈𝑥

⃒⃒⃒
𝜕Ω

= 𝜓𝑖
𝜈 (𝑥, 𝑡𝑗) , 𝑖 = 1, 2𝑛, |𝜈| = 0, 𝑠, 𝑗 = 0, 𝑙

}︁
.

Математика 187



Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер.: Математика. Механика. Информатика. 2024. Т. 24, вып. 2

Заменим (4) на

L 𝑗 = L (𝑥, 𝑡,𝐷𝛼̃︀𝑢𝑗 , ̃︀𝑢𝑗+1) =

2𝑛∑︁
𝑖=1

𝑅𝑖,𝑗

̃︀𝑢𝑖𝑗+1 − ̃︀𝑢𝑖𝑗
𝜏

−𝐵𝑗 , 𝑗 = 0, 𝑙 − 1,

где 𝑅𝑖,𝑗 = 𝑅𝑖 (𝑥, 𝑡𝑗 , 𝐷𝛼̃︀𝑢𝑗), 𝐵𝑗 = 𝐵 (𝐷𝛼̃︀𝑢𝑗).
Далее аппроксимируем интегралы

𝑡𝑗+1∫︁
𝑡𝑗

∫︁
Ω

L 𝑑𝑥 𝑑𝑡 ≈ 𝑇

𝑙

∫︁
Ω

L 𝑗𝑑𝑥.

Функционал (2) заменяем разностным действием по Гамильтону

𝐹 [𝑢𝑟] =
𝑇

𝑙

𝑙−1∑︁
𝑗=0

∫︁
Ω

L 𝑗𝑑𝑥. (8)

Тогда

𝛿𝐹 [𝑢𝑟, 𝛿𝑢𝑟] =
𝑇

𝑙

𝑙−1∑︁
𝑗=0

∫︁
Ω

2𝑛∑︁
𝑘=1

⎡⎣ 𝑠∑︁
|𝛼|=0

𝜕L 𝑗

𝜕
(︁
𝐷𝛼̃︀𝑢𝑘𝑗)︁𝛿

(︁
𝐷𝛼̃︀𝑢𝑘𝑗)︁+ 𝜕L 𝑗

𝜕̃︀𝑢𝑘𝑗+1

𝛿̃︀𝑢𝑘𝑗+1

⎤⎦ 𝑑𝑥. (9)

Поскольку

𝛿̃︀𝑢𝑖0 = 0, 𝛿̃︀𝑢𝑖𝑙 = 0,
𝜕𝜈
(︁
𝛿̃︀𝑢𝑖𝑗)︁

𝜕𝑛𝜈𝑥

⃒⃒⃒
𝜕Ω

= 0, 𝑖 = 1, 2𝑛, 𝑗 = 0, 𝑙, |𝜈| = 0, 𝑠− 1,

то, интегрируя по частям, из (9) имеем

𝛿𝐹 [𝑢𝑟, 𝛿𝑢𝑟] =
𝑇

𝑙

𝑙−1∑︁
𝑗=1

∫︁
Ω

2𝑛∑︁
𝑘=1

⎡⎣ 𝑠∑︁
|𝛼|=0

(−1)|𝛼|𝐷𝛼

⎛⎝ 𝜕L 𝑗

𝜕
(︁
𝐷𝛼̃︀𝑢𝑘𝑗)︁

⎞⎠+
𝜕L 𝑗−1

𝜕̃︀𝑢𝑘𝑗
⎤⎦ 𝛿̃︀𝑢𝑘𝑗𝑑𝑥. (10)

Отметим, что

𝑠∑︁
|𝛼|=0

(−1)|𝛼|𝐷𝛼

⎡⎣ 𝜕L 𝑗

𝜕
(︁
𝐷𝛼̃︀𝑢𝑘𝑗)︁

⎤⎦ =

𝑠∑︁
|𝛼|=0

(−1)|𝛼|
2𝑛∑︁
𝑖=1

𝐷𝛼

⎡⎣ 𝜕𝑅𝑖,𝑗

𝜕
(︁
𝐷𝛼̃︀𝑢𝑘𝑗)︁

̃︀𝑢𝑖𝑗+1 − ̃︀𝑢𝑖𝑗
𝜏

⎤⎦−
𝑅𝑘,𝑗

𝜏
−

−
𝑠∑︁

|𝛼|=0

(−1)|𝛼|𝐷𝛼

⎡⎣ 𝜕𝐵𝑗

𝜕
(︁
𝐷𝛼̃︀𝑢𝑘𝑗)︁

⎤⎦ =

=

2𝑛∑︁
𝑖=1

𝑠∑︁
|𝛼|,|𝛽|=0

(−1)|𝛼|
(︃
𝛼

𝛽

)︃
𝐷𝛼−𝛽

⎡⎣ 𝜕𝑅𝑖,𝑗

𝜕
(︁
𝐷𝛼̃︀𝑢𝑘𝑗)︁

⎤⎦𝐷𝛽

(︃̃︀𝑢𝑖𝑗+1 − ̃︀𝑢𝑖𝑗
𝜏

)︃
−
𝑅𝑘,𝑗

𝜏
−

−
𝑠∑︁

|𝛼|=0

(−1)|𝛼|𝐷𝛼

⎡⎣ 𝜕𝐵𝑗

𝜕
(︁
𝐷𝛼̃︀𝑢𝑘𝑗)︁

⎤⎦ ,
𝜕L 𝑗−1

𝜕̃︀𝑢𝑘𝑗 =
𝑅𝑘,𝑗−1

𝜏
.
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Из равенства нулю первой вариации (10) получаем систему уравнений движения в
дискретном по времени случае

𝑁𝑘,𝑗 ≡
2𝑛∑︁
𝑖=1

𝑠∑︁
|𝛼|,|𝛽|=0

(−1)|𝛼|
(︃
𝛼

𝛽

)︃
𝐷𝛼−𝛽

⎡⎣ 𝜕𝑅𝑖,𝑗

𝜕
(︁
𝐷𝛼̃︀𝑢𝑘𝑗)︁

⎤⎦𝐷𝛽

(︃̃︀𝑢𝑖𝑗+1 − ̃︀𝑢𝑖𝑗
𝜏

)︃
−

−
𝑅𝑘,𝑗 −𝑅𝑘,𝑗−1

𝜏
−

𝑠∑︁
|𝛼|=0

(−1)|𝛼|𝐷𝛼

⎡⎣ 𝜕𝐵𝑗

𝜕
(︁
𝐷𝛼̃︀𝑢𝑘𝑗)︁

⎤⎦ = 0, 𝑘 = 1, 2𝑛, 𝑗 = 1, 𝑙 − 1. (11)

Теорема 2. Уравнения (11) являются разностным по времени аналогом (7).

4. Интегральные инварианты

4.1. Непрерывный случай

Пусть 𝑢 = 𝑢(𝜆;𝑥, 𝑡), 𝜆 ∈ Λ = [0, 1]— произвольное однопараметрическое множество
элементов из 𝑈 непрерывно дифференцируемых по 𝜆. Его можно рассматривать как кривую
𝐶 в 𝑈 . Будем считать, что 𝑢(0;𝑥, 𝑡) = 𝑢(1;𝑥, 𝑡) для всех (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄𝑇 , т.е. кривая замкнута.

Введем обозначение 𝛿𝑢 =
𝜕𝑢(𝜆;𝑥, 𝑡)

𝜕𝜆
𝑑𝜆. Возьмем произвольный отрезок [𝑇0, 𝑇1] из [0, 𝑇 ].

Вариация функционала 𝐹 [𝑢(𝜆;𝑥, 𝑡)] =
𝑇1∫︀
𝑇0

𝐿𝑑𝑡 принимает вид

𝛿𝐹 [𝑢, 𝛿𝑢] =

𝑇1∫︁
𝑇0

∫︁
Ω

2𝑛∑︁
𝑖=1

⎛⎝ 𝑠∑︁
|𝛼|=0

𝜕L

𝜕𝑢𝑖𝛼
𝛿𝑢𝑖𝛼 +

𝜕L

𝜕𝑢𝑖𝑡
𝛿𝑢𝑖𝑡

⎞⎠ 𝑑𝑥 𝑑𝑡 =

=

𝑇1∫︁
𝑇0

∫︁
Ω

2𝑛∑︁
𝑖=1

{︂
(−1)|𝛼|𝐷𝛼

(︂
𝜕L

𝜕𝑢𝑖𝛼

)︂
𝛿𝑢𝑖 +

[︂
𝑑

𝑑𝑡

(︀
𝑝𝑖𝛿𝑢

𝑖
)︀
− 𝑑𝑝𝑖

𝑑𝑡
𝛿𝑢𝑖
]︂}︂

𝑑𝑥 𝑑𝑡 =

=

𝑇1∫︁
𝑇0

∫︁
Ω

2𝑛∑︁
𝑖=1

⎡⎣ 𝑠∑︁
|𝛼|=0

(−1)|𝛼|𝐷𝛼

(︂
𝜕L

𝜕𝑢𝑖𝛼

)︂
− 𝑑𝑝𝑖

𝑑𝑡

⎤⎦ 𝛿𝑢𝑖 𝑑𝑥 𝑑𝑡+
+

∫︁
Ω

2𝑛∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖𝛿𝑢
𝑖
⃒⃒⃒
𝑡=𝑇1

𝑑𝑥−
∫︁
Ω

2𝑛∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖𝛿𝑢
𝑖
⃒⃒⃒
𝑡=𝑇0

𝑑𝑥.

Вдоль действительных траекторий — решений системы (6) — вариация 𝛿𝐹 [𝑢, 𝛿𝑢] принимает
вид

𝛿𝐹 [𝑢, 𝛿𝑢] =

∫︁
Ω

2𝑛∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖𝛿𝑢
𝑖

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑡=𝑇1

𝑑𝑥−
∫︁
Ω

2𝑛∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖𝛿𝑢
𝑖

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑡=𝑇0

𝑑𝑥 =

=

∫︁
Ω

2𝑛∑︁
𝑖=1

𝑅𝑖𝛿𝑢
𝑖
⃒⃒⃒
𝑡=𝑇1

𝑑𝑥−
∫︁
Ω

2𝑛∑︁
𝑖=1

𝑅𝑖𝛿𝑢
𝑖
⃒⃒⃒
𝑡=𝑇0

𝑑𝑥.

Поскольку для замкнутой кривой 𝐶 интеграл

1∫︁
0

𝛿𝐹 = 0, то получаем равенство

1∫︁
0

∫︁
Ω

2𝑛∑︁
𝑖=1

𝑅𝑖𝛿𝑢
𝑖
⃒⃒⃒
𝑡=𝑇1

𝑑𝑥 =

1∫︁
0

∫︁
Ω

2𝑛∑︁
𝑖=1

𝑅𝑖𝛿𝑢
𝑖
⃒⃒⃒
𝑡=𝑇0

𝑑𝑥.
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Таким образом, ∫︁
Λ

∫︁
Ω

2𝑛∑︁
𝑖=1

𝑅𝑖𝛿𝑢
𝑖𝑑𝑥 =

∮︁
𝐶

∫︁
Ω

2𝑛∑︁
𝑖=1

𝑅𝑖𝛿𝑢
𝑖𝑑𝑥 (12)

является относительным линейным интегральным инвариантом первого порядка системы,
описываемой лагранжианом (4).

Теорема 3. Система уравнений (7) имеет относительный интегральный инвариант
первого порядка вида (12).

4.2. Дискретный случай

Используя (8), запишем функционал

𝐹 [𝑢𝑟] =
𝑇

𝑙

𝑗1∑︁
𝑗=𝑗0

∫︁
Ω

L 𝑗𝑑𝑥, (13)

считая, что 0 < 𝑗0 < 𝑗1 < 𝑙.
Находим первую вариацию (13)

𝛿𝐹 [𝑢𝑟, 𝛿𝑢𝑟] =
𝑇

𝑙

𝑗1∑︁
𝑗=𝑗0

∫︁
Ω

2𝑛∑︁
𝑘=1

⎡⎣ 𝑠∑︁
|𝛼|=0

𝜕L 𝑗

𝜕
(︁
𝐷𝛼̃︀𝑢𝑘𝑗)︁𝛿

(︁
𝐷𝛼̃︀𝑢𝑘𝑗)︁+ 𝜕L 𝑗

𝜕̃︀𝑢𝑘𝑗+1

𝛿̃︀𝑢𝑘𝑗+1

⎤⎦ 𝑑𝑥 =

=
𝑇

𝑙

𝑗1∑︁
𝑗=𝑗0

∫︁
Ω

2𝑛∑︁
𝑘=1

⎧⎨⎩
𝑠∑︁

|𝛼|=0

(−1)|𝛼|𝐷𝛼

⎡⎣ 𝜕L 𝑗

𝜕
(︁
𝐷𝛼̃︀𝑢𝑘𝑗)︁

⎤⎦ 𝛿̃︀𝑢𝑘𝑗 + 𝜕L 𝑗

𝜕̃︀𝑢𝑘𝑗+1

𝛿̃︀𝑢𝑘𝑗+1

⎫⎬⎭ 𝑑𝑥 =

=
𝑇

𝑙

𝑗1∑︁
𝑗=𝑗0

∫︁
Ω

2𝑛∑︁
𝑘=1

⎧⎨⎩
𝑠∑︁

|𝛼|=0

(−1)|𝛼|𝐷𝛼

⎡⎣ 𝜕L 𝑗

𝜕
(︁
𝐷𝛼̃︀𝑢𝑘𝑗)︁

⎤⎦+
𝜕L 𝑗−1

𝜕̃︀𝑢𝑘𝑗
⎫⎬⎭ 𝛿̃︀𝑢𝑘𝑗𝑑𝑥+

+
𝑇

𝑙

∫︁
Ω

2𝑛∑︁
𝑘=1

𝜕L 𝑗1−1

𝜕̃︀𝑢𝑘𝑗1 𝛿̃︀𝑢𝑘𝑗1𝑑𝑥− 𝑇

𝑙

∫︁
Ω

2𝑛∑︁
𝑘=1

𝜕L 𝑗0−1

𝜕̃︀𝑢𝑘𝑗0 𝛿̃︀𝑢𝑘𝑗0𝑑𝑥.
Вдоль действительных траекторий его первая вариация (13) равна

𝛿𝐹 [𝑢𝑟, 𝛿𝑢𝑟] =
𝑇

𝑙

∫︁
Ω

2𝑛∑︁
𝑘=1

𝜕L 𝑗1−1

𝜕̃︀𝑢𝑘𝑗1 𝛿̃︀𝑢𝑘𝑗1𝑑𝑥− 𝑇

𝑙

∫︁
Ω

2𝑛∑︁
𝑘=1

𝜕L 𝑗0−1

𝜕̃︀𝑢𝑘𝑗0 𝛿̃︀𝑢𝑘𝑗0𝑑𝑥 =

=

∫︁
Ω

2𝑛∑︁
𝑘=1

𝑅𝑘,𝑗1−1𝛿̃︀𝑢𝑘𝑗1𝑑𝑥−
∫︁
Ω

2𝑛∑︁
𝑘=1

𝑅𝑘,𝑗0−1𝛿̃︀𝑢𝑘𝑗0𝑑𝑥.
Далее, повторяя приведенные выше рассуждения, получаем

1∫︁
0

∫︁
Ω

2𝑛∑︁
𝑘=1

𝑅𝑘,𝑗1−1𝛿̃︀𝑢𝑘𝑗1𝑑𝑥 =

1∫︁
0

∫︁
Ω

2𝑛∑︁
𝑘=1

𝑅𝑘,𝑗0−1𝛿̃︀𝑢𝑘𝑗0𝑑𝑥.
Следовательно, ∮︁

𝐶

∫︁
Ω

2𝑛∑︁
𝑘=1

𝑅𝑘,𝑗−1𝛿̃︀𝑢𝑘𝑗𝑑𝑥, 𝑗 = 1, 𝑙 (14)

являются аналогами линейных интегральных инвариантов первого порядка системы (11).

Теорема 4. Формула (14) определяет дискретный по времени аналог относительно
интегрального инварианта первого порядка (12).
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5. Пример

Рассмотрим следующее уравнение в частных производных:

̃︀𝑁 (𝑢) ≡ 𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
− 𝑎2

(︂
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2

)︂
+ 2𝑘2

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 0, (15)

описывающее движение мембраны.
Здесь 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡)— неизвестная функция; 𝑎, 𝑘— константы, (𝑥, 𝑦, 𝑡) ∈ 𝑄𝑇 =

(︀
0, 𝑙1

)︀
×

×
(︀
0, 𝑙2

)︀
× (0, 𝑇 ).

Положим

𝐷
(︁ ̃︀𝑁)︁ =

{︁
𝑢 ∈ 𝑈 = 𝐶2

(︀
𝑄𝑇

)︀
: 𝑢
⃒⃒
𝑥=0

= 𝑢
⃒⃒
𝑦=0

= 𝑢
⃒⃒
𝑥=𝑙1

= 𝑢
⃒⃒
𝑦=𝑙2

= 0,

𝑢
⃒⃒
𝑡=0

= 𝜙1(𝑥), 𝑢
⃒⃒
𝑡=𝑇

= 𝜙2(𝑥)
}︁
,

где 𝜙1, 𝜙2 — заданные функции.

Обозначим

{︃
𝑢1 = 𝑢,

𝑢2 = 𝑢1𝑡 .
Уравнение (15) эквивалентно системе вида

̃︀𝑁1 ≡ 𝑒2𝑘
2𝑡𝑢2𝑡 − 𝑒2𝑘

2𝑡𝑎2
(︂
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢1

𝜕𝑦2

)︂
+ 2𝑘2𝑒2𝑘

2𝑡𝑢2 = 0, ̃︀𝑁2 ≡ −𝑒2𝑘2𝑡𝑢1𝑡 + 𝑒2𝑘
2𝑡𝑢2 = 0.

(16)

Ей соответствует лагранжиан

𝐿 =
1

2

𝑙2∫︁
0

𝑙1∫︁
0

𝑒2𝑘
2𝑡

{︃
−𝑢2𝑢1𝑡 + 𝑢1𝑢2𝑡 + 2𝑘2𝑢1𝑢2 +

(︀
𝑢2
)︀2

+ 𝑎2

[︃(︂
𝜕𝑢1

𝜕𝑥

)︂2

+

(︂
𝜕𝑢1

𝜕𝑦

)︂2
]︃}︃

𝑑𝑥 𝑑𝑦

и функции Биркгофа

𝑅1 = −1

2
𝑒2𝑘

2𝑡𝑢2, 𝑅2 =
1

2
𝑒2𝑘

2𝑡𝑢1,

𝐵 = −1

2
𝑒2𝑘

2𝑡

[︃
2𝑘2𝑢1𝑢2 +

(︀
𝑢2
)︀2

+ 𝑎2

(︃(︂
𝜕𝑢1

𝜕𝑥

)︂2

+

(︂
𝜕𝑢1

𝜕𝑦

)︂2
)︃]︃

.

Отсюда можно вывести систему уравнений в дискретном по времени случае

𝑁1,𝑗 ≡
1

2
𝑒2𝑘

2𝑡𝑗
̃︀𝑢2𝑗+1 − ̃︀𝑢2𝑗

𝜏
+

1

2

𝑒2𝑘
2𝑡𝑗̃︀𝑢2𝑗 − 𝑒2𝑘

2𝑡𝑗−1̃︀𝑢2𝑗−1

𝜏
+

+𝑒2𝑘
2𝑡𝑗

[︃
𝑘2̃︀𝑢2𝑗 − 𝑎2

(︃
𝜕2̃︀𝑢1𝑗
𝜕𝑥2

+
𝜕2̃︀𝑢1𝑗
𝜕𝑦2

)︃]︃
= 0,

𝑁2,𝑗 ≡ −1

2
𝑒2𝑘

2𝑡𝑗
̃︀𝑢1𝑗+1 − ̃︀𝑢1𝑗

𝜏
− 1

2

𝑒2𝑘
2𝑡𝑗̃︀𝑢1𝑗 − 𝑒2𝑘

2𝑡𝑗−1̃︀𝑢1𝑗−1

𝜏
+ 𝑒2𝑘

2𝑡𝑗
(︀
𝑘2̃︀𝑢1𝑗 + ̃︀𝑢2𝑗)︀ = 0.

Используя формулы (12) и (14), находим относительные линейные интегральные инвари-
анты первого порядка системы (16) в непрерывном случае∮︁

𝐶

𝑙2∫︁
0

𝑙1∫︁
0

(︂
−1

2
𝑒2𝑘

2𝑡𝑢2𝛿𝑢1 +
1

2
𝑒2𝑘

2𝑡𝑢1𝛿𝑢2
)︂
𝑑𝑥 𝑑𝑦

и в дискретном случае∮︁
𝐶

𝑙2∫︁
0

𝑙1∫︁
0

(︂
−1

2
𝑒2𝑘

2𝑡𝑗−1̃︀𝑢2𝑗−1𝛿̃︀𝑢1𝑗 + 1

2
𝑒2𝑘

2𝑡𝑗−1̃︀𝑢1𝑗−1𝛿̃︀𝑢2𝑗)︂ 𝑑𝑥 𝑑𝑦.
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Заключение

Из вариационного принципа с использованием заданного действия по Гамильтону полу-
чены весьма общие уравнения движения бесконечномерных систем. Как частный случай
из них следуют известные уравнения Биркгофа. Для них построен разностный аналог с
дискретным временем. На его основе найдена разностная аппроксимация относительного
линейного интегрального инварианта первого порядка.
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