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где Δ0 = 𝑎11𝑎22 − 𝑎212, Δ =
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⃒⃒⃒, Θ = Θ(𝛼, 𝛽, 𝑧)— известная функция абсолютной

температуры оболочки 𝛼𝛼, 𝛼𝛽 — коэффициенты теплового расширения материала в соответ-
ствующих направлениях.

Введем обозначения силовых и моментных усилий и моментов:
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Коэффициент 𝑘𝑠 характеризует распределение касательных напряжений по толщине оболочки
(в настоящей работе принято 𝑘𝑠 = 8/9 [24]).

Уравнения движения сплошной микрополярной ортортопной цилиндрической оболочки с
учетом температурных воздействий, граничные и начальные условия получим из вариацион-
ного принципа Гамильтона –Остроградского [25,26]:∫︁ 𝑡1

𝑡0

(𝛿𝐾 − 𝛿𝑈 + 𝛿𝑊𝜖 + 𝛿𝑊𝑞) 𝑑𝑡 = 0, (9)

здесь 𝐾 — кинетическая энергия, 𝑈 — потенциальная энергия, 𝑊 — работа внешних сил,
связанная с распределенными силами (𝑊𝑞) и диссипацией энергии (𝑊𝜖). С учетом моментной
теории [27] потенциальная энергия 𝑈 для бесконечно малых деформаций представима в виде

𝑈 =
1

2

∫︁
Ω
(𝜎𝑖𝑗𝜖𝑖𝑗 +𝑚𝑖𝑗𝜒𝑖𝑗) 𝑑Ω.

Кинетическая энергия:

𝐾 =
1

2
𝜌

∫︁
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(︂
𝜕𝑣

𝜕𝑡
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]︃
𝑑Ω,
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вариация работы внешних сил:

𝛿𝑊𝑞 =

∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 𝑏

0
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𝜖— коэффициент диссипации, 𝜌— плотность материала оболочки, 𝑞(𝛼, 𝛽, 𝑡)— внешняя нор-
мальная нагрузка.

Осуществляя варьирование, собирая коэффициенты при одинаковых вариациях, получим
уравнения движения гладкой ортотропной микрополярной цилиндрической оболочки с учетом
температурных воздействий:
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1
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𝜕𝛽2
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𝜕𝛼

+
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− 1
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+
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=
𝜌ℎ3
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,

и граничные условия:

𝛿𝑢 = 0 или
{︂
𝑁𝛼𝛼 +

1

2𝑅

𝜕𝑌𝑧𝛼
𝜕𝛽

}︂
Γ𝛼

= 0,

{︂
−𝑇 +

𝑌𝛽𝛽
2𝑅

− 1

2𝑅

𝜕𝑌𝑧𝛽
𝜕𝛽

− 1

2𝑅

𝜕𝑌𝑧𝛼
𝜕𝛼

− 𝑌𝑧𝑧
2

}︂
Γ𝛽

= 0;

𝜕𝛿𝑢

𝜕𝛼
= 0 или {𝑌𝑧𝛼}Γ𝛽

= 0;
𝜕𝛿𝑢

𝜕𝛽
= 0 или {𝑌𝑧𝛼}Γ𝛼

= 0, {𝑌𝑧𝛽}Γ𝛽
= 0;

𝛿𝑣 = 0 или
{︂
𝑌𝑧𝛼
2𝑅

−
𝑌𝛽𝛽
2𝑅

− 𝑇 +
1

2

𝜕𝑌𝑧𝛼
𝜕𝛼

+
1

2𝑅

𝜕𝑌𝑧𝛽
𝜕𝛽

}︂
Γ𝛼

= 0,

{︂
𝑁𝛽𝛽 −

𝑌𝛼𝛽
2𝑅

− 1

2

𝜕𝑌𝑧𝛽
𝜕𝛼

}︂
Γ𝛽

= 0;

𝜕𝛿𝑣

𝜕𝛼
= 0 или

{︂
𝑌𝑧𝛼 +

1

2
𝑌𝑧𝛽

}︂
Γ𝛼

= 0, {𝑌𝑧𝛽}Γ𝛽
= 0;

𝛿𝛾𝛼 = 0 или
{︂
𝑀𝛼𝛼 + 𝑌𝛼𝛽 +

1

2𝑅

𝜕𝐽𝑧𝛼
𝜕𝛽

}︂
Γ𝛼

= 0,

{︂
𝐻

𝑅
−
𝑌𝛽𝛽
2𝑅

− 1

2𝑅

𝜕𝐽𝑧𝛼
𝜕𝛼

− 1

2

𝜕𝐽𝑧𝛽
𝜕𝛽

+
𝑌𝑧𝑧
2𝑅

}︂
Γ𝛽

= 0;

𝜕𝛿𝛾𝛼
𝜕𝛽

= 0 или {𝐽𝑧𝛼}Γ𝛽
= 0;

𝜕𝛿𝛾𝛼
𝜕𝛽

= 0 или {𝐽𝑧𝛼}Γ𝛼
= 0, {𝐽𝑧𝛽}Γ𝛽

= 0;

𝛿𝛾𝛽 = 0 или
{︂
𝐻 −

𝑌𝛽𝛽
2

− 𝐽𝛽𝛽 − 𝑌𝑧𝑧
2

+
1

2

𝜕𝐽𝑧𝑧
𝜕𝛼

− 1

2𝑅

𝜕𝐽𝑧𝛽
𝜕𝛽

}︂
Γ𝛼

= 0,
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𝑀𝛽𝛽 − 𝑌𝛼𝛽 − 1

2

𝜕𝐽𝑧𝛽
𝜕𝛼

}︂
Γ𝛽

= 0; (10)

𝜕𝛿𝛾𝛽
𝜕𝛼

= 0 или {𝐽𝑧𝛼}Γ𝛼
= 0, {𝐽𝑧𝛽}Γ𝛽

= 0;
𝜕𝛿𝛾𝛽
𝜕𝛽

= 0 или {𝐽𝑧𝛽}Γ𝛽
= 0;

𝛿𝑤 = 0 или
{︂
−𝑁𝛼𝛼

𝜕𝑤

𝜕𝛼
− 2𝑇

𝑅

𝜕𝑤

𝜕𝛽
−𝑄𝑧𝛼 +

1

2𝑅

𝜕𝑌𝛼𝛼
𝜕𝛽

− 1

2𝑅

𝜕𝑌𝛽𝛽
𝜕𝛽

− 1

2

𝜕𝑌𝛼𝛽
𝜕𝛼

−
𝑌𝑧𝛽
2𝑅

}︂
Γ𝛼

= 0,{︂
−𝑁𝛽𝛽

𝜕𝑤

𝜕𝛼
− 2𝑇

𝜕𝑤

𝜕𝛼
−𝑄𝑧𝛼 +

1

2

𝜕𝑌𝛼𝛼
𝜕𝛼

− 1

2

𝜕𝑌𝛽𝛽
𝜕𝛼

− 1

2𝑅

𝜕𝑌𝛼𝛽
𝜕𝛽

− 𝑌𝑧𝛼
2𝑅

}︂
Γ𝛽

= 0;

𝜕𝛿𝑤

𝜕𝛼
= 0 или {𝑌𝛼𝛽}Γ𝛼

= 0, {−𝑌𝛼𝛼 + 𝑌𝛽𝛽}Γ𝛽
= 0;

𝜕𝛿𝑤

𝜕𝛽
= 0 или {−𝑌𝛼𝛼 + 𝑌𝛽𝛽}Γ𝛼

= 0, {𝑌𝛼𝛽}Γ𝛽
= 0.

Для построения математической модели колебаний ортотропных сетчатых микрополярных
цилиндрических оболочек в условиях температурных воздействий к уравнениям движения
присоединим стационарное трехмерное уравнение теплопроводности

𝜆𝛼

(︂
1

𝑅

𝜕Θ

𝜕𝛼
+
𝜕2Θ

𝜕𝛼2

)︂
+ 𝜆𝛽

1

𝑅2

𝜕2Θ

𝜕𝛽2
+ 𝜆𝑧

𝜕2Θ

𝜕𝑧2
= 0,

где 𝜆𝛼, 𝜆𝛽, 𝜆𝑧 — компоненты тензора коэффициентов теплопроводности.
К уравнению теплопроводности присоединим граничные условия первого рода

ΘΠ(𝛼, 𝛽, 𝑧) = 𝐹Π(𝛼, 𝛽, 𝑧).

3. Математическая модель колебаний сетчатой микрополярной оболочки
в условиях температурных воздействий

Рис. 2. Структура сетки цилиндриче-
ской оболочки

Fig. 2. Cylindrical shell mesh structure

Предположим, что рассматриваемая оболочка со-
стоит из 𝑛 семейств густо расположенных ребер 𝛿𝑗 ,
𝑎𝑗 , 𝜙𝑗 — расстояние между ребрами, ширина ребер,
угол между осью 𝛼 и осью ребер 𝑗-го семейства со-
ответственно (рис. 2). Опираясь на континуальную
модель Г. И. Пшеничного [28], заменим регулярную
систему ребер сплошным слоем.

Деформация оси какого-либо ребра равна дефор-
мации линии, совпадающей с осью этого стержня в
расчетной модели. Будем считать, что одна из главных
центральных осей поперечных сечений ребер оболоч-
ки совпадает с направлением нормали к срединной
поверхности оболочки. В таком случае напряжения,
возникающие в эквивалентной гладкой оболочке, свя-
занные с напряжениями в ребрах, составляющих уг-
лы 𝜙𝑗 с осью 𝛼, будут иметь вид (1), (2). Данные
соотношения получаются из условий равенства сил,
действующих на одинаковых площадках оболочки,
состоящей из системы ребер, и эквивалентной ей
гладкой оболочки:

{𝜎𝛼𝛼,𝑚𝛼𝛼} =
𝑛∑︁

𝑗=1

{𝜎𝑗 ,𝑚𝑗}𝛿𝑗 cos2 𝜙𝑗

𝑎𝑗
, {𝜎𝛽𝛽 ,𝑚𝛽𝛽} =

𝑛∑︁
𝑗=1

{𝜎𝑗 ,𝑚𝑗}𝛿𝑗 sin2 𝜙𝑗

𝑎𝑗
,
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{𝜎𝛼𝛽,𝑚𝛼𝛽} =

𝑛∑︁
𝑗=1

{𝜎𝑗 ,𝑚𝑗}𝛿𝑗 cos𝜙𝑗 sin𝜙𝑗

𝑎𝑗
, 𝑚𝑧𝑧 =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑚𝑗
𝑧𝛿𝑗
𝑎𝑗

,

{𝜎𝑧𝛼,𝑚𝑧𝛼} =

𝑛∑︁
𝑗=1

{𝜎𝑗𝑧,𝑚𝑗
𝑧}𝛿𝑗 cos𝜙𝑗

𝑎𝑗
, {𝜎𝑧𝛽 ,𝑚𝑧𝛽} =

𝑛∑︁
𝑗=1

{𝜎𝑗𝑧,𝑚𝑗
𝑧}𝛿𝑗 sin𝜙𝑗

𝑎𝑗
.

(11)

Дополнительные условия статической эквивалентности исходной сетчатой оболочки и
эквивалентной ей сплошной:

𝜎𝑗 = 𝜎𝛼𝛼 cos2 𝜙𝑗 + 𝜎𝛽𝛽 sin
2 𝜙𝑗 + 𝜎𝛼𝛽 cos𝜙𝑗 sin𝜙𝑗 , 𝜎𝑗

𝑧 = 𝜎𝑧𝛼 cos𝜙𝑗 + 𝜎𝑧𝛽 sin𝜙𝑗 ,

𝑚𝑗 = 𝑚𝛼𝛼 cos2 𝜙𝑗 +𝑚𝛽𝛽 sin
2 𝜙𝑗 +𝑚𝛼𝛽 cos𝜙𝑗 sin𝜙𝑗 ,𝑚

𝑗
𝑧 = 𝑚𝑧𝛼 cos𝜙𝑗 +𝑚𝑧𝛽 sin𝜙𝑗 +𝑚𝑧𝑧,

(12)

получим с помощью метода множителей Лагранжа из условия достижения функционалом
стационарного значения. При построении функционала используется выражение для потенци-
альной энергии деформации, выраженной через напряжения и моменты высших порядков.

Введем следующие обозначения:

𝐴𝑠𝑘 =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝛿𝑗 cos
𝑠 𝜙𝑗 sin

𝑘 𝜙𝑗

𝑎𝑗
𝑠, 𝑘 = ¯0, 4, 𝐶1 =

𝑎22
Δ0

, 𝐶2 = −𝑎12
Δ0

,

𝐶3 = −𝑎12
Δ0

, 𝐶4 =
1

𝑎45 + 𝑎44
, 𝐶5 =

1

𝑎67 + 𝑎66
, 𝐶6 =

1

𝑎89 + 𝑎99
,

𝐵1 =
𝑏11
(︀
𝑏11𝑏33 − 𝑏223

)︀
Δ

, 𝐵2 = −𝑏12 (𝑏12𝑏33 − 𝑏13𝑏23)

Δ
, 𝐵3 =

𝑏13 (𝑏12𝑏23 − 𝑏13𝑏22)

Δ
,

𝐵4 =
𝑏22
(︀
𝑏11𝑏33 − 𝑏213

)︀
Δ

, 𝐵5 = −𝑏23 (𝑏11𝑏22 − 𝑏13𝑏12)

Δ
, 𝐵6 = −

𝑏33
(︀
𝑏11𝑏22 − 𝑏212

)︀
Δ

,

𝐵7 =
1

𝑏45 + 𝑏44
, 𝐵8 =

1

𝑏67 + 𝑏66
, 𝐵9 =

1

𝑏89 + 𝑏99
.

Жесткость стержней на изгиб в плоскости, касательной к срединной поверхности оболоч-
ки, не учитывается, поэтому порядки систем дифференциальных уравнений, описывающих
поведение сетчатых и сплошных оболочек, совпадают. При этом совпадают и формулировки
граничных условий соответствующих краевых задач [28].

Учитывая обозначения и (3)–(9), (11), (12), можно записать выражения для классических
усилий и моментов, а также усилий, вызванных моментными напряжениями, для цилин-
дрической гладкой оболочки, эквивалентной исходной сетчатой (отметим, что в свойствах
гомогенизированной оболочки температурный фактор не учитывается):

𝑁 𝑠
𝛼𝛼 =

ℎ

2

[︃
2(𝐴22𝐶3 +𝐴40𝐶2)

𝑅

(︃
−𝑤 +

𝜕𝑣

𝜕𝛽
+

1

2𝑅

(︂
𝜕𝑤

𝜕𝛽

)︂2
)︃

+𝐴31𝐶4

(︂
1

𝑅

𝜕𝑢

𝜕𝛽
+
𝜕𝑣

𝜕𝛼
+

+
2

𝑅

𝜕𝑤

𝜕𝛼

𝜕𝑤

𝜕𝛽

)︂
+ (𝐴40𝐶1 +𝐴22𝐶2)

(︃
2
𝜕𝑢

𝜕𝛼
+

(︂
𝜕𝑤

𝜕𝛼

)︂2
)︃]︃

;

𝑀 𝑠
𝛼𝛼 =

ℎ3

24

[︂
𝐴31𝐶4

(︂
1

𝑅

𝜕𝛾𝛼
𝜕𝛽

+
𝜕𝛾𝛽
𝜕𝛼

)︂
+ 2(𝐴40𝐶2 +𝐴22𝐶3)

(︂
1

𝑅

𝜕𝛾𝛽
𝜕𝛽

− 𝜕𝛾𝛼
𝜕𝛼

)︂]︂
;

𝑁 𝑠
𝛽𝛽 = 𝑁 𝑠

𝛼𝛼; 𝑀 𝑠
𝛽𝛽 =𝑀 𝑠

𝛼𝛼 с заменой 𝐴40 → 𝐴22, 𝐴22 → 𝐴04, 𝐴31 → 𝐴13;

𝑇 𝑠 = 𝑁 𝑠
𝛼𝛼; 𝐻𝑠 =𝑀 𝑠

𝛼𝛼 с заменой 𝐴40 → 𝐴31, 𝐴22 → 𝐴13, 𝐴31 → 𝐴22;

𝑄𝑠
𝑧𝛼 =

ℎ𝑘𝑠
2

[︂
𝐴20𝐶5

(︂
𝛾𝛼 +

𝜕𝑤

𝜕𝛼

)︂
+𝐴11𝐶6

(︂
𝛾𝛽 − 𝑣

2𝑅
+

1

𝑅

𝜕𝑤

𝜕𝛽

)︂]︂
, 𝑄𝑠

𝑧𝛽 = 𝑄𝑠
𝑧𝛼

с заменой 𝐴20 → 𝐴11, 𝐴11 → 𝐴02;
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𝑌 𝑠
𝛼𝛼 =

ℎ

4

[︂
2(𝐴40(𝐵2 −𝐵3) +𝐴22(𝐵4 −𝐵5))

𝑅

𝜕𝛾𝛼
𝜕𝛽

+ 2𝐴40(𝐵3 −𝐵1)
𝜕𝛾𝛽
𝜕𝛼

+

+2𝐴22(𝐵5 −𝐵2)
𝜕𝛾𝛽
𝜕𝛼

+𝐴31𝐵7

(︂
− 1

𝑅

𝜕𝛾𝛽
𝜕𝛽

− 1

𝑅2

𝜕𝑣

𝜕𝛽
+
𝜕𝛾𝛼
𝜕𝛼

+
1

𝑅2

𝜕2𝑤

𝜕𝛽2
− 𝜕2𝑤

𝜕𝛼2

)︂
−

−2(𝐴40(𝐵1 −𝐵2) +𝐴22(𝐵2 −𝐵4))

𝑅

𝜕𝑣

𝜕𝛼
+

2 (𝐴40(𝐵2 −𝐵3) +𝐴22(𝐵4 −𝐵5))

𝑅2

𝜕𝑢

𝜕𝛽
+

+
2(𝐴40(𝐵1 −𝐵2) +𝐴22(𝐵2 −𝐵4))

𝑅

𝜕2𝑤

𝜕𝛽𝜕𝛼

]︂
;

𝑌 𝑠
𝛽𝛽 = 𝑌 𝑠

𝛼𝛼, с заменой 𝐴40 → 𝐴22, 𝐴22 → 𝐴04, 𝐴31 → 𝐴13;

𝑌 𝑠
𝛼𝛽 = 𝑌 𝑠

𝛼𝛼, с заменой 𝐴40 → 𝐴31, 𝐴22 → 𝐴13, 𝐴31 → 𝐴22;

𝑌 𝑠
𝑧𝛼 =

ℎ

4

[︂
𝐴11𝐵9

𝑅

(︂
−𝛾𝛼 − 1

𝑅

𝜕2𝑢

𝜕𝛽2
+

𝜕2𝑣

𝜕𝛼𝜕𝛽
+
𝜕𝑤

𝜕𝛼

)︂
+

2𝐴10(𝐵3)−𝐵5

𝑅

𝜕2𝑤

𝜕𝛼𝜕𝛽
+

+
2𝐴10(𝐵5 −𝐵6)

𝑅

(︂
𝜕𝛾𝛼
𝜕𝛽

− 1

𝑅

𝜕𝑢

𝜕𝛽

)︂
+ 2𝐴10(𝐵3 −𝐵6)

𝜕𝛾𝛽
𝜕𝛼

+
2𝐴10(𝐵3) +𝐵5

𝑅

𝜕𝑣

𝜕𝛽
+

+𝐴20𝐵8

(︂
𝜕2𝑣

𝜕𝛼2
− 1

𝑅2

𝜕𝑤

𝜕𝛽
−
𝛾𝛽
𝑅

+
𝑣

𝑅2
− 1

𝑅

𝜕2𝑢

𝜕𝛼𝜕𝛽

)︂]︂
;

𝑌 𝑠
𝑧𝛽 = 𝑌 𝑠

𝑧𝛼 с заменой 𝐴11 → 𝐴02, 𝐴02 → 𝐴11, 𝐴10 → 𝐴01;

𝑌 𝑠
𝑧𝑧 = 𝑌 𝑠

𝑧𝛼 с заменой 𝐴11 → 𝐴01, 𝐴02 → 𝐴10, 𝐴10 → 𝐴00;

𝐽𝑠
𝛽𝛽 =

ℎ3(𝐴22𝐵2 +𝐴04𝐵4)

24𝑅

𝜕𝛾𝛽
𝜕𝛼

;

𝐽𝑠
𝑧𝛼 =

ℎ3

48

[︂
−𝐴11𝐵9

𝑅

(︂
1

𝑅

𝜕2𝛾𝛼
𝜕𝛽2

−
𝜕2𝛾𝛽
𝜕𝛼𝜕𝛽

)︂
− 𝐴20𝐵8

𝑅

(︂
𝜕2𝛾𝛼
𝜕𝛼𝜕𝛽

−
𝜕2𝛾𝛽
𝜕𝛼2

)︂
+

2𝐴10𝐵5

𝑅

𝜕𝛾𝛽
𝜕𝛼

]︂
;

𝐽𝑠
𝑧𝛽 = 𝐽𝑠

𝑧𝛼 с заменой 𝐴11 → 𝐴02, 𝐴20 → 𝐴11, 𝐴10 → 𝐴01.

Подставляя полученные выражения в уравнения движения элемента гладкой оболочки,
получим разрешающую систему уравнений движения микрополярной ортотропной цилин-
дрической оболочки модели С. П. Тимошенко, эквивалентной исходной сетчатой оболочке, с
учетом температурных воздействий в перемещениях.

4. Численный эксперимент

Методом установления [29] исследуется поведение цилиндрической микрополярной оболоч-
ки, состоящей из двух семейств взаимоперпендикулярных ребер под действием статической
нормальной распределенной нагрузки в стационарном температурном поле. Торцы оболоч-
ки считаем шарнирно опертыми. Граничные условия на основании обобщенных граничных
условий (10) в таком случае будут иметь вид

𝑁𝛼𝛼 +
1

2𝑅

𝜕𝑌𝑧𝛼
𝜕𝛽

= 0; 𝑀𝛼𝛼 + 𝑌𝛼𝛽 +
1

2𝑅

𝜕𝐽𝑧𝛼
𝜕𝛽

= 0; 𝑌𝛼𝑧 = 𝑌𝛼𝛽
= 𝐽𝛼𝑧 = 0;

𝜕𝑢(𝛼, 𝛽)

𝜕𝛼
=
𝜕𝑣(𝛼, 𝛽)

𝜕𝛽
=
𝜕𝑤(𝛼, 𝛽)

𝜕𝛽
=
𝜕𝛾𝛼(𝛼, 𝛽)

𝜕𝛼
=
𝜕𝛾𝛽(𝛼, 𝛽)

𝜕𝛽
= 0;

𝑣(𝛼, 𝛽) = 𝑤(𝛼, 𝛽) = 𝛾𝛽(𝛼, 𝛽) = 0 при 𝛼 = 0, 𝛼 = 𝑏.

Рассматриваются нулевые начальные условия.
Температурное поле находится из стационарного уравнения теплопроводности с гранич-

ными условиями первого рода. Далее находятся температурные усилия и моменты, которые
подставляются в качестве нагрузки в систему уравнений движения элемента оболочки. Диф-
ференциальная задача в частных производных, описывающая движение элемента оболочки,
сводится к задаче Коши методом Бубнова –Галеркина в высших приближениях.
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Для удовлетворения граничных условий компоненты вектора перемещений и углы поворота
выбираются в следующем виде:

𝑢(𝛼, 𝛽) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑚∑︁
𝑗=1

𝐴𝑖𝑗 cos

(︂
𝑖𝜋𝛼

𝑏

)︂
sin

(︂
𝑗𝛽

2

)︂
, 𝑣(𝛼, 𝛽) =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑚∑︁
𝑗=1

𝐵𝑖𝑗 sin

(︂
𝑖𝜋𝛼

𝑏

)︂
cos

(︂
𝑗𝛽

2

)︂
;

𝑤(𝛼, 𝛽) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑚∑︁
𝑗=1

𝐶𝑖𝑗 sin

(︂
𝑖𝜋𝛼

𝑏

)︂
sin

(︂
𝑗𝛽

2

)︂
, 𝛾𝛼(𝛼, 𝛽) =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑚∑︁
𝑗=1

𝐷𝑖𝑗 cos

(︂
𝑖𝜋𝛼

𝑏

)︂
sin

(︂
𝑗𝛽

2

)︂
;

𝛾𝛽(𝛼, 𝛽) =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑚∑︁
𝑗=1

𝐾𝑖𝑗 sin

(︂
𝑖𝜋𝛼

𝑏

)︂
cos

(︂
𝑗𝛽

2

)︂
. (13)

Следуя процедуре метода установления, было выбрано значение коэффициента диссипации
𝜖 = 0, 5. Далее для ряда значений параметра нормальной постоянной во времени нагрузки
𝑞𝑖 была получена последовательность прогибов 𝑤𝑖 для выбранной точки оболочки ( 𝑏2 , 𝜋) при
соответствующих значениях температуры. На основе этих данных строились зависимости
𝑤(𝑞).

Параметры численного эксперимента: ℎ = 0.002 мкм, 𝑅 = 0.02 мкм, 𝑏 = 1 мкм,
𝛿1 = 𝛿2 = 0.002 мкм, 𝑎1 = 𝑎2 = 0.002 мкм, 𝜙1 = 45𝑜, 𝜙1 = 135𝑜, 𝜈 = 0.36, 𝐸 = 1 ТПа
(материал оболочки — графен).

Сходимость решения, полученного по методу Бубнова –Галеркина, приведена в таблице.

Сходимость решения (𝑙 = 0.002 мкм, 𝑞 = 0.2 Па, без учета температуры
в точке

(︀
𝑏
2 , 𝜋
)︀
)

Table. Convergence of the solution (𝑙 = 0.002 mkm, 𝑞 = 0.2 Pa, excluding
temperature at point

(︀
𝑏
2 , 𝜋
)︀
)

𝑛 = 𝑚 1 3 5 7

𝑤( 𝑏2 , 𝜋), мкм 0.001309800 0.000405923 0.000449531 0.000436341

𝑛 = 𝑚 9 11 13 15

𝑤( 𝑏2 , 𝜋), мкм 0.000437318 0.000435868 0.000436013 0.000435907

Для получения численных результатов в представлениях функций (13) брались 𝑛 = 𝑚 = 11.
Следует отметить, что результаты, полученные на основании гипотез Кирхгофа–Лява

и С. П. Тимошенко, при 𝑙 = 0.002 мкм и значениях нагрузки 𝑞 ∈ [2; 5] Па отличаются на
3%. В данном диапазоне нагрузок прогиб оболочки в точке ( 𝑏2 , 𝜋) равен примерно толщине
оболочки.

Результаты численного эксперимента показывают, что учет моментных напряжений вносит
существенный вклад в результаты расчета прогибов оболочки. С ростом дополнительного
независимого параметра 𝑙, связанного с учетом в математической модели микрополярной
теории, растет изгибная жесткость оболочки (рис. 3). Графики получены при температу-
ре Θ = 293𝐾, параметр 𝑙 ∈ 0, 0.003, 0.005 мкм, значение нагрузки менялось в диапазоне
𝑞 ∈ [0, 1] Па.

На рис. 4 приведены эпюры прогиба углеродной нанотрубки 𝑤(𝛼, 𝜋) при 𝑞 = 1 Па,
𝑙 = 0.002 мкм, без учета тепловых расширений и с двумя вариантами равномерного нагрева
Θ = 400𝐾, Θ = 600𝐾 (𝛼𝑇 = 0.000004𝐾−1). Коэффициент теплового расширения графена
(𝛼𝑇 ) в диапазоне температур Θ ∈ [400, 1300] имеет значение 𝛼𝑇 = 0.000004𝐾−1 [30]. На
графиках видно, что нагрев увеличивает прогиб оболочки. Так, при Θ = 600𝐾 прогиб
превышает две толщины оболочки.
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Рис. 3. График 𝑤(𝑞) в зависимости от значения 𝑙
(цвет онлайн)

Fig. 3. Graph of 𝑤(𝑞) depending on the value of 𝑙
(color online)

Без учета температуры

Рис. 4. График 𝑤(𝛼, 𝜋) в зависимости от темпе-
ратуры (цвет онлайн)

Fig. 4. Graph of 𝑤(𝛼, 𝜋) depending on temperature
(color online)

Заключение

В работе построена математическая модель колебаний ортотропных сетчатых цилиндриче-
ских оболочек с учетом сдвига, под действием температурных, статических и вибрационных
нагрузок. Модель дает возможность исследовать оболочки с различной геометрией сетки, что
может быть полезным при проектировании конструкционных элементов НЭМС и МЭМС. На
основании полученной модели проведен анализ статики изотропной углеродной нанотрубки
вследствие температурных воздействий и стационарной нагрузки.
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