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Аннотация. Одним из актуальных и широко распространенных в настоящее время методов нераз-

рушающих испытаний для контроля и определения упругих свойств материалов является наноин-

дентирование. При этом для интерпретации результатов испытаний возникает нетривиальная задача

построения адекватной математической модели процесса индентирования. Как правило, во многих

случаях используются аналитические формулы, полученные при упругой линейной постановке задач о

внедрении недеформируемого штампа в однородное упругое полупространство. В настоящее время

численная постановка задачи позволяет получить и использовать численное решение, полученное с

учетом полного пластического нелинейного поведения материала. В данной работе проведено исследо-

вание контактных задач о внедрении сферического и конического инденторов в упругопластическое

однородное полупространство. Для верификации численного решения также решена задача о внед-

рении сферического и конического инденторов в упругое однородное полупространство, проведено

сравнение с известными аналитическими решениями. Исследуются вопросы сходимости и настройки

численных методов, влияния пластичности и применимости аналитических решений. Численно задачи

решаются методом конечных элементов в программном комплексе Ansys Mechanical.
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Abstract. One of the current and widely used non-destructive testing methods for monitoring and

determining the elastic properties of materials is nanoindentation. In this case, to interpret the test results,

a non-trivial task arises of constructing an adequate mathematical model of the indentation process. As

a rule, in many cases, analytical formulas are used that are obtained from an elastic linear formulation

of problems about the introduction of a non-deformable stamp into a homogeneous elastic half-space.

Currently, the numerical formulation of the problem makes it possible to obtain and use a numerical

solution obtained taking into account the complete plastic nonlinear behavior of the material. In this work,

a study of contact problems on the introduction of a spherical and conical indenter into an elastoplastic

homogeneous half-space was carried out. To verify the numerical solution, the problem of introducing

a spherical and conical indenter into an elastic homogeneous half-space was also solved and compared

with known analytical solutions. Issues of convergence and tuning of numerical methods, the influence of

plasticity and the applicability of analytical solutions are explored. Problems are solved numerically using

the finite element method in the Ansys Mechanical software package.
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Введение

Наноиндентирование применяется для неразрушающего испытания материалов и получе-
ния механических характеристик [1,2]: твердости, упругих свойств объемных материалов и
покрытий и др. Суть метода заключается во вдавливании в поверхность испытуемого образца
более жесткого штампа (как правило, алмаз либо твердые сплавы) и получения кривых
зависимостей силы и отпечатка от глубины вдавливания в нанометровой шкале.

Упругие свойства объектных материалов и покрытий определяются из анализа кривой сила-
осадка на стадии разгрузки. В основе методов Филда–Свейна (сферический индентор) [3]
и Оливера –Фарра (индентор Берковича) [4] и лежат решения контактных задач теории
упругости для сферического и параболического штампов [5, 6]. Фундаментальные основы
контактного взаимодействия были заложены в работах [1, 6, 7], получены аналитические
зависимости для вертикальной силы, смещения, радиуса контакта и давления в зоне контакта
для конического и сферического инденторов. При этом в основу теории закладывались
гипотезы о малых деформациях и упругом поведении материала.

В работах [6–10] рассмотрены задачи о вдавливании сферического и конического ин-
денторов в упругое полупространство с покрытием, асимптотическим методом получены
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аналитические прикладные решения. В [11–13] исследуются непрерывные и разрывные
контактные задачи для функционально-градиентного материала.

В работах [14–20] построены приближенные аналитические решения осесимметричных
контактных задач о вдавливании сферического, конического и цилиндрического штампов в
упругое полупространство с функционально-градиентным покрытием. Изучена возможность
применения разработанных моделей индентирования тел с покрытиями для интерпретации
наноиндентирования тонких покрытий [21].

Используемая в представленных работах гипотеза о малых перемещениях индентора
накладывает серьезные ограничения на применение аналитических прикладных формул,
поскольку даже небольшое смещение индентора (менее 1%) вызывает развитие пластических
деформаций. Сила вдавливания и область контакта при этом значительно отличаются от
аналитических результатов [22].

1. Постановка задачи

В данной работе рассматриваются задачи о внедрении сферического и конического
штампов в упругопластическое полупространство в статической осесимметричной постановке.
Для реализации пластической деформации используется модель билинейного материала с
модулем упругости (модулем Юнга) и касательным модулем упругости (табл. 1). Индентор
выполнен из упругого алмаза. Полупространство выполнено из алюминия.

Таблица 1 / Table 1

Физические свойства материалов / Physical properties of materials

Материал Модуль Юнга, ГПа Предел текучести, ГПа Касательный модуль, ГПа

Алмаз 1000 – –

Алюминий 70 0.28 0.5

Задача решается численно в конечно-элементной постановке в программном комплексе
Ansys. Для верификации численных расчетов и сравнения с аналитическими результатами
дополнительно проведены расчеты о внедрении жестких штампом в упругое пространство из
алюминия. Геометрические параметры задачи указаны в табл. 2.

Таблица 2 / Table 2

Геометрические параметры задачи
Geometric parameters of the problem

Параметр Значения

Линейный размер полупространства, мм 1.0

Радиус сферы, мм 0.1

Угол раствора конуса, ◦ 120

Глубина внедрения индентора, мм 0.1

Контактные задачи относятся к
нелинейным задачам из-за изменяюще-
гося статуса контакта и матрицы жест-
кости и требуют особого внимания к
точности и сходимости решения. Ниже
приведены настройки численных мето-
дов, используемых в пакете конечно-
элементного анализа Ansys и приме-
ненных в данном расчете.

Для реализации контактной зада-
чи используется контактный алгоритм
«расширенный метод Лагранжа» («Augmented Lagrange»). Это модифицированный контактный
алгоритм распространенного метода «Pure Penalty» («метод штрафных функций»), отличаю-
щийся наличием добавочного члена λ в выражении контактной силы:

Fn = kn · xp + λ,

где Fn —нормальная (контактная) сила, kn—контактная жесткость, xp — глубина проникно-
вения. Контактная жесткость kn, как правило, оказывает важнейшее влияние на точность
и сходимость. Большое значение жесткости обеспечивает высокую точность, но ухудшает
сходимость и наоборот. Использование же добавочного члена λ позволяет снизить чувстви-
тельность алгоритма к контактной жесткости kn и получать приемлемые результаты при
значении kn = 1, но и требует большего количества итераций.
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Для «распознавания» контактов используется «метод точек Гаусса» («Gauss point detection»),

при котором на ребра элементов добавляются дополнительные точки. Для улучшения сходи-

мости можно использовать распознавание «Normal from Contact» или «Normal to Target» с

увеличением количества вычислений.

Отдельно нужно сказать о форме и размерности элементов конечно-элементной сетки. В

данной задаче для построения конечно-элементной сетки используется 8-узловой элемент

PLANE183— элемент высокого порядка с промежуточными узлами. В области контактов

проведено сгущение сеток. Размерности сеток для полупространства представлены в табл. 3,

для инденторов применяется более крупная сетка. При этом отсчетными параметрами,

Таблица 3 / Table 3

Размерность конечно-элементной сетки, мм
Dimension of the finite element mesh, mm

Параметр Значения

Размер сетки в зоне контакта 0.01

Размер сетки вне зоны контакта 0.02

относительно которых должны задаваться раз-

мерность сетки и линейные размеры полупро-

странства, являются зона контакта (глубина

внедрения) и толщина покрытия.

Так, используемое разбиение, например, в

упругой задаче обеспечивает около 30 элемен-

тов в зоне контакта для сферического инден-

тора, а для конуса— всего 10 элементов, что

обусловлено следующим фактом.

Для задачи внедрения сферического штампа измельчение сетки, очевидно, будет вести

к получению более точных результатов, задача будет сходиться. Для задачи внедрения

конуса настройка сетки оказывается гораздо сложнее, поскольку в центре конуса образуется

сингулярность. Другими словами, измельчение сетки в центре конуса будет приводить к

прямому росту напряжения и расхождению задачи. Также для задачи с конусом достаточно

важным является форма элементов в центре контакта—форма и размерность элементов

должны обеспечить большую деформацию и не допускать «схлопывания» ячеек. Одним из

способов борьбы с численной сингулярностью является создание закругления на острие

конуса либо использование моделей пластичности.

Для контактных поверхностей используются элементы типа CONTA172 и TARGE169 с

автоматическим распознаванием и ограничением зоны контакта. Причем, поскольку у нас

жесткость индентора в несколько раз больше жесткостей покрытия и подложки, то элементы

TARGE169 необходимо накладывать именно на индентор.

Ansys также позволяет учитывать геометрическую нелинейность при больших деформаци-

ях, включив в расчет нелинейный тензор деформации ε(x, y, z) относительно производных

перемещений u′(x, y, z) («Large deflection»):

εij =
1

2

(

∂ui

∂xj
+

∂uj

∂xi
+

∂ui

∂xj
·

∂uj

∂xi

)

.

Таким образом, в отличие от аналитических теорий, где учитывается только контактная

нелинейность при гипотезе малых деформаций, численно мы можем реализовать все три типа

нелинейности: контактную, геометрическую (большие деформации) и физическую (пластику).

2. Численные результаты

К штампам прикладывалось вертикальное перемещение 0.1 мм, отыскивались сила, поля
деформаций и напряжений. Точность итерационного алгоритма задавалась по силе 1 · 10−4Н,
по деформациям −1 · 10−5 мм.
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Аналитические результаты для сравнения брались из известных формул для внедрения
жестких штампов [1,5–7]:

as = (Rd)1/2, ac =
2d

πtg(ϕ)
, Fs =

4

3
E∗R1/2d3/2, Fc =

2

π
E

d2

tg (ϕ)
, E∗ =

E

1− ν2
,

ps = p0

(

1−
r2

a2

)1/2

, p0 =
2

π
E∗
(

d

R

)1/2

, pc =
Ed

(1− ν2)πa
ln

(

a

r
−

(

(a

r

)2

− 1

)1/2
)

.

Для учета жесткости алмазного сферического индентора в этих выражениях для эффективной
жесткости E∗ можно использовать формулу

1

E∗
=

1− ν2
1

E1

+
1− ν2

2

E2

.

Здесь a—радиус контакта, d— глубина внедрения штампа, ϕ—угол между горизонтальной
и боковой плоскостью конуса, r— вертикальная координата, E1, E2 и ν1, ν2 —модули Юнга и
коэффициенты Пуассона индентора и полупространства соответственно, F —вертикальная
сила, p—давление в области контакта. Индексы s и здесь, и ниже на графиках указывают
на принадлежность к сфере и конусу соответственно.

На рис. 1–8 приведены результаты внедрения сферического и конического штампов в
упругое полупространство из алюминия.

Рис. 1. Вертикальная сила от смещения
для сферического индентора, мм (цвет онлайн)

Fig. 1. Vertical force from displacement
for a spherical indenter, mm (color online)

Рис. 2. Радиус контакта от смещения для сфе-
рического индентора, мм (цвет онлайн)

Fig. 2. Contact radius versus displacement
for a spherical indenter, mm (color online)

Рис. 3. Контактное давление в зоне контак-
та при смещении 0.1 мм для сферического

индентора, мм (цвет онлайн)

Fig. 3. Contact pressure in the contact zone
for a displacement of 0.1 mm for a spherical

indenter, mm (color online)

Рис. 4. Деформация в зоне контакта (от-
печаток) для сферического индентора, мм

(цвет онлайн)

Fig. 4. Deformation in the contact zone (imprint)
for a spherical indenter, mm (color online)
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Рис. 5. Вертикальная сила от смещения для ко-
нического индентора, мм (цвет онлайн)

Fig. 5. Vertical force from displacement
for a conical indenter, mm (color online)

Рис. 6. Радиус контакта от смещения для ко-
нического индентора, мм (цвет онлайн)

Fig. 6. Contact radius versus offset for conical
indenter, mm (color online)

Рис. 7. Контактное давление в зоне контакта
при смещении 0.1 мм для конического инден-

тора, мм (цвет онлайн)

Fig. 7. Contact pressure in the contact zone
for a displacement of 0.1 mm for a conical

indenter, mm (color online)

Рис. 8. Деформация в зоне контакта (от-
печаток) для конического индентора, мм

(цвет онлайн)

Fig. 8. Deformation in the contact zone (imprint)
for a conical indenter, mm (color online)

На рис. 9, 10 приведены поля деформаций для сферического и конического инденторов
для упругой и упругопластической моделей, рассчитанных в Ansys.

а / a б / b
Рис. 9. Поле деформации в зоне контакта для сферического индентора, мм: а —упругая

модель; б—упругопластическая модель (цвет онлайн)

Fig. 9. Deformation field in the contact zone for a spherical indenter, mm: a is elastic model;
b is elastoplastic model (color online)
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а / a б / b
Рис. 10. Поле деформации в зоне контакта для конического индентора, мм: а —упругая модель;

б—упругопластическая модель (цвет онлайн)
Fig. 10. Deformation field in the contact zone for a conical indenter, mm: a is elastic model;

b is elastoplastic model (color online)

Выводы

Для упругой задачи численный метод показал практически совпадение с аналитическими
результатами. Погрешность возрастала с увеличением деформации и для максимальных
значений составила около 2% для вертикальной силы.

Стоит отметить, что данные нагрузки для упругой задачи существенно превышают
допустимые по пределу текучести и были рассмотрены как модельные задачи для сравнения
моделей. В пределах упругих деформаций погрешность численных результатов составила
менее 0.1%.

При решении упругопластической задачи численно мы видим линейную зону разгрузки,
которая используется для нахождения модуля Юнга при методах неразрушающего контроля
(наноиндентирования).

Зона контакта для упругой модели и упругопластической модели существенно отличается.
При пластичности материал «выдавливается» из-под инденторов и существенно увеличивает
зону контакта. Для сферического индентора при максимальном смещении отличие по радиусу
контакта составило около 30%, для конического— 45%.

В целом использование упругой модели может служить модельной задачей для верифи-
кации и калибровки численных методов. Однако при больших деформациях рекомендуется
применять упругопластическую модель деформирования, а также модель нелинейного тензора
деформации (модель больших деформаций).

Данные исследования могут быть применены для оценки точности и анализа моделей, ис-
пользуемых при идентификации свойств градиентных, многослойных материалов и материалов
с покрытиями.
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