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Аннотация. В работе исследуется механическая система, состоящая из трубопровода с камерой
сгорания авиационного двигателя на одном конце и с датчиком, предназначенным для измерения
давления в камере сгорания, на другом конце. Чувствительным элементом датчика, передающим
информацию о давлении, является упругая пластина. Предложена математическая модель системы
измерения давления с учетом передачи теплового потока по трубопроводу с рабочей средой (газом или
жидкостью) от двигателя к упругому элементу. Для описания колебаний чувствительного элемента
датчика рассмотрена линейная модель твердого деформируемого тела, учитывающая распределение
температуры по толщине упругого элемента. С помощью метода малого параметра получена связан-
ная система асимптотических дифференциальных уравнений в частных производных, описывающая
совместную динамику газожидкостной среды в трубопроводе и упругого чувствительного элемента
датчика давления. Исследовались случаи шарнирного и жесткого закрепления концов чувствительного
элемента. На основе метода Бубнова –Галёркина задача сведена к исследованию связанной системы
обыкновенных дифференциальных уравнений. С помощью системы компьютерной алгебры Mathematica
12.0 произведены численные эксперименты для конкретных параметров механической системы.
Ключевые слова: аэрогидроупругость, трубопровод, упругий элемент, датчик давления, дифференци-
альные уравнения, метод Бубнова –Галёркина
Благодарности: Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (проект
№ 23-21-00517).
Для цитирования: Вельмисов П. А., Анкилов А. В., Покладова Ю. В. Исследование математической
модели системы измерения давления в авиационных двигателях // Известия Саратовского универ-
ситета. Новая серия. Серия: Математика. Механика. Информатика. 2024. Т. 24, вып. 4. С. 567–577.
https://doi.org/10.18500/1816-9791-2024-24-4-567-577, EDN: TTEUAH
Статья опубликована на условиях лицензии Creative Commons Attribution 4.0 International (CC-BY 4.0)

Article
Investigation of mathematical model of pressure measurement system

in aircraft engines

P. A. Velmisov , A. V. Ankilov, Yu. V. Pokladova

Ulyanovsk State Technical University, 32 Severny Venets St., Ulyanovsk 432027, Russia

Petr A. Velmisov, velmisov@ulstu.ru, https://orcid.org/0000-0001-7825-7015, AuthorID: 7922

Andrey V. Ankilov, ankil@ulstu.ru, https://orcid.org/0000-0002-5946-8535, AuthorID: 16512

c○ Вельмисов П. А., Анкилов А. В., Покладова Ю. В., 2024

https://mmi.sgu.ru
https://elibrary.ru/TTEUAH
https://orcid.org/0000-0001-7825-7015
https://elibrary.ru/author_profile.asp?id=7922
https://orcid.org/0000-0002-5946-8535
https://elibrary.ru/author_profile.asp?id=16512
https://orcid.org/0000-0002-9876-4038
https://elibrary.ru/author_profile.asp?id=606694
https://elibrary.ru/TTEUAH
https://orcid.org/0000-0001-7825-7015
https://elibrary.ru/author_profile.asp?id=7922
https://orcid.org/0000-0002-5946-8535
https://elibrary.ru/author_profile.asp?id=16512


Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер.: Математика. Механика. Информатика. 2024. Т. 24, вып. 4

Yuliya V. Pokladova, pokladovau@inbox.ru, https://orcid.org/0000-0002-9876-4038, AuthorID: 606694

Abstract. A mechanical system consisting of a pipeline connected at one end to the combustion chamber
of an aircraft engine, and with a sensor designed to measure the pressure in the combustion chamber at
the other end is investigated in the work. The sensitive element of the sensor, which transmits information
about pressure, is an elastic plate. A mathematical model of a pressure measurement system, taking into
account the transfer of heat flow through a pipeline with a working medium (gas or liquid) from the engine
to the elastic element, is proposed. To describe the vibrations of the sensitive element of the sensor, a
linear model of a solid deformable body is considered, taking into account the temperature distribution over
the thickness of the elastic element. Using the small parameter method, a coupled system of asymptotic
partial differential equations was obtained that describes the joint dynamics of the gas-liquid medium
in the pipeline and the elastic sensitive element of the pressure sensor. The cases of hinged and rigid
fastening of the ends of the sensing element were studied. Based on the Bubnov–Galerkin method, the
problem is reduced to the study of a coupled system of ordinary differential equations. Using the computer
algebra system Mathematica 12.0, numerical experiments were carried out for specific parameters of the
mechanical system.
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Введение

При проектировании приборов, взаимодействующих с газожидкостной средой, особое
значение имеет анализ динамики и устойчивости их деформируемых элементов [1–15]. При
конструировании датчиков давления рабочих сред необходимо учитывать, что тепловое и
аэрогидродинамическое воздействия могут повышать амплитуду и частоту колебаний упругих
элементов до критических значений, не позволяющих обеспечивать необходимую точность
их работы. Практическим и теоретическим вопросам проектирования датчиков давления
газожидкостных сред посвящено много научных работ, в частности, отметим [11–14,16–21].
Научные исследования [11–17, 20, 21] посвящены описанию принципов работы датчиков
давления и определению их технических характеристик. В [11,12,18] приводятся основные
принципы проектирования датчиков давления.

Агрессивное воздействие на чувствительный элемент датчика давления высоких тем-
ператур и повышенных уровней виброускорений, проявляющихся при некоторых режимах
работы двигателя, является основной проблемой при проектировании, конструировании и
эксплуатации датчиков давления газожидкостных сред в авиационных и ракетных двигателях.
Такие эксплуатационные условия ведут к завышенной погрешности измерений и к прежде-
временному разрушению упругого чувствительного элемента датчика. Одним из основных
направлений решения этой проблемы является оптимальное проектирование механической
системы «трубопровод – датчик давления». При проектировании датчик с помощью трубо-
провода отводится на расстояние от камеры сгорания двигателя, что позволяет ослабить
агрессивное воздействие на него температур и виброускорений. Такие математические модели,
в которых датчик расположен на конце отводного трубопровода, исследовались в работах
авторов [6–9].
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1. Постановка задачи

Исследуется математическая модель системы, состоящей из трубопровода и датчика
давления и учитывающей, в отличие от [8], передачу теплового потока по трубопроводу с
газожидкостной средой от авиационного двигателя к датчику, измеряющему давление этой
среды. Поле скоростей газожидкостной среды в трубопроводе считается плоским (рис. 1).
На конце трубопровода, закрепленном на выходе из камеры сгорания двигателя, задан
закон изменения давления рабочей среды. На другом конце трубопровода закреплен датчик,
предназначенный для измерения этого давления. Чувствительным элементом датчика является
упругая пластина.

Рис. 1. Трубопровод, соединяющий двигатель с датчиком давления
Fig. 1. Pipe, connecting the engine to the pressure sensor

На рис. 1 введены следующие обозначения: 𝑙, 𝐻 — длина и ширина трубопровода соответ-
ственно; ℎ— толщина упругого чувствительного элемента; 𝑇1(𝑥, 𝑡)— функция, описывающая
закон изменения температуры газожидкостной среды внутри трубопровода; 𝑇0 — постоянная
температура окружающей трубопровод среды (𝑇0 = const); 𝑇*(𝑡)— функция, описывающая за-
кон изменения температуры на выходе из камеры сгорания двигателя (на входе в трубопровод);
1 — камера сгорания двигателя; 2 — трубопровод; 3 — датчик давления; 4 — газожидкостная
среда в трубопроводе; 5 — чувствительный элемент датчика (упругая пластина).

Введем обозначения: Φ(𝑥, 𝑦, 𝑡)— потенциал скорости газожидкостной среды; 𝑃 (𝑥, 𝑦, 𝑡)—
функция, описывающая давление в этой среде; 𝑤(𝑦, 𝑡)— функция, описывающая деформацию
чувствительного элемента датчика; 𝑇2(𝑥, 𝑡)— закон изменения температуры по толщине
элемента; 𝐹 (𝑦, 𝑡)— закон изменения давления рабочей среды на выходе из камеры сгорания
(на входе в трубопровод). Уравнение 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 0 описывает поверхность элемента. Тогда в
модели несжимаемой среды математическая постановка задачи примет вид

Φ𝑥𝑥 +Φ𝑦𝑦 = 0, 𝑥 ∈ (−𝑙, 0), 𝑦 ∈ (0, 𝐻), (1)

Φ𝑥𝑔𝑥 +Φ𝑦𝑔𝑦 = −𝑔𝑡, 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 0, 𝑦 ∈ (0, 𝐻), (2)

𝑚𝑤̈ +𝐷𝑤′′′′ +𝑁(𝑡)𝑤′′ + 𝛾𝑤 = 𝑃 − 𝑃 , 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 0, 𝑦 ∈ (0, 𝐻), (3)

𝑃 = 𝑃0 − 𝜌

(︂
Φ𝑡 +

1

2
Φ2
𝑥 +

1

2
Φ2
𝑦

)︂
, 𝑥 ∈ (−𝑙, 0), 𝑦 ∈ (0, 𝐻), (4)

𝑃 (−𝑙, 𝑦, 𝑡) = 𝐹 (𝑦, 𝑡), 𝑦 ∈ (0, 𝐻), (5)

𝜌𝑐1𝑇1𝑡 = 𝑘1𝑇1𝑥𝑥 − 𝛽1 (𝑇1 − 𝑇0) , 𝑥 ∈ (−𝑙, 0), (6)

𝑇1(−𝑙, 𝑡) = 𝑇*(𝑡), (7)

𝑇1𝑥(0, 𝑡) = 0, (8)

𝜌0𝑐2𝑇2𝑡 = 𝑘2𝑇2𝑥𝑥, 𝑥 ∈ (0, ℎ), (9)

𝑇2𝑥(ℎ, 𝑡) = 0, (10)

−𝑘2𝑇2𝑥(0, 𝑡) = 𝛼0 (𝑇1 − 𝑇2)|𝑥=0 , (11)

𝑁(𝑡) = 𝑁0 +
𝐸𝛼𝑇

1− 𝜈

ℎ∫︁
0

𝑇2(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥. (12)
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Штрих и точка обозначают частные производные по координате 𝑦 и времени 𝑡, а индексы 𝑥, 𝑦,
𝑡 снизу – частные производные по координатам 𝑥, 𝑦 и времени 𝑡. Коэффициенты системы: 𝑃 —
распределенная внешняя нагрузка, действующая на элемент; 𝑃0 — давление в покоящейся га-
зожидкостной среде, 𝜌— плотность этой среды; 𝜌0, 𝐸, 𝜈, 𝑚, 𝐷— плотность, модуль упругости,
коэффициент Пуассона, погонная масса и изгибная жесткость пластины (упругого элемента);
𝑁(𝑡)— сжимающее (растягивающее) пластину усилие, вычисляемое по формуле (12); 𝑁0 —
постоянная составляющая усилия, созданная при закреплении пластины; 𝛾 — коэффициент
жесткости слоя обжатия пластины (основания); 𝛼𝑇 — температурный коэффициент линейного
расширения; 𝑘1, 𝑘2 — коэффициенты теплопроводности среды и материала пластины соот-
ветственно; 𝑐1, 𝑐2 — коэффициенты теплоемкости среды и пластины; 𝛼0, 𝛽1 — коэффициенты
теплообмена между рабочей средой и пластиной и между поверхностью трубопровода и
окружающей средой.

Уравнение Лапласа (1) описывает движение несжимаемой среды в трубопроводе; гра-
ничное условие (2) задает закон непротекания газожидкостной среды через поверхность
элемента; уравнение (3) описывает динамику упругого элемента; давление в рабочей среде
(4) определяется интегралом Лагранжа–Коши; условие (5) задает закон равенства давлений
на входе в трубопровод и на выходе из камеры сгорания двигателя; уравнения (6), (9) опи-
сывают закон распределения температуры по длине трубопровода и по толщине пластины
соответственно; условие (7) задает закон изменения температуры на выходе из двигателя;
условие (8) означает, что тепловой поток, проникающий через левую границу пластины 𝑥 = 0,
пренебрежимо мал вследствие малости толщины пластины и наличия вакуума справа от нее;
(10) условия теплоизоляции внешней стороны пластины, справа от которой находится вакуум;
(11) условие теплообмена между пластиной и рабочей средой в полости датчика.

2. Метод малого параметра

Произведем разложение функций Φ(𝑥, 𝑦, 𝑡), 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑡), 𝑤(𝑦, 𝑡), 𝐹 (𝑦, 𝑡) по малому пара-
метру 𝜀:

Φ(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝜀𝜙(𝑥, 𝑦, 𝑡) + ..., 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑥− 𝑤0(𝑦)− 𝜀𝑤1(𝑦, 𝑡)− ...,

𝑤(𝑦, 𝑡) = 𝑤0(𝑦) + 𝜀𝑤1(𝑦, 𝑡) + ..., 𝐹 (𝑦, 𝑡) = 𝑃0 + 𝜀𝑃*(𝑦, 𝑡) + ...
(13)

В силу малости температурного коэффициента линейного расширения материала пластины
считаем его порядка 𝜀:

𝛼𝑇 = 𝜀𝛼𝑇1 + ... (14)

Подставим разложения (13) в систему (1)–(4), а разложение (14) в коэффициент (12) и
ограничимся членами порядка 𝜀. Тогда получим математическую модель задачи в первом
асимптотическом приближении:

𝜙𝑥𝑥 + 𝜙𝑦𝑦 = 0, 𝑥 ∈ (−𝑙, 0), 𝑦 ∈ (0, 𝐻), (15)

𝐷𝑤′′′′
0 +𝑁0𝑤

′′
0 + 𝛾𝑤0 = 𝑃0 − 𝑃 , 𝑦 ∈ (0, 𝐻), (16)

𝑚𝑤̈1 +𝐷𝑤′′′′
1 +𝑁1(𝑡)𝑤

′′
0 +𝑁0𝑤

′′
1 + 𝛾𝑤1 = −𝜌𝜙𝑡(𝑤0(𝑦), 𝑦, 𝑡), 𝑦 ∈ (0, 𝐻), (17)

𝜙𝑥(𝑤0(𝑦), 𝑦, 𝑡)− 𝜙𝑦(𝑤0(𝑦), 𝑦, 𝑡)𝑤
′
0(𝑦) = 𝑤̇1(𝑦, 𝑡), 𝑦 ∈ (0, 𝐻), (18)

−𝜌𝜙𝑡(−𝑙, 𝑦, 𝑡) = 𝑃*(𝑦, 𝑡), 𝑦 ∈ (0, 𝐻), (19)

где 𝑃*(𝑦, 𝑡)— функция, описывающая избыточное давление на входе в трубопровод (в сечении
𝑥 = −𝑙), а коэффициент

𝑁1(𝑡) =
𝐸𝛼𝑇1

1− 𝜈

ℎ∫︁
0

𝑇2(𝑧, 𝑡) 𝑑𝑧. (20)
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3. Метод Бубнова–Галёркина

Предположим, что выполняется условие 𝑃*(𝑦, 𝑡) = 𝑃*(𝑡). Для того чтобы потенциал скоро-
сти 𝜙(𝑥, 𝑦, 𝑡) удовлетворял уравнению (15) и условию (19), возьмем его в виде разложения

𝜙(𝑥, 𝑦, 𝑡) = −1

𝜌

𝑡∫︁
0

𝑃*(𝑧) 𝑑𝑧 + (𝑥+ 𝑙)𝛼(𝑡) + 2

∞∑︁
𝑛=1

𝜙𝑛(𝑡) cos𝜆𝑛𝑦 · sh𝜆𝑛(𝑥+ 𝑙), (21)

где 𝜆𝑛 = 𝑛𝜋
𝐻 .

Считаем, что концы упругого элемента закреплены либо жестко, либо шарнирно. При
шарнирном закреплении должны выполняться условия

𝑤0(0) = 𝑤′′
0(0) = 𝑤0(𝐻) = 𝑤′′

0(𝐻) = 𝑤1(0, 𝑡) = 𝑤′′
1(0, 𝑡) = 𝑤1(𝐻, 𝑡) = 𝑤′′

1(𝐻, 𝑡) = 0, (22)

а при жестком закреплении —

𝑤0(0) = 𝑤′
0(0) = 𝑤0(𝐻) = 𝑤′

0(𝐻) = 𝑤1(0, 𝑡) = 𝑤′
1(0, 𝑡) = 𝑤1(𝐻, 𝑡) = 𝑤′

1(𝐻, 𝑡) = 0. (23)

В случае отсутствия постоянной составляющей усилия 𝑁0 = 0 и отсутствия обжимного
слоя 𝛾 = 0 функция 𝑤0(𝑦), удовлетворяющая уравнению (16), для граничных условий (22)
примет вид

𝑤0(𝑦) =
𝑃0 − 𝑃

24𝐷

(︀
𝑦4 − 2𝐻𝑦3 +𝐻3𝑦

)︀
,

а для граничных условий (23) —

𝑤0(𝑦) =
𝑃0 − 𝑃

24𝐷

(︀
𝑦4 − 2𝐻𝑦3 +𝐻3𝑦2

)︀
.

Согласно методу Бубнова –Галёркина решение уравнения (17) ищется в виде

𝑤1(𝑦, 𝑡) =

∞∑︁
𝑛=1

𝑤1𝑛(𝑡)𝜉𝑛(𝑦), (24)

где 𝜉𝑛(𝑦)— полная система базисных функций, подобранных так, чтобы выполнялись усло-
вия (22) для шарнирного закрепления и (23) для жесткого закрепления, а функции 𝑤1𝑛(𝑡)
определяются из условия ортогональности невязки уравнения (17) к системе поверочных
функций {ℎ𝑛(𝑦)}. В качестве поверочных функций для вывода системы обыкновенных диф-
ференциальных уравнений возьмем базисные.

Базисные функции, являющиеся решением уравнения 𝜉𝐼𝑉𝑛 (𝑦) = 𝛾4𝜉𝑛(𝑦), примут вид

𝜉𝑛(𝑦) = 𝐴𝑛 cos 𝛾𝑛𝑦 +𝐵𝑘 sin 𝛾𝑛𝑦 + 𝐶𝑛ch 𝛾𝑛𝑦 +𝐷𝑛sh 𝛾𝑛𝑦, 𝑛 = 1, 2, 3, · · ·

Чтобы функция 𝑤1(𝑦, 𝑡) в виде (24) удовлетворяла условиям (22) или (23), найдены
коэффициенты 𝐴𝑛, 𝐵𝑛, 𝐶𝑛, 𝐷𝑛 и параметр 𝛾𝑛. Для случая шарнирного закрепления получим

𝜉𝑛(𝑦) = sin 𝛾𝑛𝑦, 𝛾𝑛 =
𝑛𝜋

𝐻
, (25)

а для случая жесткого закрепления —

𝜉𝑛(𝑦) = ch (𝛾𝑛𝑦)− cos (𝛾𝑛𝑦)−
ch (𝛾𝑛𝐻)− cos (𝛾𝑛𝐻)

sh (𝛾𝑛𝐻)− sin (𝛾𝑛𝐻)
(sh (𝛾𝑛𝑦)− sin (𝛾𝑛𝑦)) , (26)

где 𝛾𝑛 находятся как корни уравнения 𝑐ℎ (𝛾𝑛𝐻) cos (𝛾𝑛𝐻) = 1.
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Системы функций в виде (25), (26) ортогональны на [0, 𝐻], т. е. справедливы равенства

𝐻∫︁
0

𝜉𝑘(𝑦)𝜉𝑗(𝑦) 𝑑𝑦 = 0,

𝐻∫︁
0

𝜉𝑘(𝑦)𝜉
𝐼𝑉
𝑗 (𝑦) 𝑑𝑦 = 0, 𝑘 ̸= 𝑗. (27)

Подставляя (21), (24) в (17) и проецируя это уравнение на систему функций {𝜉𝑛(𝑦)}∞𝑛=1,
а условие (18) на систему функций {cos𝜆𝑛𝑦}∞𝑛=0, с учетом (27) согласно методу Бубнова –
Галёркина получим

(︀
𝑚𝑤̈1𝑘(𝑡) +

(︀
𝐷𝜇4𝑘 + 𝛾

)︀
𝑤1𝑘(𝑡)

)︀ 𝐻∫︁
0

𝜉2𝑘(𝑦) 𝑑𝑦 +𝑁0

∞∑︁
𝑛=1

𝑤1𝑛(𝑡)

𝐻∫︁
0

𝜉′′𝑛(𝑦)𝜉𝑘(𝑦) 𝑑𝑦 =

= 𝑃*(𝑡) ·
𝐻∫︁
0

𝜉𝑘(𝑦) 𝑑𝑦 −𝑁1(𝑡)

𝐻∫︁
0

𝑤′′
0(𝑦)𝜉𝑘(𝑦) 𝑑𝑦 − 𝜌𝛼̇(𝑡)

𝐻∫︁
0

(𝑤0(𝑦) + 𝑙) 𝜉𝑘(𝑦) 𝑑𝑦−

−2𝜌
∞∑︁
𝑛=1

𝜙̇𝑛(𝑡) ·
∫︁ 𝐻

0
cos𝜆𝑛𝑦 · sh𝜆𝑛 (𝑤0(𝑦) + 𝑙) 𝜉𝑘(𝑦) 𝑑𝑦, 𝑘 = 1, 2, ..., (28)

2
∞∑︁
𝑛=1

𝜙𝑛(𝑡)𝜆𝑛

𝐻∫︁
0

(︀
cos𝜆𝑛𝑦 · ch𝜆𝑛 (𝑤0(𝑦) + 𝑙) + 𝑤′

0(𝑦) sin𝜆𝑛𝑦 · sh𝜆𝑛 (𝑤0(𝑦) + 𝑙)
)︀
𝑑𝑦+

+𝛼(𝑡) ·𝐻 =

∞∑︁
𝑛=1

𝑤̇1𝑛(𝑡)

𝐻∫︁
0

𝜉𝑛(𝑦) 𝑑𝑦, (29)

2

∞∑︁
𝑛=1

𝜙𝑛(𝑡)𝜆𝑛

𝐻∫︁
0

(︀
cos𝜆𝑛𝑦 · ch𝜆𝑛 (𝑤0(𝑦) + 𝑙) + 𝑤′

0(𝑦) sin𝜆𝑛𝑦 · sh𝜆𝑛 (𝑤0(𝑦) + 𝑙)
)︀
×

× cos𝜆𝑘𝑦 𝑑𝑦 =

∞∑︁
𝑛=1

𝑤̇1𝑛(𝑡)

𝐻∫︁
0

𝜉𝑛(𝑦) cos𝜆𝑘𝑦 𝑑𝑦, 𝑘 = 1, 2, .... (30)

Из уравнения (29) находим функцию 𝛼(𝑡). Подставляя 𝛼(𝑡) в уравнения (28) и дифферен-
цируя уравнения (30) по переменной 𝑡, получим систему обыкновенных дифференциальных
уравнений для определения неизвестных функций 𝜙𝑛(𝑡), 𝑤1𝑛(𝑡):

𝑚𝑤̈1𝑘(𝑡)

𝐻∫︁
0

𝜉2𝑘(𝑦) 𝑑𝑦 −
𝜌

𝐻

⎛⎝ 𝐻∫︁
0

(𝑤0(𝑦) + 𝑙) 𝜉𝑘(𝑦) 𝑑𝑦

⎞⎠ ∞∑︁
𝑛=1

𝑤̈1𝑛(𝑡)

𝐻∫︁
0

𝜉𝑛(𝑦) 𝑑𝑦+

+
(︀
𝐷𝜇4𝑘 + 𝛾

)︀
𝑤1𝑘(𝑡)

𝐻∫︁
0

𝜉2𝑘(𝑦) 𝑑𝑦 +𝑁0

∞∑︁
𝑛=1

𝑤1𝑛(𝑡)

𝐻∫︁
0

𝜉′′𝑛(𝑦)𝜉𝑘(𝑦) 𝑑𝑦 = 𝑃*(𝑡)

𝐻∫︁
0

𝜉𝑛(𝑦) 𝑑𝑦−

−𝑁1(𝑡)

𝐻∫︁
0

𝑤′′
0(𝑦)𝜉𝑘(𝑦) 𝑑𝑦 − 2𝜌

∞∑︁
𝑛=1

𝜙̇𝑛(𝑡)

𝐻∫︁
0

cos𝜆𝑛𝑦 · sh𝜆𝑛 (𝑤0(𝑦) + 𝑙) 𝜉𝑘(𝑦) 𝑑𝑦+

+
2𝜌

𝐻

⎛⎝ 𝐻∫︁
0

(𝑤0(𝑦) + 𝑙) 𝜉𝑘(𝑦) 𝑑𝑦

⎞⎠ ∞∑︁
𝑛=1

𝜙̇𝑛(𝑡)𝜆𝑛

𝐻∫︁
0

(cos𝜆𝑛𝑦 · ch𝜆𝑛 (𝑤0(𝑦) + 𝑙)+

+𝑤′
0(𝑦) sin𝜆𝑛𝑦 · sh𝜆𝑛 (𝑤0(𝑦) + 𝑙)

)︀
𝑑𝑦, 𝑘 = 1, 2, ... , (31)
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∞∑︁
𝑛=1

𝑤̈1𝑛(𝑡)

𝐻∫︁
0

𝜉𝑛(𝑦) cos𝜆𝑘𝑦 𝑑𝑦 = 2
∞∑︁
𝑛=1

𝜙̇𝑛(𝑡)𝜆𝑛

𝐻∫︁
0

(cos𝜆𝑛𝑦 · ch𝜆𝑛 (𝑤0(𝑦) + 𝑙) +

+𝑤′
0(𝑦) sin𝜆𝑛𝑦 · sh𝜆𝑛 (𝑤0(𝑦) + 𝑙)

)︀
cos𝜆𝑘𝑦 𝑑𝑦, 𝑘 = 1, 2, ... . (32)

4. Решение тепловой задачи

При решении тепловой задачи (6)–(11) вначале, решая задачу (6)–(8), определяем закон
распределения температуры рабочей среды по длине трубопровода, затем, решая задачу
(9)–(11), находим закон распределения температуры по толщине пластины.

Методом разделения переменных получим решение задачи (6)–(8), вывод которого дан
в [9]:

𝑇1(𝑥, 𝑡) = 𝑇*(𝑡)−
∞∑︁
𝑛=0

𝜒𝑛 · 𝑒−𝛾𝑛𝑡 sin 𝜈𝑛(𝑥+ 𝑙)

[︂
𝛽01𝑇0
𝛾𝑛

− 𝑇 0
1 + 𝑒𝛾𝑛𝑡

(︂
𝑇*(𝑡)−

𝛽01𝑇0
𝛾𝑛

)︂
−

−𝑎21𝜈2𝑛

𝑡∫︁
0

𝑒𝛾𝑛𝜏𝑇*(𝜏)𝑑𝜏

⎤⎦ , (33)

где 𝑇 0
1 = 𝑇1(𝑥, 0) = const, 𝛾𝑛 = 𝑎21𝜈

2
𝑛 + 𝛽01 ,

𝜈𝑛 =
𝜋(2𝑛+ 1)

2𝑙
, 𝜒𝑛 =

4

𝜋(2𝑛+ 1)
, 𝑎21 =

𝑘1
𝜌𝑐1

, 𝛽01 =
𝛽1
𝜌𝑐1

.

Если известен закон изменения температуры 𝑇*(𝑡) на выходе из камеры сгорания двигателя,
то по формуле (33) можно определить значение температуры в любой момент времени 𝑡 в
любой точке трубопровода.

Решение задачи (9)–(11), позволяющее найти распределение температуры по толщине
пластины в произвольный момент времени, имеет вид

𝑇2(𝑥, 𝑡) = 𝑇 (𝑡) +
∞∑︁
𝑛=0

𝐴𝑛𝑒
−𝛿𝑛𝑡 cos𝜇𝑛(𝑥− ℎ)

⎡⎣𝑇 0
2 − 𝑇 0

1 −
𝑡∫︁

0

𝑒𝛿𝑛𝑡𝑇 ′(𝑡) 𝑑𝑡

⎤⎦ , (34)

где

𝑇 0
2 = 𝑇2(𝑥, 0) = const, 𝑎22 =

𝑘2
𝜌0𝑐2

, 𝐴𝑛 =
(−1)𝑛2𝛼0

√︀
𝛼2
0 + 𝑘22𝜇

2
𝑛

𝜇𝑛
[︀
ℎ(𝛼2

0 + 𝑘22𝜇
2
𝑛) + 𝑘2𝛼0

]︀ , 𝛿𝑛 = 𝑎22𝜇
2
𝑛,

а значения 𝜇𝑛 (𝑛 = 0÷∞) — положительные корни уравнения

tg𝜇𝑛ℎ =
𝛼0

𝑘2𝜇𝑛
.

Функция 𝑇 (𝑡) = 𝑇1(0, 𝑡) определяется по формуле (33).
Подставляя (34), окончательно найдем коэффициент (20) системы (31), (32):

𝑁1(𝑡) =
𝐸𝛼𝑇1

1− 𝜈

(︃
𝑇 (𝑡)ℎ+

∞∑︁
𝑛=0

𝐴𝑛

𝜇𝑛
𝑒−𝛿𝑛𝑡 sin𝜇𝑛ℎ

[︂
𝑇 0
2 − 𝑇 0

1 −
∫︁ 𝑡

0
𝑒𝛿𝑛𝑡𝑇 ′(𝑡) 𝑑𝑡

]︂)︃
.
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5. Численный эксперимент

Пусть окружающей трубопровод средой является воздух с температурой 𝑇0 = 293.15
(20∘C). Коэффициент теплообмена между поверхностью трубопровода и окружающей средой
𝛽1 = 15.5. Считаем, что температура на входе в трубопровод постоянна 𝑇* = 1800, а
избыточное давление переменное 𝑃*(𝑡) = 106(5 − cos 10𝑡). Рабочей средой в трубопроводе
длиной 𝑙 = 0.5 и шириной 𝐻 = 0.01 является вода, тогда плотность 𝜌 = 1000, коэффициент
теплоемкости 𝑐1 = 4182, коэффициент теплопроводности 𝑘1 = 0, 683. Пусть разность между
давлением в покоящейся среде и распределенной по пластине внешней нагрузкой 𝑃0−𝑃 = 104.
Предположим, что пластина толщиной ℎ = 2.5·10−4 изготовлена из алюминия, тогда плотность
𝜌0 = 2700, модуль упругости 𝐸 = 7 · 1010, коэффициент Пуассона 𝜈 = 0.34, температурный
коэффициент линейного расширения 𝛼𝑇 = 12.3 · 10−6, коэффициент теплоемкости 𝑐2 = 897,

коэффициент теплопроводности 𝑘2 = 209.3, изгибная жесткость 𝐷 = 𝐸ℎ3

12(1− 𝜈2)
= 0.103,

погонная масса 𝑚 = 𝜌0ℎ = 0.675. Считаем, что отсутствуют постоянная составляющая усилия
𝑁0 = 0 и обжимной слой (основание) 𝛾 = 0. Все значения даны в системе СИ.

Возьмем начальные условия 𝑇 0
1 = 293.15, 𝑇 0

2 = 293.15, 𝑤𝑘(0) = 0, 𝑤̇𝑘(0) = 0, 𝑘 = 1, 2, . . .
В системе компьютерной алгебры Mathematica 12.0, взяв отрезки рядов в формулах (21),

(24) длиной 𝑀 , для различных видов закрепления концов чувствительного элемента датчика

построены графики функции деформации 𝑤(𝑦, 𝑡) = 𝑤0(𝑦) + 𝜀
𝑀∑︀
𝑛=1

𝑤1𝑛(𝑡)𝜉𝑛(𝑦).

На рис. 2 приведены примеры расчетов для случая шарнирного и жесткого закрепления
концов элемента.
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Рис. 2. Графики функции 𝑤(𝑦, 𝑡) в точке 𝑦 = 0.005 в случае шарнирного (а ) и жесткого (б) закрепления
концов элемента при 𝜀 = ℎ/𝐻, 𝑀 = 2 на временном отрезке 𝑡 ∈ [0; 0.1]

Fig. 2. Graphs of the function 𝑤(𝑦, 𝑡) at 𝑦 = 0.005 in the case of hinged (a) and rigid (b) fastening of the
ends of the element at 𝜀 = ℎ/𝐻, 𝑀 = 2 on the time interval 𝑡 ∈ [0; 0.1]

На основании полученных графиков, аналогичных рис. 2, проводится анализ частоты и
амплитуды колебаний упругого элемента датчика давления.

6. Другие модели деформируемого твердого тела

Для описания динамики чувствительного элемента датчика давления можно предложить
несколько нелинейных математических моделей твердого деформируемого тела. Поэтому
уравнение (3), описывающее динамику элемента, в зависимости от выбранной модели примет
один из следующих видов:

𝑚𝑤𝑡𝑡 +𝐷𝑤𝑦𝑦𝑦𝑦 +𝑁(𝑡)𝑤𝑦𝑦 + 𝛽𝑤𝑦𝑦𝑦𝑦𝑡 + 𝑓(𝑤𝑡, 𝑤) = 𝑃 − 𝑃 ,

𝑚𝑤𝑡𝑡 +𝐷𝑤𝑦𝑦𝑦𝑦 +𝑁(𝑡)𝑤𝑦𝑦 + 𝛽𝑤𝑦𝑦𝑦𝑦𝑡 + 𝑓(𝑤𝑡, 𝑤)− 𝑤𝑦𝑦

⎛⎝𝜇 𝐻∫︁
0

𝑤2
𝑦 𝑑𝑦 + 𝜂

𝑑

𝑑𝑡

𝐻∫︁
0

𝑤2
𝑦 𝑑𝑦

⎞⎠ = 𝑃 − 𝑃 ,
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𝑚𝑤𝑡𝑡 +

[︂
𝐷𝑤𝑦𝑦

(︂
1− 3

2
𝑤2
𝑦

)︂]︂
𝑦𝑦

+𝑁(𝑡)𝑤𝑦𝑦 + 𝛽𝑤𝑦𝑦𝑦𝑦𝑡 + 𝑓(𝑤𝑡, 𝑤) = 𝑃 − 𝑃 ,

𝑚𝑤𝑡𝑡 +

[︂
𝐷𝑤𝑦𝑦

(︂
1− 3

2
𝑤2
𝑦

)︂]︂
𝑦𝑦

+𝑁(𝑡)𝑤𝑦𝑦 + 𝛽

[︂
𝑤𝑦𝑦

(︂
1− 3

2
𝑤2
𝑦

)︂]︂
𝑦𝑦𝑡

+ 𝑓(𝑤𝑡, 𝑤) = 𝑃 − 𝑃 ,

где 𝑓(𝑤𝑡, 𝑤)— нелинейная функция, зависящая от деформации и ее скорости; 𝛽, 𝜂— коэф-
фициенты демпфирования; 𝜇— коэффициент, зависящий от геометрических и прочностных
характеристик упругого элемента и типа закрепления его концов.

Заключение

На основе разработанной математической модели, учитывающей тепловой поток от авиаци-
онного двигателя, в работе произведено исследование совместной динамики газожидкостной
среды в трубопроводе и упругого элемента датчика давления. Математическая модель поз-
воляет отслеживать в режиме реального времени взаимосвязь давления в камере сгорания
и деформации чувствительного элемента датчика. Применялись методы малого параметра
и Бубнова –Галёркина. Численный эксперимент произведен в системе Mathematica 12.0.
Рассмотрены случаи шарнирного и жесткого закрепления концов элемента. Также предложе-
ны новые математические модели деформируемого твердого тела, описывающие динамику
упругого элемента датчика давления. Результаты исследования можно использовать на стадии
проектирования датчиков давления для авиационных и ракетных двигателей.
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