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Рассматривается задача увода с орбиты крупногабаритного косми-

ческого мусора с помощью тросовой транспортной системы, включа-

ющей в себя орбитальный буксир, трос и нефункционирующий косми-

ческий аппарат с остатками топлива. Исследуется движение выбран-

ной системы в плоскости орбиты при допущении, что орбита является

круговой. Движение тросовой системы изучается в орбитальной си-

стеме отсчета в предположении, что тяга орбитального буксира посто-

янна, как по величине, так и по направлению. На основе формализма

Лагранжа построены нелинейные уравнения движения, в которых,

кроме сил инерции, учтены гравитационные моменты. Определены

два варианта устойчивых положений относительного равновесия, ре-

ализация которых определяется основными параметрами тросовой

системы: соотношением линейных размеров и масс троса, орбиталь-

ного буксира и пассивного аппарата. Составлены уравнения первого

приближения, описывающие колебания системы в окрестности каждо-

го из двух вариантов положений относительного равновесия. Анализ

коэффициентов этих уравнений показал, что при определенном со-

отношении параметров системы возможно сближение всех трех соб-

ственных частот системы. Найдены условия, при выполнении которых

частоты имеют близкие значения. Приведены результаты численно-

го моделирования движения нелинейной системы, подтверждающие

возможность обмена энергией при колебаниях с близкими частотами.

Показано, что при увеличении начальных отклонений от относитель-
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ного равновесия в системе возможно возникновение хаотических колебаний. Результаты работы
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В настоящее время широко изучаются возможности применения тросовых систем

для многих операций в космосе [1–3], в том числе для увода космического мусора с

орбиты. В этих задачах весьма важными являются вопросы, связанные с движением

закрепленного на тросе спутника относительно центра масс [4]. Анализ поведе-

ния крупногабаритного космического мусора (верхних ступеней ракет-носителей и

нефункционирующих спутников), буксируемого с помощью троса, требует изучения

его движения вокруг центра масс. В работах [5–10] дан анализ движения таких

тросовых систем с учетом упругих свойств троса и космического мусора, а также

других факторов. В ряде работ рассматриваются вопросы влияния наличия топлива

на вращение космического аппарата [11, 12] и устойчивости космических тросовых

систем [13]. Однако в этих работах не учитывается большой класс пассивных косми-

ческих объектов, подлежащих уводу с орбиты и содержащих на своем борту остатки

топлива. В статье изучается плоское движение на круговой орбите тросовой систе-

мы, состоящей из космического буксира, троса и нефункционирующего космического

аппарата с остатками топлива. Целью работы является поиск и анализ возможных

устойчивых орбитальных конфигураций рассматриваемой тросовой системы.

2. ОСНОВНЫЕ ДОПУЩЕНИЯ И ПАРАМЕТРЫ СИСТЕМЫ

Рассматривается совместное движение космической тросовой системы, состоящей

из орбитального буксира и буксируемого космического аппарата (КА) с остатками

топлива в баках. Буксир и КА связаны между собой тросом (рис. 1). Ограничимся

рассмотрением тех случаев, когда все движения происходят в плоскости орбиты, а

сама орбита является круговой. Для составления уравнений движения космической

тросовой системы выберем орбитальную систему координат, начало которой — точ-

ка O — соответствует начальному положению буксира. Ось Oz направлена от центра

Земли, а ось Ox — перпендикулярно оси Oz по направлению движения буксира (см.

рис. 1).

Орбитальная система координат вращается вокруг центра Земли с угловой ско-

ростью [14] ω = n =
√

γM/r
3/2
O =

√
K/r

3/2
O , где γ — универсальная гравитационная

постоянная, M — масса Земли, rO — расстояние от центра Земли до начального

положения буксира. Будем считать, что движение орбитального буксира полностью

определяется работой его системы ориентации и тягового двигателя. Это позволяет

в пределах рассматриваемой задачи не учитывать его ориентацию и рассматривать

буксир как материальную точку A массой m1. Тяга двигателя F имеет постоянную
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величину и направлена вдоль оси Ox F = F i = const. Трос длиной l полагается

невесомым и нерастяжимым. Буксируемый космический аппарат имеет массу m2,

его моменты инерции относительно центральных осей A, B, C соответственно. Рас-

стояние от точки крепления троса до центра масс КА — a. Для описания движения

остатков топлива в баках КА будем использовать модель присоединенного осцилля-

тора в виде математического маятника [15] (см. рис. 1).

Рис. 1. Состав космической буксируемой системы, орбитальная система

отсчета и выбранные координаты: 1 — орбитальный буксир, 2 — косми-
ческий аппарат с остатками топлива

Fig. 1. Space tethered system, orbital frame and coordinats: 1 — orbit tug,

2 — spacecraft with fuel residials

Параметры маятниковой модели: длина приведенного маятника ED = b, масса

маятника m3, расстояние от точки подвеса до точки крепления троса BE = d.

3. УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ

Для составления уравнений движения в орбитальной системе координат восполь-

зуемся уравнениями Лагранжа второго рода:

d

dt

(
∂T

∂q̇j

)
− ∂T

∂qj

= Qj, j = 1, . . . , s. (1)

Положение рассматриваемой системы в плоскости движения полностью опреде-

ляется пятью координатами, показанными на рис. 1. Координаты xA и zA определя-

ют положение буксира в орбитальной системе координат, угол ϑ задает отклонение

троса от оси Ox, угол α — поворот буксируемого аппарата относительно троса и

угол β — отклонение маятника от оси буксируемого аппарата. Через компоненты

вектора обобщенных координат

q = (xA, zA, θ, α, β)T (2)
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и соответствующие им скорости выразим кинетическую энергию системы, которая

складывается из кинетических энергий буксира T1, буксируемого аппарата T2 и ко-

леблющихся остатков топлива T3 : T = T1 + T2 + T3. Если кинетическую энергию

представить в векторно-матричной форме:

T =
1

2
q̇TAq̇, (3)

то отличные от нуля элементы матрицы инерции A определятся через параметры

системы и обобщенные координаты следующим образом:

a11 = m1 + m2 + m3,

a13 = a31 = m2 [l sin ϑ + a sin (α + ϑ)] + m3 [b sin (α + β + ϑ) + l sin θ + d sin (α + ϑ)] ,

a14 = a41 = m2a sin (α + ϑ) + m3 [b sin (α + β + ϑ) + d sin (α + ϑ)] ,

a15 = a51 = m3b sin (α + β + ϑ) , a22 = m1 + m2 + m3,

a23 = a32 = m2 [l cos ϑ + a cos (α + ϑ)] + m3 [b cos (α + β + ϑ) + l cos ϑ + d cos (α + ϑ)] ,

a24 = a42 = m2a cos (α + ϑ) + m3 [b cos (α + β + ϑ) + d cos (α + ϑ)] ,

a25 = a52 = m3b cos (α + β + ϑ) , (4)

a33 = m2

(
l2 + a2 + 2al cos α

)
+ B + m3[l

2 + d2 + b2 + 2bl cos (α + β) +

+2dl cos α + 2bd cos β],

a34 = a43 = m2

[
a2 + al cos α

]
+ B + m3[d

2 + b2 + bl cos (α + β) + dl cos α + 2bd cos β],

a35 = a53 = m3

(
b2 + bl cos (α + β) + bd cos β

)
,

a44 = m2a
2 + B + m3

(
d2 + b2 + 2bd cos β

)
,

a45 = a54 = m3

(
b2 + bd cos β

)
, a55 = m3b

2.

Обобщенные силы в этой тросовой системе в виде вектора

Q = (Qx,Qz,Qθ,Qα,Qβ)T (5)

определяются тягой буксира, силами притяжения и силами инерции. В выбранной

системе отсчета при используемых допущениях линейным координатам соответству-

ют обобщенные силы

Qx = F, Qz = 0. (6)

Совместное действие сил притяжения и сил инерции можно свести к двум гра-

витационным моментам. Величина первого момента, действующего на всю тросовую

систему в целом, такова [14]:

M1 =
3

2
K

m1 (m2 + m3) l2

(m1 + m2 + m3) r3
O

sin 2θ. (7)

Второй момент, действующий на буксируемый аппарат и определенный относи-

тельно его центра масс, может быть записан следующим образом:

M2 =
3

2
K

(A − C)

r3
O

sin 2 (θ + α) . (8)
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В силу (6)–(8) вектор обобщенных сил имеет вид

Q = (F, 0,M1,M2, 0)T . (9)

Совместное действие двух моментов делает возможным наличие различных рав-

новесных конфигураций системы, которые можно найти из уравнений движения,

записанных при отсутствии угловых движений:




(m1 + m2 + m3) ẍA = F ,

z̈A = 0,

F (m2 + m3) l

m1 + m2 + m3

sin θ =
3

2
K

m1 (m2 + m3) l2

(m1 + m2 + m3) r3
O

sin 2θ,

F
(

m2

2
+ m3

)
a

m1 + m2 + m3

sin (θ + α) =
3

2
K

(A − C)

r3
O

sin 2 (θ + α) ,

Fm3b

m1 + m2 + m3

sin (θ + α + β) = 0.

(10)

Первое уравнение движения системы (10) определяет очевидную величину уско-

рения, с которым будет двигаться неизменная конфигурация

ẍA = F/(m1 + m2 + m3). (11)

Второе уравнение при отсутствии возмущений дает тривиальное решение:

zA = const = zA0.

Из оставшихся трех уравнений системы (10) можно найти значения угло-

вых координат при равновесном движении. Из последнего уравнения получаем

β0 = −(α0 + θ0).

Откуда следует, что в относительном равновесии маятник направлен вдоль оси

Ox в сторону, противоположную движению системы. Для углов α и ϑ получаем два

набора возможных значений, реализация которых зависит от параметров системы:
{

θ1 = 0,

α1 = 0,

{
θ2 = arccos kϑ, kϑ 6 1,

α2 = arccos (kϑkmkI) − arccos kϑ, kϑkmkI 6 1,
(12)

где kϑ = Fr3
O/(3Km1l) — коэффициент, определяющий соотношение сил, со-

ответствующих невозмущенному орбитальному движению, и силы тяги буксира,

km = m1(m2/2 + m3)/[m2(m1 + m2 + m3)] — коэффициент, характеризующий соотно-

шение масс составных частей тросовой системы, kI = m2al/(A−C) — коэффициент,

зависящий от распределения масс пассивного КА и расположения на нем точки

крепления троса.

Если тяга буксира и параметры тросовой системы таковы, что kθ > 1 и kmkθkI > 1,

то возможна только первая конфигурация системы.

Для коэффициента kθ = Fr3
O/3Km1l это условие выполняется при увеличении

тяги буксира и уменьшении длины троса. Для того чтобы была возможна вторая

конфигурация, должна быть малой величина параметра a — расстояния от точки

крепления троса до центра масс буксируемого аппарата.
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4. ИССЛЕДОВАНИЕ УРАВНЕНИЙ ПЕРВОГО ПРИБЛИЖЕНИЯ

Построим уравнения первого приближения для исследования частот и форм ма-

лых колебаний в окрестности двух равновесных положений. Три уравнения первого

приближения, описывающие вращательные движения в окрестности равновесных

конфигураций, можно представить в следующем виде:

Akẍ + Ckx = 0, k = 1, 2. (13)

Здесь Ak =
{
ak

ij

}
и Ck =

{
ck

ij

}
— квадратные симметричные матрицы коэффици-

ентов инерции и коэффициентов упругости, обусловленных ускоренным движением

системы, а x — вектор-столбец отклонений углов ϑ, α и β от невозмущенного дви-

жения:

x = (xϑ, xα, xβ)T . (14)

4.1. Малые колебания в окрестности первой равновесной конфигурации

Сохраним индексы координат, выбранные при записи (4). Тогда отличные от нуля

компоненты матрицы C1 определяются следующим образом:

c1
33 =

m2 (l + a) + m3 (l + d + b)

m1 + m2 + m3

F − 3K
m1 (m2 + m3) l2

(m1 + m2 + m3) r3
O

,

c1
34 = c1

43 =
m2a + m3(d + b)

m1 + m2 + m3

F − 3K
(A − C)

r3
O

),

c1
44 =

m2a + m3 (d + b)

m1 + m2 + m3

F,

c1
35 = c1

53 = c1
45 = c1

54 = c1
55 =

m3bF

m1 + m2 + m3

.

(15)

В линейной конфигурации характеристическое уравнение для уравнений первого

приближения

k0ω
6 + k1ω

4 + k2ω
2 + k3 = 0 (16)

определяет три собственных частоты рассматриваемой системы. Коэффициенты ха-

рактеристического уравнения (16) имеют вид

k0 = µεκ2,

k1 = − λεκ

1 + µ + ε
(εδλµ (δ + κ) + µλ (µκ − 2εδ) + µ (2µκ + λε + 2εκ)) ,

k2 =
λεκ

(1 + µ + ε)2

(
ε + µ + εδκµ + εδλµ + 2µ2 + 3µε + ε2δ2 + µ2λ + εδ2µ + ...),

k3 =
λεκ (µ + εδ) (µ + ε)

(1 + µ + ε)2 ,

где µ = m2/m1 — относительная масса буксира; ε = m3/m2 — относительная масса

остатков топлива; λ = l/a — относительная длина троса; δ = d/a — относительная

длина маятника; κ = (A − C)/(m2a
2) = l/akI — коэффициент формы КА.
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Дискриминант кубического уравнения имеет вид [16]

Q = −
(
4p3 + 27q2

)
,

где p = −1
3

(
k2

k1

)2

+ k3

k1
, q = 2

27

(
k2

k1

)3

− k2k3

3k2
1

+ k4

k1
. Дискриминант может принимать только

положительные значения, так как все корни ω2 вещественные. Значения корней будут

тем ближе друг к другу, чем меньше значение дискриминанта Q.

Исследование поведения значений дискриминанта при изменении его парамет-

ров показало, что минимальные значения дискриминанта лежат над линией λ = κµ,

причем они уменьшаются по мере роста µ и λ. Таким образом, уравнение λ = κµ

дает критическое сочетание парамет-

ров, при котором возможно сближе-

ние всех трех собственных частот ко-

лебаний тросовой системы. На рис. 2

представлена зависимость собствен-

ных частот тросовой системы от от-

носительной длины троса λ. Из по-

лученных зависимостей следует, что

при сравнительно малых значениях

относительной массы буксира µ и от-

носительной длины троса λ возмож-

но сближение значений всех трех

собственных частот системы, что мо-

жет привести к перераспределению

энергии между формами колебаний.

w
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w3

w1

0.03

0.02

0.01
0.009
0.008

50 100 500 1000l

Рис. 2. Зависимость собственных частот в сис-

теме от относительной длины троса λ

Fig. 2. Dependence natural frequences on relati-

ve length of tether λ

4.2. Малые колебания в окрестности второй равновесной конфигурации

Рассмотрим малые колебания тросовой системы относительно равновесных кон-

фигураций при отсутствии нулевых решений. Компоненты матрицы C2 в этом случае

определяются следующим образом:

c2
33 =

m2 (l + a) + m3 (l + d + b)

m1 + m2 + m3

Fkϑ − 3K
m1 (m2 + m3) l2

(m1 + m2 + m3) r3
O

(
2kϑ

2 − 1
)
,

c2
34 = c2

43 = c2
44 =

m2a + m3 (d + b)

m1 + m2 + m3

FkϑkmkI − 3K
(A − C)

r3
O

(
2kϑ

2km
2kI

2 − 1
)
,

c2
35 = c2

53 = c2
45 = c2

54 = c2
55 =

m3bF

m1 + m2 + m3

kϑ.

(17)

Полученными уравнениями первого приближения можно воспользоваться для

определения частот и форм колебаний тросовых систем с выбранными параметрами.

В отличие от линейной конфигурации не было обнаружено таких сочетаний парамет-

ров системы, при которых дискриминант соответствующего кубического уравнения

стремился к нулю. Это исключает возможность сближения собственных частот и

перераспределения энергии колебаний между разными формами.
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5. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ

Результаты численного моделирования колебаний тросовой системы показали, что

при одних и тех же начальных условиях наибольшие амплитуды колебаний наблю-

даются в тех случаях, когда все три собственные частоты имеют близкие значения.

В результате сложения всех трех форм колебаний с близкими частотами наблюда-

ются биения, при которых происходит перераспределение энергии колебаний между

различными частями колебательной системы. Рассмотрим движение буксира при

следующих начальных условиях: ϑ0 = 0, α0 = 0.1, β0 = 0.

Длина троса выбрана такой, что все три собственные частоты близки друг другу

(l0 = 145м). Амплитуда колебаний буксируемого аппарата не остается постоянной

(рис. 3, угол α), что свидетельствует о передаче энергии остальным элементам. Так,

амплитуда колебаний остатков топлива может быть до 20 раз больше амплитуды

колебаний самого аппарата (рис. 3, угол β). Хотя угол отклонения троса изменяется

в тех же пределах, что и α (рис. 3, угол ϑ), это может оказать неблагоприятное

влияние на ориентацию буксира и привести к его неравномерному движению.
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Рис. 3. Изменение углов отклонений при близких значениях трех собственных частот

Fig. 3. Deviation angles changing in case of near natural frequences

Если близость частот нарушается, то сохраняются регулярные колебания букси-

руемого аппарата, остальные углы изменяются незначительно. При колебаниях отно-

сительно второй равновесной конфигурации период колебаний существенно больше.

При сравнительно небольших начальных отклонениях по углам ϑ и α наблюдают-

ся регулярные колебания, практически независящие от колебаний остатков топлива

(рис. 4)
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Рис. 4. Колебания во второй конфигурации при малых начальных отклонениях

Fig. 4. Oscillations in the second position variant with small deviations

Принципиальным отличием от первой конфигурации является возникновение ха-
отического движения при увеличении начальных отклонений от равновесных значе-
ний. Такой переход сопровождается существенным увеличением размаха колебаний.
На рис. 5 приведены графики колебаний угловых координат и соответствующие им
фазовые портреты относительно одной из равновесных конфигураций.
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Рис. 5. Колебания во второй конфигурации при больших начальных отклонениях

Fig. 5. Oscillations in the second position variant with big deviations
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Вывод и анализ уравнений движения космической тросовой системы позволил

установить соотношение параметров системы, при которых возможно как одно, так

и несколько равновесных положений космической тросовой системы. Анализ возни-

кающих колебаний показал, что в случае первой равновесной конфигурации, которая

является устойчивой при коротком тросе и сравнительно большом ускорении, воз-

можно сближение собственных частот и увеличение амплитуд колебаний за счет

перераспределения энергии. В конфигурации с отличными от нуля углами регуляр-

ные колебания при увеличении начальных отклонений могут переходить в хаотичес-

кие с существенным увеличением амплитуд колебаний. Результаты работы могут

быть полезны для анализа устойчивости движения космических тросовых систем,

предназначенных для увода космического мусора с орбиты.
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frame. Nonlinear motion equations are obtained by Lagrangian formalism. They consider action of the space

tug-thrust and gravitational moments. Two variants of stable positions of relative equilibrium are defined.
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the first approximation for the each of the stable position variants are obtained. Their coefficients analysis

give evidence of approachment all of the natural frequency of the system and permit to find corresponding
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with small oscillations determined by are presented. Proposed equations can be used to analyze the attitude

motion of the tug–debris system and to determine the conventional parameters for safe tethered transportation
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