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Аннотация. Рассматривается парадоксальный механизм П. Л. Че-
бышёва. Этот механизм может быть представлен как объединение
лямбда-механизма и двойного маятника, свободные вершины которых
соединены шарнирно. Одно из звеньев двойного маятника обычно
заменяется массивным диском. Среди известных механизмов П. Л. Че-
бышёва только в парадоксальном механизме возникают особые точки
конфигурационного пространства, или точки ветвления. В соответ-
ствующих конфигурациях механизма стержни двойного маятника
становятся параллельными или антипараллельными. Механизм может
продолжить движение из особых точек двумя различными способами,
которые отличаются направлением вращения диска. В одном случае
при полном обороте ведущего звена диск делает два полных оборота,
а в другом случае — четыре полных оборота. Траектория свободной
вершины лямбда-механизма в парадоксальном механизме находится
между двумя концентрическими окружностями и поочередно каса-
ется каждой окружности в трех точках. В статье рассматривается
обобщение для случая, когда количество последовательных точек
касания с двумя окружностями является произвольным четным чис-
лом. Доказывается, что в этом случае возможно получить любое
заданное количество оборотов диска за один оборот ведущего зве-
на механизма. Для парадоксального механизма записаны основные
уравнения динамики, получено выражение для момента сил инерции
диска. Сравнивается работа внешнего момента, который приложен к
ведущему звену механизма, и работа сил инерции диска.
Ключевые слова: механизмы Чебышёва, парадоксальный механизм,
шарнирный механизм, особая точка, голономная связь, множители
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Abstract. The paradoxical mechanism of P. L. Chebyshev is the main issue of this article. The paradoxical
mechanism could be considered as the union of the lambda-mechanism and a double pendulumthe free
vertices of which are hingedly connected. One of the pendulum rods is usually replaced by a massive disk.
Among all known mechanisms of P. L. Chebyshev, singular points of the configuration space or branching
points arise only in the paradoxical mechanism. In particular configurations of the paradoxical mechanism
the rods of the double pendulum become parallel. In this case, the mechanism could continue the motion
from the singular points in two different ways. There are two types of smooth motion of the paradoxical
mechanism, which differ by the direction of the disk rotation. In the first case, with a full circle of the
drive link, the disk makes two full circles. In the second case, it makes four full circles. The trajectory of
the free vertex of the lambda-mechanism in the paradoxical mechanism is located between two concentric
circles and alternately touches each circle at three points. In addition, the curve that is located between
two concentric circles and touches each circle in an arbitrary number of points is considered in the article.
It is proved that it is possible to obtain any given number of disk revolutions in one revolution of the
mechanism-driving link. The basic equations of dynamics are written down for the paradoxical mechanism.
The expression for the moment of inertia forces of the disk is written down. The work of the external
moment, which is applied to the leading link of the mechanism, and the work of the disk inertia forces are
compared.
Keywords: Chebyshev’s mechanisms, paradoxical mechanism, hinge mechanism, singular point, holonomic
constraint, Lagrange multipliers
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Введение

В работах П. Л. Чебышёва по теории механизмов рассматривается специальный механизм
для преобразования вращательного движения в движение по заданной кривой, который
получил название «лямбда-механизм». Вероятно, такое название возникло из-за того, что в
некоторых положениях этот шарнирный механизм становится похожим на греческую букву
«𝜆». Лямбда-механизм является плоским шарнирным механизмом с одной степенью свободы,
который состоит из трех связанных стержней. У механизма есть три параметра, которые
однозначно определяют его геометрию. В зависимости от отношений параметров возможно
получить различные формы кривых, которые описывает свободная вершина лямбда-механизма.

Для решения задач о синтезе шарнирных механизмов с остановками, механизмов для двух
качаний коромысла за один оборот кривошипа, механизмов передачи вращательного движения
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Чебышёвым используются свойства кривых, которые описываются лямбда-механизмом [1,2].
Например, для механизма с двумя качаниями за один оборот применяется вспомогательный
лямбда-механизм, который описывает кривую типа «восьмерки». Среди известных меха-
низмов П. Л. Чебышёва только в «парадоксальном» механизме возникают особые точки
конфигурационного пространства, или точки ветвления. Этот «парадоксальный» механизм
является основным объектом исследования в данной статье. Далее кавычки в названии
«парадоксальный механизм» опускаются.

На интернет-ресурсе [3] есть цифровые модели механизмов П. Л. Чебышёва. Некоторые
оригинальные модели П. Л. Чебышёва находятся в музее истории Санкт-Петербургского госу-
дарственного университета. Фотографии, описания и истории некоторых моделей механизмов
есть в [4].

Для описания движения парадоксального механизма применяются уравнения Лагранжа
второго рода, которые подробно описываются в [5,6]. В динамике парадоксального механизма
за один оборот ведущего звена ведомый диск (маховик) совершает два или четыре полных
оборота. Соответственно, при этом получается кратное увеличение скорости на самом диске
в сравнении со скоростью вращения ведущего звена. Поэтому интерес также представляет
сравнение работы, которую совершает ведущее звено под действием (постоянного) внешнего
момента, и работы, которую совершает момент сил инерции диска. Для определения работы
маховика применяется понятие момента сил инерции, которое рассматривается в [7,8] с точки
зрения теории механизмов.

Конфигурационное пространство парадоксального механизма имеет геометрические особые
точки, через которые проходит не одна, а две возможные траектории движения системы.
Особенности конфигурационного пространства возникают из-за зависимых (не)голономных
связей, наложенных на систему. В литературе проблема динамики для систем с геомет-
рическими особенностями является мало исследованной. Перестройки конфигурационного
пространства и бифуркации положений равновесия для особенностей голономных связей
исследуются в [9]. Движение механической системы с особенностями неголономных связей
анализируется в [10]. В статье [11] исследуется механизм с особенностями конфигурацион-
ного пространства, сингулярный маятник. Аналогичный маятник есть и в парадоксальном
механизме. В работе [12] рассматриваются свойства векторных полей на конфигурационном
пространстве с особенностью с помощью методов дифференциальной геометрии.

Статья имеет следующую структуру. В разделе 1 кратко сформулированы результаты
П. Л. Чебышёва по парадоксальному механизму. В разделе 2 обобщаются свойства кривой,
которая описывается свободной вершиной лямбда-механизма в парадоксальном механизме. В
разделе 3 находится момент сил инерции диска (маховика). Статья является продолжением
статьи автора [13], в которой более подробно рассматриваются построения, связанные с
кинематикой и динамикой парадоксального механизма.

В данной работе рассматриваются два новых вопроса, связанных с парадоксальным
механизмом и его обобщениями. Первым вопросом является общее количество оборотов
ведомого звена (обобщенного) парадоксального механизма. В парадоксальном механизме
ведомое звено (или маховик) делает два или четыре полных оборота за один виток ведущего
звена. Рассматривается обобщение парадоксального механизма, в котором ведомое звено
совершает произвольное заданное число оборотов. Вторым вопросом является изучение
момента сил инерции маховика для некоторых типов движения парадоксального механизма.
Рассматриваются два случая: вращение ведущего звена с постоянной угловой скоростью и
действие постоянного момента на ведущее звено.

1. Движения парадоксального механизма

Приведем кратко общую конструкцию парадоксального механизма П. Л. Чебышёва, следуя
работам [1,2]. Парадоксальный механизм состоит из двух частей: лямбда-механизма 𝑂𝐴𝐵𝑀𝐶
и двойного маятника 𝑀𝐷𝑂1. Вершины 𝑂, 𝐶 и 𝑂1 неподвижны. Звено 𝑂𝐴 длины 𝑟 вращается
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вокруг вершины 𝑂. Расстояние 𝐶𝑂 равно 𝑑. Длины отрезков 𝐴𝐵, 𝐵𝑀 и 𝐶𝐵 равны 1
(параметр масштаба). Длина звена 𝐴𝑀 равна 2, вершина 𝐵 является серединой отрезка
𝐴𝑀 . Передвижение звена 𝐴𝑀 ограничено звеном 𝐶𝐵. Параметры 𝑟, 𝑑 и 𝐶𝑂1 подбираются
таким образом, чтобы траектория точки 𝑀 была заключена между двумя концентрическими
окружностями 𝜔1 и 𝜔2 с центром в точке 𝑂1 и радиусами 𝑅1 > 𝑅2. Кривая Υ, которую
описывает точка 𝑀 , последовательно касается каждой окружности 𝜔1 и 𝜔2 в трех точках.
Длины стержней 𝐷𝑂1 и 𝐷𝑀 подбираются по условиям на сумму и разность длин стержней:
𝐷𝑂1 +𝐷𝑀 = 𝑅1 и 𝐷𝑀 −𝐷𝑂1 = 𝑅2. Точка 𝑂1 находится на прямой, ортогональной прямой
𝐶𝑂. Общая схема парадоксального механизма показана на рис. 1.

Рис. 1. Общая схема парадоксального механизма П. Л. Чебышё-
ва. Показана траектория вершины 𝑀 , которая находится между
двумя концентрическими окружностями с центрами в точке 𝑂1

Fig. 1. General scheme of the paradoxical mechanism of
P. L. Chebyshev. The trajectory of the vertex 𝑀 which is
located between two concentric circles with centers in point 𝑂1 is

highlighted

Решение Чебышёва позволяет определить параметры 𝑟, 𝑑 и 𝐶𝑂1 парадоксального меха-
низма, для которых вершина 𝑀 описывает кривую, наименее отклоняющуюся от некоторой
окружности 𝜔 с центром в точке 𝑂1 и радиуса 𝑅. Аналитические выражения для параметров
механизма формулируются в терминах вспомогательного угла 𝜓. Приведем конечные формулы
из [1]:

𝑟 =
2 sin𝜓 · sin 2𝜓 ·

√
2 cos 2𝜓

sin 3𝜓
, 𝑑 =

sin 2𝜓

sin 3𝜓
, 𝐶𝑂1 =

2 cos2 𝜓

sin 3𝜓
. (1)

Полученная кривая, заметаемая точкой 𝑀 , три раза касается окружности радиуса 𝑅1 с
центром в точке 𝑂1 и три раза касается окружности радиуса 𝑅2 с центром в точке 𝑂1. Точки
касания окружностей чередуются. Для радиусов 𝑅1 и 𝑅2 получаются выражения [1]:

𝑅1 +𝑅2

2
=

2 cos𝜓 sin 2𝜓
√

2 cos 2𝜓

sin 3𝜓
,

𝑅1 −𝑅2

2
=

2 cos 2𝜓

sin 3𝜓
. (2)

По результатам сравнения с длинами стержней в сборнике трудов [2], оригинальный парадок-
сальный механизм был построен для значения параметра 𝜓 ≈ 43.669∘. При вычислениях для
угла 𝜓 = 43.669∘ по формулам (1) и (2) получаются следующие значения параметров:

𝑟 = 0.5571409122, 𝑑 = 1.323723763, 𝐶𝑂1 = 1.386699116,

𝑅1 = 0.7067373020, 𝑅2 = 0.4605558024. (3)

60 Научный отдел



С. Н. Бурьян. Динамика парадоксального механизма П. Л. Чебышёва

Углы 𝛼 поворота звена 𝑂𝐴, при которых достигается минимальное или максимальное
расстояние 𝑀𝑂1, получаются при анализе функции 𝑀𝑂1:

𝛼1 = 0.000∘, 𝛼2 = 63.491∘, 𝛼3 = 130.281∘,

𝛼4 = 180.000∘, 𝛼5 = 229.718∘, 𝛼6 = 296.510∘, 𝛼7 = 360.000∘. (4)

Введем вспомогательную функцию знака, которая меняется с +1 на −1 при прохождении
значений 𝛼 через точки 𝛼𝑖 из списка (4):

sign (𝛼) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

+1, если 𝛼1 < 𝛼 и 𝛼 < 𝛼2,

−1, если 𝛼2 < 𝛼 и 𝛼 < 𝛼3,

+1, если 𝛼3 < 𝛼 и 𝛼 < 𝛼4,

−1, если 𝛼4 < 𝛼 и 𝛼 < 𝛼5,

+1, если 𝛼5 < 𝛼 и 𝛼 < 𝛼6,

−1, если 𝛼6 < 𝛼 и 𝛼 < 𝛼7,

0, если 𝛼 = 𝛼𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 7.

Функция sign (𝛼) позволяет описывать движение стержня 𝐷𝑂1 в парадоксальном механизме
при движении 𝐷𝑂1 в одну сторону. В этом случае маятник 𝑀𝐷𝑂1 движется симметрично
относительно подвижной прямой 𝑀𝑂1 при прохождении через углы 𝛼𝑖 из набора (4).

Параметризация парадоксального механизма рассматривалась автором в статье [13].
Приведем здесь только конечные формулы. Введем систему координат в плоскости движения
парадоксального механизма. Начало координат совпадает с точкой 𝐶, ось 𝐶𝑥 направлена по
вектору 𝐶𝑂, ось 𝐶𝑦 ортогональна оси 𝐶𝑥 (см. рис. 1). Координаты вершин 𝐴, 𝐵 и 𝑀 можно
параметризовать углом 𝛼 следующим образом. Положение вершины 𝐴 явно определяется
углом 𝛼. Положение вершины 𝐵 определяется из равнобедренного треугольника 𝐴𝐵𝐶. Для
этого сначала находится середина 𝐻 отрезка 𝐶𝐴. Далее из точки 𝐻 выходит отрезок с длиной,
равной высоте 𝐴𝐻 треугольника 𝐴𝐵𝐶. Для параметризации также вводится середина 𝐾
отрезка 𝐷𝑀 . В результате получается следующая параметризация лямбда-механизма:

𝑥𝐴 = 𝑑+ 𝑟 cos𝛼, 𝑦𝐴 = 𝑟 sin𝛼, 𝐶𝐴 =
√︀
𝑟2 + 𝑑2 + 2𝑟𝑑 cos𝛼, ℎ =

√︂
1 − (𝐶𝐴(𝛼))2

4
;

𝑥𝐵 =

(︃
0 + 𝑥𝐴(𝛼)

2

)︃
− ℎ(𝛼) ·

(︃
𝑦𝐴(𝛼) − 0

𝐶𝐴(𝛼)

)︃
, 𝑦𝐵 =

(︃
0 + 𝑦𝐴(𝛼)

2

)︃
+ ℎ(𝛼) ·

(︃
𝑥𝐴(𝛼) − 0

𝐶𝐴(𝛼)

)︃
,

𝑥𝑀 = 𝑥𝐴(𝛼) + 2(𝑥𝐵(𝛼) − 𝑥𝐴(𝛼)), 𝑦𝑀 = 𝑦𝐴(𝛼) + 2(𝑦𝐵(𝛼) − 𝑦𝐴(𝛼)),

𝑣𝐵 =
√︁

(𝑥′𝐵(𝛼))2 + (𝑦′𝐵(𝛼))2, 𝑀𝑂1 =
√︁

(𝑥𝑀 (𝛼) − 𝑥𝑂1)2 + (𝑦𝑀 (𝛼) − 𝑦𝑂1)2,

𝑥𝐾 =
𝑥𝑀 (𝛼) + 𝑥𝐷(𝛼)

2
, 𝑦𝐾 =

𝑦𝑀 (𝛼) + 𝑦𝐷(𝛼)

2
, 𝑣𝐾 =

√︁
(𝑥′𝐾(𝛼))2 + (𝑦′𝐾(𝛼))2. (5)

Значения 𝑥𝑂1 = 0 и 𝑦𝑂1 = 𝐶𝑂1. Полученные зависимости координат вершин 𝐵 и 𝑀 в (5)
являются гладкими, если ℎ ̸= 0, т. е. треугольник 𝐴𝐵𝐶 является невырожденным. Это условие
выполняется для параметров (3). Углы поворота стержней 𝐶𝐵 и 𝐴𝑀 :

𝑐1 = arctan (𝑦𝐵(𝛼), 𝑥𝐵(𝛼)) , 𝑐2 = arctan (𝑦𝐵(𝛼) − 𝑦𝐴(𝛼), 𝑥𝐵(𝛼) − 𝑥𝐴(𝛼)) .

В функции arctan(𝑦, 𝑥) угол находится с учетом октанта точки (𝑥, 𝑦).
Угол поворота 𝑤 оси 𝑂1𝑀 отсчитывается в следующей неподвижной системе отсчета:

ось 𝑋 ′ совпадает с лучом 𝑂1𝐶, ось 𝑌 ′ параллельна оси 𝐶𝑥. Эта система координат введена
по аналогии с системой координат двойного математического маятника (см. рис. 1). Угол 𝜃1
измеряет отклонение стержня 𝐷𝑂1 от прямой 𝑀𝑂1, угол 𝜃2 равен углу 𝑀𝐷𝑂1. Величина
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углов 𝜃1 и 𝜃2 определяется по теореме косинусов в треугольнике 𝑀𝐷𝑂1. Также введем углы
𝜉 и 𝜂, которые равны углам отклонения стержней 𝐷𝑂1 и 𝐷𝑀 от оси 𝑋 ′ = 𝑂1𝐶. Углы 𝜉 и 𝜂
являются стандартными параметрами для описания положения двойного маятника 𝑀𝐷𝑂1.

Зададим знаки углов 𝜃1 и 𝜃2, для которых получается гладкое движение вершины 𝐷
парадоксального механизма:

𝜃1 = sign (𝛼) · arccos

(︃
(𝑀𝑂1(𝛼))2 +𝐷𝑂2

1 −𝑀𝐷2

2𝑀𝑂1(𝛼) ·𝐷𝑂1

)︃
,

𝜃2 = sign (𝛼) · arccos

(︃
𝐷𝑂2

1 +𝑀𝐷2 − (𝑀𝑂1(𝛼))2

2𝑀𝐷 ·𝐷𝑂1

)︃
,

𝑤 = arctan(𝑥𝑀 (𝛼),−(𝑦𝑀 (𝛼) − 𝐶𝑂1)). (6)

Выражение для угла 𝑤 в (6) получается при переходе из системы координат 𝐶𝑥𝑦 в систему
𝑂1𝑥

′𝑦′. Углы 𝜉 и 𝜂 задаются в зависимости от гладкой ветви движения парадоксального
механизма [13]:

𝜉1 = 𝑤(𝛼) + 𝜃1(𝛼), 𝜂1 = 𝜉1 + 𝜋 + 𝜃2(𝛼),

𝜉2 = 𝑤(𝛼) − 𝜃1(𝛼), 𝜂2 = 𝜉2 + 𝜋 − 𝜃2(𝛼). (7)

Положительный знак перед углами 𝜃1 и 𝜃2 в (7) соответствует типу движения, при котором
точка 𝐷 вращается против часовой стрелки при полном обороте рукоятки 𝑂𝐴 против часовой
стрелки. Отрицательный знак соответствует вращению вершины 𝐷 по часовой стрелке. За
счет смены знака при прохождении через «сложенное» и «раскрытое» положение маятника
𝑀𝐷𝑂1 при углах 𝛼 = 𝛼𝑖 из списка (4) полученное движение (7) является гладким. Без
смены знаков при 𝛼 = 𝛼𝑖 вершина 𝐷 имеет разрывную скорость движения. Это следует
из теории движения сингулярного маятника, которая подробнее рассматривается в [11]. В
парадоксальном механизме двузвенник 𝑀𝐷𝑂1 является сингулярным маятником. Кратко
сформулируем теорему о свойстве конфигурационного пространства.

Теорема 1. Рассматривается двойной маятник 𝑀𝐷𝑂1, вершина 𝑀 движется по
заданной гладкой кривой Υ. Координаты вершины 𝑀 являются гладкими функциями
некоторого параметра 𝛼. Пусть при значении параметра 𝛼 = 𝛼* выполняются следующие
условия:

𝑀𝑂1(𝛼*) = 𝐷𝑀 ±𝐷𝑂1,
𝑑

𝑑𝛼
𝑀𝑂1(𝛼*) = 0,

𝑑2

𝑑𝛼2
𝑀𝑂1(𝛼*) ̸= 0.

Первое условие соответствует особой точке конфигурационного пространства. Тогда в
окрестности точки, которая соответствует 𝛼*, конфигурационное пространство пред-
ставляется как объединение двух гладких кривых, которые пересекаются под ненулевым
углом. При гладком движении углы 𝜃1 и 𝜃2 должны менять знак при прохождении особой
точки 𝛼*.

В особых конфигурациях функция 𝑀𝑂1(𝛼) имеет нулевую первую производную, так
как расстояние 𝑀𝑂1 достигает минимума или максимума. Прямым вычислением можно
проверить, что функция 𝑀𝑂1(𝛼) имеет ненулевую вторую производную [13]. Следовательно,
по теореме 1 кривые (𝜉1, 𝜂1) и (𝜉2, 𝜂2) являются гладкими, а геометрическая особенность
может быть представлена как две пересекающиеся кривые.

Теперь запишем уравнения движения парадоксального механизма под действием сил
инерции или приложенного внешнего момента 𝑀Σ, который действует на ведущее звено. В
статье автора [13] было показано, что кинетическая энергия парадоксального механизма
может быть представлена как сумма двух приведенных моментов:

𝑇 (𝛼, �̇�) =
1

2
𝐽Σ(𝛼)(�̇�)2 =

1

2
(𝐽𝜆(𝛼) + 𝐽𝑝(𝛼)) (�̇�)2. (8)
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Приведенный момент 𝐽𝜆 в (8) для лямбда-механизма:

𝐽𝜆(𝛼) = 𝐼𝑂𝐴 + 𝐼𝐶𝐵(𝑐′1(𝛼))2 +𝑚𝐴𝑀 (𝑣𝐵(𝛼))2 + 𝐼𝐴𝑀 (𝑐′2(𝛼))2.

Приведенный момент 𝐽𝑝 в (8) для двойного маятника 𝑀𝐷𝑂1:

𝐽𝑝(𝛼) = 𝐼𝐷𝑂1(𝜉′(𝛼))2 + 𝐼𝐷𝑀 (𝜂′(𝛼))2 +𝑚𝐷𝑀 (𝑣𝐾(𝛼))2.

Уравнение движения при действии момента 𝑀Σ, который приложен к ведущей рукоятке 𝑂𝐴,
получается применением уравнений Лагранжа второго рода:

�̈� =
𝑀Σ(𝛼)

𝐽Σ(𝛼)
−

1

2

𝐽 ′
Σ(𝛼)

𝐽Σ(𝛼)
(�̇�)2. (9)

В модели парадоксального механизма из [2] стержень 𝐷𝑂1 заменяется на массивный диск. В
результате получается дополнительный момент, который должен обеспечивать вращение звена
𝐷𝑂1 в одну сторону. Для модели динамики парадоксального механизма с диском достаточно
заменить момент инерции стержня 𝐷𝑂1 на момент инерции диска в выражении для 𝐽𝑝 в (8).

Замечание 1. При численном моделировании движения парадоксального механизма
по формулам (9) необходима повышенная точность в десятичных знаках для параметров
механизма. Округление до третей цифры после запятой у длин стержней (3) приводит к
заметным скачкам кинетической энергии. При использовании шести знаков после запятой
результаты получаются более «гладкими».

2. Особые точки и количество вращений

Рассмотрим более общий случай, когда вершина 𝑀 маятника 𝑀𝐷𝑂1 движется по некото-
рой гладкой кривой Υ. Кривая Υ может отличаться от множества точек, которое заметает
вершина лямбда-механизма. При этом считается, что кривая Υ как множество точек диффео-
морфна окружности на плоскости, поэтому возможно говорить об одном обороте точки 𝑀 по
кривой Υ.

Предполагается, что положение точки 𝑀 на кривой Υ гладко параметризуется углом 𝑤
отклонения луча 𝑀𝑂1 от некоторой фиксированной прямой (в парадоксальном механизме
от прямой 𝑂1𝐶). Пусть кривая Υ заключена между двумя концентрическими окружностями
𝜔1 и 𝜔2 с центром в точке 𝑂1 и радиусами 𝑟1 > 𝑟2. Предположим также, что кривая Υ
касается окружности 𝜔1 в точках 𝛼𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 и касается окружности 𝜔2 в точках 𝛽𝑖,
𝑖 = 1, . . . , 𝑛, причем порядок касания чередуется: 𝛼1 = 0, 𝛽1, 𝛼2, 𝛽2, . . . , 𝛼𝑛−1, 𝛽𝑛−1, 𝛼𝑛 = 2𝜋.
Длины стержней 𝐷𝑂1 и 𝑀𝐷 подобраны так, что сумма длин 𝐷𝑂1 +𝑀𝐷 равна радиусу 𝑟1
большей окружности, а разность длин 𝑀𝐷 −𝐷𝑂1 равна радиусу 𝑟2 меньшей окружности.
Предполагается, что 𝑀𝐷 > 𝐷𝑂1.

В точках 𝛼𝑖 стержни 𝐷𝑂1 и 𝑀𝐷 становятся параллельными (маятник 𝑀𝐷𝑂1 «раскры-
тый»), а в точках 𝛽𝑖 стержни 𝐷𝑂1 и 𝑀𝐷 становятся антипараллельными (маятник 𝑀𝐷𝑂1

«сложенный»). Общая схема показана на рис. 2. Точками 𝑀1,𝑀2,𝑀3 и 𝐷1, 𝐷2, 𝐷3 показа-
ны три положения маятника для двух максимальных расстояний (точки 𝑀1 и 𝑀3) и для
минимального расстояния (точка 𝑀2). Значения ∆1 и ∆2 показывают угол, на который
поворачивается звено 𝐷𝑖𝑂1.

Рассмотрим, сколько оборотов сделает звено 𝐷𝑂1 при движении точки 𝑀 по кривой Υ.
Как будет показано далее, дополнительное количество оборотов звена 𝐷𝑂1 связано с наличием
особых точек, в которых стержни 𝐷𝑂1 и 𝑀𝐷 становятся (анти)параллельными. Также общее
число оборотов зависит от направления вращения звена 𝐷𝑂1.

Предложение 1. Если стержни 𝐷𝑂1 и 𝐷𝑀 не становятся параллельными или ан-
типараллельными при движении 0 6 𝑤 6 2𝜋, то за один оборот точки 𝑀 по кривой Υ
стержень 𝐷𝑂1 делает один оборот.
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Рис. 2. Перемещение звена 𝐷𝑂1 при обороте точки 𝑀 и 𝐷𝑂1 в
одну сторону

Fig.. 2. Motion of the rod 𝐷𝑂1 with full circle of vertexes 𝑀 and
𝐷𝑂1 in similar direction

Доказательство. Так как стержни 𝐷𝑂1 и 𝐷𝑀 не могут стать параллельными или
антипараллеьными, то угол 𝜃1 заключен в интервале 0 < 𝜃1 < 𝜋 или в интервале −𝜋 < 𝜃1 < 0.
Угол поворота стержня 𝐷𝑂1 равен 𝑤 + 𝜃1(𝑤). Тогда сумма 𝑤 + 𝜃1(𝑤) не может стать равной
0, 4𝜋 или −2𝜋. При движении вершины 𝑀 по кривой Υ угол 𝑤 меняется от 0 до 2𝜋. Так
как стержень 𝐷𝑂1 возвращается в начальное положение, делая целое число оборотов, то
сумма 𝑤 + 𝜃1(𝑤) может быть равной только 2𝜋. Следовательно, возможен только один оборот
вершины 𝐷. �

Предложение 2. Пусть выполнены следующие условия: 𝐷𝑂1+𝐷𝑀 = 𝑟1, 𝐷𝑀−𝐷𝑂1 = 𝑟2
и стержень 𝐷𝑂1 всегда вращается в ту же сторону, в которую движется точка 𝑀 .
Предположим, что стержни 𝐷𝑂1 и 𝐷𝑀 последовательно становятся параллельными и
антипараллельными 2𝑛 раз. Тогда за один оборот точки 𝑀 по кривой Υ стержень 𝐷𝑂1

суммарно делает 𝑛+ 1 оборот.

Доказательство. Будем считать, что движение вершины 𝑀 идет по часовой стрелке.
Такое движение будет у парадоксального механизма при движении по кривой (𝜉2, 𝜂2). Рас-
смотрим, на какой угол должен повернуться стержень 𝐷𝑂1 при переходе от значения 𝜉 = 𝛼1

(максимальное расстояние 𝑀𝑂1) к значению 𝜉 = 𝛽1 (минимальное расстояние 𝑀𝑂1). При
повороте в точки 𝑀 и стержня 𝐷𝑂1 в одну сторону стержень 𝐷𝑂1 должен повернуться
на угол 𝛽1 − 𝛼1 + 𝜋 (см. рис. 2). При переходе от угла 𝜉 = 𝛽1 к углу 𝜉 = 𝛼2 (максималь-
ное расстояние 𝑀𝑂1) стержень 𝐷𝑂1 должен повернуться на угол 𝛼2 − 𝛽1 + 𝜋. Продолжая
аналогично, получаем суммарное приращение ∆ угла поворота 𝐷𝑂1:

∆ = (𝛽1 − 𝛼1 + 𝜋) + (𝛼2 − 𝛽1 + 𝜋) + . . .+ (𝛼𝑛 − 𝛽𝑛−1 + 𝜋) = 2𝜋𝑛+ (𝛼𝑛 − 𝛼1) = 2𝜋(𝑛+ 1).

Значит, суммарно будет 𝑛+ 1 полный оборот стержня 𝐷𝑂1. �

Предложение 3. Пусть выполнены следующие условия: 𝐷𝑂1+𝐷𝑀 = 𝑟1, 𝐷𝑀−𝐷𝑂1 = 𝑟2
и стержень 𝐷𝑂1 всегда вращается в сторону, противоположную движению точки 𝑀 .
Предположим, что стержни 𝐷𝑂1 и 𝐷𝑀 последовательно становятся параллельными и
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антипараллельными 2𝑛 раз. Тогда за один оборот точки 𝑀 по кривой Υ стержень 𝐷𝑂1

суммарно делает 𝑛− 1 оборот.

Доказательство. Будем считать, что движение вершины 𝑀 идет по часовой стрелке,
а стержень 𝐷𝑂1 движется против часовой стрелки. Рассмотрим, на какой угол должен
повернуться стержень 𝐷𝑂1 при переходе от значения 𝜉 = 𝛼1 (максимальное расстояние 𝑀𝑂1)
к значению 𝜉 = 𝛽1 (минимальное расстояние 𝑀𝑂1). При повороте точки 𝑀 и стержня 𝐷𝑂1 в
разные стороны стержень 𝐷𝑂1 должен повернуться на угол −𝜋 + (𝛽1 − 𝛼1). Действительно,
для поворота по часовой стрелке стержень 𝐷𝑂1 должен повернуться на угол 𝜋 + 𝛽1 − 𝛼1.
Тогда при повороте против часовой стрелки, с учетом знака, получаем поворот на угол

−(2𝜋 − (𝜋 + 𝛽1 − 𝛼1)) = −𝜋 + (𝛽1 − 𝛼1).

При переходе от угла 𝜉 = 𝛽1 к углу 𝜉 = 𝛼2 (максимальное расстояние 𝑀𝑂1) стержень 𝐷𝑂1

должен повернуться на угол −𝜋 + (𝛼2 − 𝛽1). Продолжая аналогично, получаем суммарное
приращение ∆ угла поворота 𝐷𝑂1:

∆ = −𝜋+ (𝛽1 −𝛼1)− 𝜋+ (𝛼2 − 𝛽1) + . . .− 𝜋+ (𝛼𝑛 − 𝛽𝑛−1) = −2𝜋𝑛+ (𝛼𝑛 −𝛼1) = −2𝜋(𝑛− 1).

Значит, суммарно будет 𝑛− 1 полный оборот стержня 𝐷𝑂1. �

Вернемся к парадоксальному механизму П. Л. Чебышёва. В парадоксальном механиз-
ме [1,2] параметры лямбда-механизма 𝑂𝐴𝐵𝐶𝑀 и положение точки 𝑂1 подобраны так, что
расстояние 𝑀𝑂1 ровно 3 раза достигает максимального значения и ровно 3 раза достигает
минимального значения. Минимальные и максимальные значения расстояния 𝑀𝑂1 чередуют-
ся. В модели механизма на сайте [3] показано, что при вращении ведущего звена возможно
два варианта для суммарного числа оборотов ведомого маховика: 4 оборота или 2 оборота.

Замечание 2. Выводы в предложениях 2 и 3 согласуются с движением парадоксального
механизма. В этом механизме есть 𝑛 = 3 пар минимумов и максимумов функции 𝑀𝑂1. Когда
точки 𝑀 и 𝐷 движутся в одну сторону, то стержень 𝐷𝑂1 делает 𝑛+ 1 = 4 оборота. Когда
точки 𝑀 и 𝐷 движутся в разные стороны, то получается 𝑛− 1 = 2 полных оборота.

3. Работа сил инерции на диске

В этом разделе рассматривается соотношение работы момента внешних сил 𝑀Σ, прило-
женного к рукоятке 𝑂𝐴, к работе момента сил инерции 𝑀1, приложенного к звену (или
диску) 𝐷𝑂1 парадоксального механизма. Анализируются два варианта движения. В первом
случае момент 𝑀Σ подбирается так, что угол 𝛼 имеет постоянную скорость. Как следствие,
�̈� = 0. Во втором варианте считается, что момент 𝑀Σ является постоянным. В общем случае
функции 𝑀Σ, 𝜉, 𝐽Σ являются функциями угла 𝛼. Момент инерции 𝐽1 диска 𝐷𝑂1 является
константой.

Замечание 3. В лямбда-механизме 𝑂𝐴𝐵𝐶𝑀 положение вершин 𝐴, 𝐵 и 𝑀 зависит только
от угла 𝛼 поворота звена 𝑂𝐴 относительно луча 𝐶𝑂 (см. рис. 1). Угол 𝑤 описывает поворот
точки 𝑀 относительно луча 𝑂1𝐶. За один оборот звена 𝑂𝐴 вершина 𝑀 делает один полный
оборот вокруг точки 𝑂1. Следовательно, за один поворот звена 𝑂𝐴 угол 𝑤 меняется от 0 до
2𝜋. За один оборот угол 𝑤 получает приращение в 2𝜋 радиан. Тогда для 𝑘 оборотов

𝑤(𝛼+ 2𝜋𝑘) = 𝑤(𝛼) + 2𝜋𝑘.

При дифференцировании получаем, что скорость изменения угла

𝑤′(𝛼+ 2𝜋𝑘) = 𝑤′(𝛼) + 0 = 𝑤′(𝛼)

является периодической функцией с периодом 2𝜋.
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В двойном маятнике 𝑀𝐷𝑂1 угол 𝜉 (см. рис. 1) делает 2 или 4 оборота при изменении
угла 𝛼 от 0 до 2𝜋, т. е.

𝜉(𝛼+ 2𝜋𝑘) = 𝜉(𝛼) + 2𝜋𝑘𝑚

для некоторого целого 𝑚 (в зависимости от направления вращения диска). Следовательно,
скорость изменения угла

𝜉′(𝛼+ 2𝜋𝑘) = 𝜉′(𝛼) + 0 = 𝜉′(𝛼)

будет 2𝜋-периодической функцией.
Также рассмотрим приращения ∆𝑘𝑤 и ∆𝑘𝜉 функций 𝑤 и 𝜉, которые получаются за 𝑘

полных оборотов угла 𝛼. Выражения для приращений углов

∆𝑘𝑤 = 𝑤(𝛼+ 2𝜋𝑘) − 𝑤(𝛼) = 2𝜋𝑘, ∆𝑘𝜉 = 𝜉(𝛼+ 2𝜋𝑘) − 𝜉(𝛼) = 2𝜋𝑘𝑚

линейно зависят от числа полных оборотов 𝑘. Следовательно, функции 𝑤 и 𝜉 можно предста-
вить как суммы линейных и периодических функций:

𝑤(𝛼) = 𝛼+ (𝑤(𝛼) − 𝛼)⏟  ⏞  
2𝜋-периодическая

, 𝜉(𝛼) = 𝑚𝛼+ (𝜉(𝛼) −𝑚𝛼)⏟  ⏞  
2𝜋-периодическая

.

Полученное представление в виде суммы линейной и периодической функции также доказы-
вает, что функции 𝑤 и 𝜉 имеют периодические производные.

Периодичность производных функции 𝜂(𝛼) доказывается аналогично периодичности про-
изводных функции 𝜉(𝛼).

Замечание 4. Приведенный момент парадоксального механизма 𝐽Σ зависит от при-
веденного момента 𝐽𝜆 лямбда-механизма и приведенного момента 𝐽𝑝 двойного маятника.
Линейные и угловые скорости звеньев лямбда-механизма и двойного маятника являются
2𝜋-периодическими функциями угла 𝛼 по замечанию 3. Следовательно, приведенный момент
𝐽Σ также является периодической функцией: 𝐽Σ(𝛼+ 2𝜋𝑘) = 𝐽Σ(𝛼).

Замечание 5. Динамически углы 𝑤 и 𝜉 получают приращения на целое число оборотов
при полном обороте угла 𝛼. При этом геометрически для значений угла 𝛼 = 0 и 𝛼 = 2𝜋
лямбда-механизм 𝑂𝐴𝐵𝐶𝑀 находится в одной и той же конфигурации. Двойной маятник
𝑀𝐷𝑂1 также возвращается в начальное положение при изменении угла 𝛼 от 0 до 2𝜋 радиан.
При этом звено 𝑂1𝐷 делает 2 или 4 полных оборота. Геометрическая периодичность движения
звеньев парадоксального механизма с периодом 2𝜋 наглядно показана в анимации 3D-модели
механизма на сайте Механизмы П. Л. Чебышева https://tcheb.ru/.

Работа момента 𝑀Σ за один оборот рукоятки 𝑂𝐴:

𝐴𝑖𝑛 =

∫︁ 2𝜋

0
𝑀Σ 𝑑𝛼. (10)

Работа момента сил инерции 𝑀1 (за один оборот ведущего звена), который приложен к диску
𝐷𝑂1, можно привести к следующему виду с учетом 𝑑𝜉 = 𝜉′𝑑𝛼:

𝐴𝑜𝑢𝑡 =

∫︁ 2𝜋

0
𝑀1 𝑑𝜉 =

∫︁ 2𝜋

0
𝑀1 𝜉

′ 𝑑𝛼. (11)

Кинетическая энергия 𝑇1 звена (или диска) 𝐷𝑂1:

𝑇1 =
1

2
𝐽1(𝜉)

2.

При движении парадоксального механизма под действием внешнего момента 𝑀Σ на ведущем
звене 𝑂𝐴 диск 𝐷𝑂1 движется по инерции. На каждый малую часть диска массой 𝑑𝑚 на
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расстоянии ℎ от неподвижной вершины 𝑂1 действует сила инерции F(𝜉, 𝜉, 𝜉, ℎ), которая
вызвана ускорением a этой массы. Мгновенная работа силы инерции 𝐴𝐷𝑖𝑠𝑘 является суммой
работ всех сил инерции F. Обозначим как 𝑑𝑠 мгновенный вектор перемещения массы 𝑑𝑚.
После упрощений получаем:

𝑑𝑠 = ℎ(− sin(𝜉), cos(𝜉)) 𝑑𝜉,

F = a 𝑑𝑚 = ℎ(− cos(𝜉)(𝜉)2 − sin(𝜉) 𝜉,− sin(𝜉)(𝜉)2 + cos(𝜉) 𝜉) 𝑑𝑚,

𝐴𝐷𝑖𝑠𝑘 =

∫︁
𝐷𝑖𝑠𝑘

F𝑑𝑠 = 𝜉 𝑑𝜉

(︂∫︁
𝐷𝑖𝑠𝑘

ℎ2𝑑𝑚

)︂
= 𝐽1𝜉 𝑑𝜉.

Тогда можно положить, что момент 𝑀1 «сил инерции диска» определяется выражением

𝑀1 = 𝐽1𝜉. (12)

Аналогичные определения момента сил инерции приведены в литературе. Например, в [7]
и [8] применяется уравновешивающий момент 𝑀 ′

1 = −𝐽1𝜉 для движения диска по инерции.
Скорость и ускорения угла 𝜉 выражаются через производные угла 𝛼:

𝜉 = 𝜉′�̇�, 𝜉 = 𝜉′′(�̇�)2 + 𝜉′�̈�.

При подстановке �̈� из уравнения (9) в формулу (12) получается

𝑀1 = 𝐽1

(︃(︃
𝜉′′ −

1

2
𝜉′
𝐽 ′
Σ

𝐽Σ

)︃
(�̇�)2 + 𝜉′

𝑀Σ

𝐽Σ

)︃
. (13)

Квадрат скорости (�̇�)2 находится по уравнению изменения кинетической энергии всего
парадоксального механизма под действием внешнего момента 𝑀Σ от начального угла 𝛼 = 𝛼0

до угла 𝛼:

𝐽Σ(𝛼)(�̇�)2 − 𝐽Σ(𝛼0)(�̇�0)
2 = 2

∫︁ 𝛼

𝛼0

𝑀Σ𝑑𝛼. (14)

Предложение 4. Если вращение звена 𝑂𝐴 происходит с постоянной угловой скоро-
стью, то работа момента 𝑀1 за один оборот звена 𝑂𝐴 равна 0.

Доказательство. При постоянной угловой скорости звена 𝑂𝐴 получаем �̇� = �̇�0 и �̈� = 0.
Тогда выражение (12) для момента 𝑀1 упрощается:

𝑀1 = 𝐽1𝜉
′′(𝛼)(�̇�)2 = 𝐽1𝜉

′′(𝛼)(�̇�0)
2.

Функция 𝜉′(𝛼) является 2𝜋-периодической по замечанию 3. Тогда выполняется соотношение

𝐴𝑜𝑢𝑡 = 𝐽1

∫︁ 2𝜋

0
𝜉′′ · (�̇�0)

2(𝜉′𝑑𝛼) = (�̇�0)
2𝐽1

∫︁ 2𝜋

0
𝜉′𝜉′′𝑑𝛼 = (�̇�0)

2𝐽1

(︃
(𝜉′)2

2

)︃ ⃒⃒⃒2𝜋
0

= 0.

Значит, при постоянной скорости вращения звена 𝑂𝐴 работа сил инерции за один оборот
ведущего звена равна нулю. �

Предложение 5. Если вращение происходит под действием постоянного момента
𝑀Σ(𝛼) = 𝑀Σ, то работа момента сил инерции 𝑀1 зависит от отношения 𝐽1 и 𝐽Σ при
значении 𝛼 = 0.

Доказательство. По замечанию 4 приведенный момент 𝐽Σ является 2𝜋-периодическим,
т. е. 𝐽Σ(2𝜋) = 𝐽Σ(0). Тогда при постоянном моменте 𝑀Σ из выражения (14) получаем

𝐽Σ(2𝜋)(�̇�2𝜋)2 − 𝐽Σ(0)(�̇�0)
2 = 𝐽Σ(0) · ((�̇�2𝜋)2 − (�̇�0)

2) = 4𝜋𝑀Σ. (15)
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После подстановки (14) и (13) в (11) получаем выражение для работы 𝐴𝑜𝑢𝑡 момента 𝑀1 за
один оборот звена 𝑂𝐴:

𝐴𝑜𝑢𝑡 = 𝐽1

∫︁ 2𝜋

0

(︃(︃
𝜉′′ −

1

2
𝜉′
𝐽 ′
Σ

𝐽Σ

)︃(︃
2
∫︀ 𝛼
0 𝑀Σ𝑑𝛼+ 𝐽Σ(0)(�̇�0)

2

𝐽Σ

)︃
+ 𝜉′

𝑀Σ

𝐽Σ

)︃
𝜉′𝑑𝛼.

Величину работы 𝐴𝑜𝑢𝑡 проще найти через изменение кинетической энергии диска. С учетом
2𝜋-периодичности функции 𝜉′(𝛼) по замечанию 3 получаем

2

∫︁ 2𝜋

0
𝑀1𝑑𝜉 = 𝐽1(𝜉2𝜋)2 − 𝐽1(𝜉0)

2 = 𝐽1(𝜉
′(0))2 · ((�̇�2𝜋)2 − (�̇�0)

2). (16)

Выразим (�̇�2𝜋)2 − (�̇�0)
2 из уравнения (15) и подставим в (16). Тогда

𝐴𝑜𝑢𝑡 =

∫︁ 2𝜋

0
𝑀1𝑑𝜉 = 2𝜋𝑀Σ(𝜉′(0))2

(︃
𝐽1

𝐽Σ(0)

)︃
.

Отношение работ 𝐴𝑜𝑢𝑡 и 𝐴𝑖𝑛 = 2𝜋𝑀Σ:

𝑘 =
𝐴𝑜𝑢𝑡

𝐴𝑖𝑛
=
𝐽1(𝜉

′(0))2

𝐽Σ(0)
=

𝐽1(𝜉
′(0))2

𝐽1(𝜉′(0))2 + . . .
< 1

зависит от соотношения 𝐽1 и 𝐽Σ(0). �

Заключение

В данной работе исследовались свойства движения ведомого маховика (диска) в пара-
доксальном механизме П. Л. Чебышёва. Количество оборотов, которые совершит диск за
один оборот ведущего звена, зависит от свойств конфигурационного пространства. Если в
конфигурационном пространстве нет геометрических особенностей, то диск делает только
один полный оборот. При наличии особенностей диск может совершить более одного полного
оборота. Геометрически особым положениям механизма соответствуют конфигурации, в кото-
рых стержни двойного маятника в парадоксальном механизме становятся параллельными или
антипараллельными. При наличии особых точек диск может всегда двигаться в одну сторону:
только по часовой или только против часовой стрелки. Без особых точек диск периодически
меняет направление движения на противоположное.

В парадоксальном механизме ведомый диск может сделать два или четыре полных оборота
за один оборот ведущей рукоятки. Количество оборотов зависит от начального направления
вращения диска. В общем случае показано, что механизмы типа парадоксального могут
совершать любое заданное количество оборотов. Также изучен коэффициент передачи между
работой, совершаемой внешним моментом, и работой сил инерции на диске.
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