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Введение

Сплайн-методы широко применяются в теории функций, вычислительной математике,
при решении прикладных задач. В настоящее время хорошо разработана теория интерпо-
ляционных сплайнов [1]. Построение интерполяционных полиномиальных сплайнов требует
дополнительной информации об интерполируемой функции, значительного объема вычис-
лительных работ и специального выбора сетки. В то же время, как отмечается в [2, с. 164],
«во многих практических задачах не всегда необходимо выполнение условий интерполяции,
а определяющим является требование хорошей аппроксимации функции при минимальных
вычислительных затратах». Сплайны с такими свойствами получили название аппрокси-
мационных, или А-сплайнов. В данной работе будут построены А-сплайны, требующие от
функции, заданной на сетке на отрезке, только свойства непрерывности.

1. Построение и свойства параболического сплайна

Пусть 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶[0, 1] задана набором ее значений:

̂︀𝑓 = 𝑓(𝑥𝑖)
𝑛
0 , 𝑓𝑖 = 𝑓(𝑥𝑖), 𝑥𝑖+1 = 𝑥𝑖 +

1

𝑛
.

Построим параболический сплайн, дающий равномерные приближения к 𝑓(𝑥) на [0, 1]. При-
меним следующий метод: построим ломаную 𝐿𝑛

̂︀𝑓 : (𝐿𝑛
̂︀𝑓)(𝑥𝑖) = 𝑓𝑖, 𝑖 = 0, . . . , 𝑛, а затем

сгладим с помощью разрывного оператора Стеклова [3]:

𝑆𝛼𝐿𝑛
̂︀𝑓 =

{︃
𝑆𝛼2𝐿𝑛

̂︀𝑓, 𝑥 ∈ [0, 12 ],

𝑆𝛼1𝐿𝑛
̂︀𝑓, 𝑥 ∈ [12 , 1],

(1)

где

𝑆𝛼1 𝜙 =
1

𝛼

∫︁ 𝑥

𝑥−𝛼
𝜙(𝑡)𝑑𝑡, 𝑆𝛼2 𝜙 =

1

𝛼

∫︁ 𝑥+𝛼

𝑥
𝜙(𝑡)𝑑𝑡.

(Запись (1) означает: как именно определено значение (𝑆𝛼𝐿𝑛
̂︀𝑓)(12)— несущественно.)

Идея построения операторов с разрывной областью значений, в том числе разрывного
оператора Стеклова с целью получения равномерных приближений к непрерывным функ-
циям на отрезке, была выдвинута в 2006 г. А. П. Хромовым. С 2010 г. эти операторы стали
использоваться автором при решении задач теории приближений и некорректных задач
(см. обзор [3]).

Получим формулы для вычисления параболического сплайна.

Теорема 1 ([4]). Функция 𝑆𝛼𝐿𝑛
̂︀𝑓 при 𝛼 = 1

𝑛 представляет собой параболический сплайн,
разрывный в точке 𝑥 = 1

2 и вычисляемый по формуле

(𝑆𝛼𝐿𝑛
̂︀𝑓)(𝑥) = {︃𝐴+

𝑖 𝑥
2 +𝐵+

𝑖 𝑥+ 𝐶+
𝑖 , 𝑥 ∈ [0, 12 ],

𝐴−
𝑖 𝑥

2 +𝐵−
𝑖 𝑥+ 𝐶−

𝑖 , 𝑥 ∈ [12 , 1],

где 𝑥 ∈ [𝑥𝑖, 𝑥𝑖+1], 𝑖 = 0, . . . , 𝑛2 −1 при 𝑛 четном, 𝑖 = 0, . . . , 𝑛−1
2 при 𝑛 нечетном для 𝑥 ∈ [0, 12 ];

𝑖 = 𝑛
2 , . . . , 𝑛− 1 при 𝑛 четном, 𝑖 = 𝑛−1

2 , . . . , 𝑛− 1 при 𝑛 нечетном для 𝑥 ∈ [12 , 1],

𝐴+
𝑖 =

𝑛2

2
(𝑓𝑖+2 − 2𝑓𝑖+1 + 𝑓𝑖),

𝐵+
𝑖 = −𝑛2[𝑓𝑖+2𝑥𝑖 − 𝑓𝑖+1(𝑥𝑖 + 𝑥𝑖+1) + 𝑓𝑖𝑥𝑖+1],

𝐶+
𝑖 =

𝑛2

2
(𝑓𝑖+2𝑥

2
𝑖 + 𝑓𝑖𝑥

2
𝑖+1) + (

1

2
− 𝑛2𝑥𝑖𝑥𝑖+1)𝑓𝑖+1.

(2)

Формулы для 𝐴−
𝑖 , 𝐵−

𝑖 , 𝐶−
𝑖 получаются из (2) заменой 𝑓𝑖+2 на 𝑓𝑖+1, 𝑓𝑖+1 на 𝑓𝑖, 𝑓𝑖 на

𝑓𝑖−1.
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При этом

(𝑆𝛼𝐿𝑛
̂︀𝑓)(𝑥𝑖) = {︃1

2(𝑓𝑖 + 𝑓𝑖+1), 𝑥𝑖 ∈ [0, 12 ],
1
2(𝑓𝑖 + 𝑓𝑖−1), 𝑥𝑖 ∈ [12 , 1].

Доказательство. Любая точка 𝑥 ∈ [0, 1] попадает в один из отрезков [𝑥𝑖, 𝑥𝑖+1], 𝑖 =
= 0, . . . , 𝑛− 1. При этом точка разрыва 𝑥 = 1

2 есть узел 𝑛
2 при 𝑛 четном, а при 𝑛 нечетном

она является внутренней точкой отрезка [𝑥𝑛−1
2
, 𝑥𝑛+1

2
].

По формулам линейной интерполяции для 𝑥 ∈ [𝑥𝑖, 𝑥𝑖+1] (𝐿𝑛
̂︀𝑓)(𝑥) = 𝑎𝑖𝑥 + 𝑏𝑖, где 𝑎𝑖 =

= 𝑛(𝑓𝑖+1 − 𝑓𝑖), 𝑏𝑖 = 𝑛(𝑓𝑖𝑥𝑖+1 − 𝑓𝑖+1𝑥𝑖).
Если 𝑥 ∈ [0, 12 ], то

1

𝛼

∫︁ 𝑥+𝛼

𝑥
(𝐿𝑛

̂︀𝑓)(𝑡) 𝑑𝑡 = 1

𝛼

∫︁ 𝑥𝑖+1

𝑥
(𝑎𝑖𝑡+ 𝑏𝑖) 𝑑𝑡+

1

𝛼

∫︁ 𝑥+𝛼

𝑥𝑖+1

(𝑎𝑖+1𝑡+ 𝑏𝑖+1) 𝑑𝑡.

Если 𝑥 ∈ [12 , 1], то

1

𝛼

∫︁ 𝑥

𝑥−𝛼
(𝐿𝑛

̂︀𝑓)(𝑡) 𝑑𝑡 = 1

𝛼

∫︁ 𝑥𝑖

𝑥−𝛼
(𝑎𝑖−1𝑡+ 𝑏𝑖−1) 𝑑𝑡+

1

𝛼

∫︁ 𝑥

𝑥𝑖

(𝑎𝑖𝑡+ 𝑏𝑖) 𝑑𝑡.

Вычисляем интегралы, группируем слагаемые при 𝑥2, 𝑥, 𝑥0— получаем формулы для ко-
эффициентов параболы на участке [𝑥𝑖, 𝑥𝑖+1]. Полагая 𝑥 = 𝑥𝑖, получаем значение (𝑆𝛼𝐿𝑛

̂︀𝑓)(𝑥𝑖).
Другой вид формул для 𝐴−

𝑖 , 𝐵−
𝑖 , 𝐶−

𝑖 приведен в [5]. □

Теорема 2. Для любой 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶[0, 1] и 𝛼 = 1
𝑛 справедлива оценка⃦⃦⃦

𝑆𝛼𝐿𝑛
̂︀𝑓 − 𝑓

⃦⃦⃦
𝐿∞

⩽ 2𝜔(
1

𝑛
),

где ‖·‖𝐿∞
= max

{︁
‖·‖𝐶[0,1/2] , ‖·‖𝐶[1/2,1]

}︁
, 𝜔( 1𝑛)— модуль непрерывности функции 𝑓(𝑥) на

[0, 1].

Доказательство. Утверждение теоремы вытекает из оценок⃦⃦⃦
𝑆𝛼𝐿𝑛

̂︀𝑓 − 𝑓
⃦⃦⃦
𝐿∞

⩽ ‖𝑆𝛼‖𝐶[0,1]→𝐿∞
·
⃦⃦⃦
𝐿𝑛
̂︀𝑓 − 𝑓

⃦⃦⃦
𝐶[0,1]

+ ‖𝑆𝛼𝑓 − 𝑓‖𝐿∞
,⃦⃦⃦

𝐿𝑛
̂︀𝑓 − 𝑓

⃦⃦⃦
𝐶[0,1]

⩽ 𝜔(
1

𝑛
), ‖𝑆𝛼𝑓 − 𝑓‖𝐿∞

⩽ 𝜔(𝛼)

и того, что ‖𝑆𝛼‖𝐶[0,1]→𝐿∞
= 1. □

Следствие. Для любой 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶[0, 1] и 𝛼 = 1
𝑛 выполняется сходимость⃦⃦⃦

𝑆𝛼𝐿𝑛
̂︀𝑓 − 𝑓

⃦⃦⃦
𝐿∞[0,1]

→ 0 при 𝑛→ ∞.

2. А-сплайны произвольной степени

Если вместо оператора 𝑆𝛼 в (1) мы рассмотрим оператор 𝑆𝑚−1
𝛼 , который получается

заменой в правой части (1) операторов 𝑆𝛼𝑖, 𝑖 = 1, 2, на 𝑆𝑚−1
𝛼𝑖 , то таким же способом получим

полиномиальный сплайн степени 𝑚 𝑆𝑚−1
𝛼 𝐿𝑛

̂︀𝑓 .

Теорема 3. Максимальная степень 𝑚 полиномиального сплайна 𝑆𝑚−1
𝛼 𝐿𝑛

̂︀𝑓 на отрезке
[0, 1] при фиксированном 𝑛 есть 𝑛

2 + 1 при 𝑛 четном и 𝑛+1
2 при 𝑛 нечетном.
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Доказательство. При построении сплайна степени 𝑚 мы применяем оператор 𝑆𝛼 к
сплайну степени 𝑚 − 1. Так, при построении кубического сплайна мы применяем 𝑆𝛼 к
параболическому и проводим вычисления по той же схеме, что и в теореме 1. При 𝑥 ∈ [0, 12 ]
коэффициенты сплайна выражаются через 𝑓𝑖+2,𝑓𝑖+1, 𝑓𝑖 на [𝑥𝑖, 𝑥𝑖+1] и через 𝑓𝑖+3,𝑓𝑖+2, 𝑓𝑖+1

на [𝑥𝑖+1, 𝑥𝑖+2].
Значит, коэффициенты кубического сплайна будут выражаться через значения 𝑓(𝑥) в

четырех узлах: 𝑓𝑖+3, 𝑓𝑖+2, 𝑓𝑖+1, 𝑓𝑖, а на отрезке [12 , 1]— через 𝑓𝑖−2, 𝑓𝑖−1, 𝑓𝑖, 𝑓𝑖+1.
Рассуждая по индукции, получим, что коэффициенты сплайна степени 𝑚 выражаются

через значения 𝑓(𝑥) в 𝑚 + 1 узле: в узлах 𝑥𝑖, 𝑥𝑖+1 и еще в 𝑚 − 1 узле справа от 𝑥𝑖+1 при
𝑥 ∈ [0, 12 ] и слева от 𝑥𝑖 при 𝑥 ∈ [12 , 1].

Очевидно, значение 𝑚−1 не может превосходить числа узлов справа и слева от отрезков
[𝑥𝑛

2
−1, 𝑥𝑛

2
] при 𝑛 четном и [𝑥𝑛−1

2
, 𝑥𝑛+1

2
] при 𝑛 нечетном.

Отсюда вытекает утверждение теоремы. □

Замечание 1. Для сплайна степени 𝑚 справедлива теорема 2 с заменой 𝑆𝛼 на 𝑆𝑚−1
𝛼 ,

2𝜔( 1𝑛) на 𝜔( 1𝑛) + 𝜔(𝑚−1
𝑛 ) и следствие из нее — с заменой 𝑆𝛼 на 𝑆𝑚−1

𝛼 .

Замечание 2. Сплайны любой заданной степени 𝑚 можно построить, если мы распо-
ряжаемся выбором 𝑛.

3. Устойчивость решений в задаче приближения непрерывных функций
А-сплайнами

Пусть вместо ̂︀𝑓 нам известен набор ̂︀𝑓𝛿 :
⃦⃦⃦ ̂︀𝑓𝛿 − ̂︀𝑓 ⃦⃦⃦

𝐸𝑛+1

⩽ 𝛿, где 𝐸𝑛+1 — евклидово про-

странство с нормой ⃦⃦⃦ ̂︀𝑓 ⃦⃦⃦
𝐸𝑛+1

=

(︃
𝑛∑︁
0

𝑓2𝑖

)︃ 1
2

либо с нормой ⃦⃦⃦ ̂︀𝑓 ⃦⃦⃦
𝐸𝑛+1

= max
𝑖

|𝑓𝑖|.

Теорема 4. Для сплайна 𝑚-й степени при 𝛼 = 1
𝑛 и любой 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶[0, 1] справедлива

оценка ⃦⃦⃦
𝑆𝑚−1
𝛼 𝐿𝑛

̂︀𝑓𝛿 − 𝑓
⃦⃦⃦
𝐿∞

⩽ 𝛿 + 𝜔

(︂
1

𝑛

)︂
+ 𝜔

(︂
𝑚− 1

𝑛

)︂
.

Доказательство. Утверждение теоремы вытекает из оценки⃦⃦⃦
𝑆𝑚−1
𝛼 𝐿𝑛

̂︀𝑓𝛿 − 𝑓
⃦⃦⃦
𝐿∞

⩽
⃦⃦
𝑆𝑚−1
𝛼

⃦⃦
𝐶[0,1]→𝐿∞

‖𝐿𝑛‖𝐸𝑛+1→𝐶[0,1] 𝛿 +
⃦⃦⃦
𝑆𝑚−1
𝛼 𝐿𝑛

̂︀𝑓 − 𝑓
⃦⃦⃦
𝐿∞

,

того, что
⃦⃦
𝑆𝑚−1
𝛼

⃦⃦
𝐶[0,1]→𝐿∞

= 1, ‖𝐿𝑛‖𝐸𝑛+1→𝐶[0,1] = 1, и теоремы 2 с заменой 𝑆𝛼 на 𝑆𝑚−1
𝛼 . □

Если в 𝐸𝑛+1 выбрана метрика иная, чем указанная выше, и такая, что ‖𝐿𝑛‖𝐸𝑛+1→𝐶[0,1] =

= 𝜙(𝑛), где 𝜙(𝑛) → ∞ при 𝑛 → ∞, то мы попадаем в зону действия некорректно постав-
ленных задач. Тогда, применяя технику методов регуляризации [3], мы добиваемcя этой
сходимости за счет согласования 𝑛 c 𝛿: 𝑛(𝛿) → ∞ и 𝜙(𝑛(𝛿))𝛿 → 0 при 𝛿 → 0.

Частный случай 𝜙(𝑛) рассмотрен в [6].
Данный метод дает возможность проводить нужную коррекцию построенного сплайна.

Так, может оказаться, что в формулах, приведенных в теореме 1, 𝐴+
𝑖 = 0 (𝐴−

𝑖 = 0). Это
будет случай, когда у ломаной 𝐿𝑛

̂︀𝑓 в точке 𝑥𝑖+1 (𝑥𝑖) не будет излома. Такой сплайн можно
назвать параболическим с вырождением. Вырождение можно устранить: значение 𝑓𝑖+1 (𝑓𝑖)
заменить на близкое 𝑓𝑖+1+𝛿 (𝑓𝑖+𝛿). Это не повлияет на аппроксимативные свойства сплайна
по теореме 4.
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