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Аннотация. Пусть 𝐶♮ — множество всех чётных непрерывных функций на вещественной оси, 𝐸 —
непустое множество на (0,+∞), ℛ𝑓(𝑥, 𝑡) — сферическое среднее функции 𝑓 ∈ 𝐶♮ с центром в точке
𝑥 ∈ 𝐸 и радиусом 𝑡 > 0 относительно свертки Бесселя. Для оператора ℛ возникают следующие зада-
чи: 1) выяснить, является ли заданное множество 𝐸 множеством инъективности преобразования ℛ;
2) если 𝐸 не является множеством инъективности, то охарактеризовать все функции 𝑓 ∈ 𝐶♮, такие
что ℛ𝑓(𝑥, 𝑡) = 0 на 𝐸 × (0,+∞); 3) если 𝐸 является множеством инъективности, то восстановить 𝑓
по значениям ℛ𝑓(𝑥, 𝑡) на 𝐸× (0,+∞). В данной работе получено решение задач 1, 2 для произволь-
ного множества 𝐸 ⊂ (0,+∞), а также решение задачи 3 для случая, когда 𝐸 — конечное множество
инъективности. Показано, что функции из ядра преобразования ℛ можно описать в виде рядов
по собственным функциям оператора Бесселя, сходящихся в пространстве распределений. Отсюда
следует, в частности, что множество 𝐸 не является множеством инъективности преобразования ℛ
тогда и только тогда, когда оно содержится во множестве нулей некоторой собственной функции
оператора Бесселя. Кроме того, если 𝐸 = {𝑟1, . . . , 𝑟𝑚} — конечное множество инъективности, най-
ден класс формул обращения преобразования ℛ, зависящих от набора полиномов 𝑝1, . . . , 𝑝𝑚. При
этом предполагается, что 𝑝1, . . . , 𝑝𝑚 имеют достаточно высокую степень и удовлетворяют некото-
рым условиям, связанным с нулями преобразований Фурье –Бесселя мер Дирака с носителями в
точках 𝑟1, . . . , 𝑟𝑚.
Ключевые слова: обобщенный сдвиг, свертка Бесселя, преобразование Фурье – Бесселя, сфериче-
ские средние, множества инъективности, формулы обращения
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Abstract. Let 𝐶♮ be the set of all even continuous functions on the real axis, 𝐸 be a non-empty set
on (0,+∞), ℛ𝑓(𝑥, 𝑡) be the spherical mean of the function 𝑓 ∈ 𝐶♮ with center at the point 𝑥 ∈ 𝐸 and
radius 𝑡 > 0 with respect to Bessel convolution. The following problems arise for the operator ℛ: 1) find
out whether a given set 𝐸 is an injectivity set of the transform ℛ; 2) if 𝐸 is not an injectivity set, then
characterize all functions 𝑓 ∈ 𝐶♮ such that ℛ𝑓(𝑥, 𝑡) = 0 on 𝐸× (0,+∞); 3) if 𝐸 is an injectivity set, then
restore 𝑓 from the values of ℛ𝑓(𝑥, 𝑡) on 𝐸 × (0,+∞). In this paper we obtain a solution of problems 1
and 2 for an arbitrary set 𝐸 ⊂ (0,+∞), as well as a solution of problem 3 for the case when 𝐸 is a
finite set of injectivity. It is shown that functions from the kernel of the transform ℛ can be described
in terms of series of the eigenfunctions of the Bessel operator converging in the space of distributions.
It follows, in particular, that the set 𝐸 is not the injectivity set of the transform ℛ if and only if it is
contained in the set of zeros of some eigenfunction of the Bessel operator. Moreover, if 𝐸 = {𝑟1, . . . , 𝑟𝑚}
is a finite injectivity set, we find a class of inversion formula for the transform ℛ that depend on a set
of polynomials 𝑝1, . . . , 𝑝𝑚. It is assumed that 𝑝1, . . . , 𝑝𝑚 have a sufficiently high degree and satisfy some
conditions related to the zeroes of Fourier – Bessel transform of Dirac measures with supports at points
𝑟1, . . . , 𝑟𝑚.
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Введение

Пусть 𝛼 — фиксированное число из промежутка (−1/2,+∞), 𝐶♮ — пространство чётных
непрерывных функций на R, 𝛿𝑡 (𝑡 ⩾ 0) — чётная мера, сопоставляющая функции 𝜓 ∈ 𝐶♮

число 𝜓(𝑡). Для 𝑓 ∈ 𝐶♮ положим

ℛ𝑓(𝑥, 𝑡) = (𝑓⋆𝛿𝑡)(𝑥), 𝑥 > 0, 𝑡 > 0, (1)

где символ ⋆ означает свертку относительно обобщённого сдвига Бесселя 𝑇𝛼
𝑥 (см. разд. 1).

Оператор ℛ является аналогом хорошо известного евклидова преобразования Радона на
сферах, называемого также оператором сферического среднего (см. 1, гл. 4; 2, гл. 1, § 2]).
Изучение сферических средних разного типа представляет самостоятельный интерес, а так-
же играет важную роль в связи с их применением в некоторых областях математики и
прикладных задачах (см. [3, ч. 5, гл. 6; 4, гл. 4, § 4.9]).
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Определим ядро преобразования ℛ относительно непустого множества 𝐸 ⊂ (0,+∞)
равенством

Ker𝐸 ℛ =
{︀
𝑓 ∈ 𝐶♮ : ℛ𝑓(𝑥, 𝑡) = 0 на 𝐸 × (0,+∞)

}︀
.

Множество 𝐸 ⊂ (0,+∞) называется множеством инъективности преобразования ℛ, если
Ker𝐸 ℛ = {0}. Совокупность всех таких множеств 𝐸 обозначим ℐℛ.

По аналогии с евклидовым случаем (см., например, [5–7]) для заданного множества
𝐸 ⊂ (0,+∞) возникают следующие задачи:

1) выяснить, является ли 𝐸 множеством инъективности преобразования ℛ;
2) если 𝐸 /∈ ℐℛ, то описать Ker𝐸 ℛ;
3) если 𝐸 ∈ ℐℛ, то восстановить 𝑓 по значениям ℛ𝑓(𝑥, 𝑡) на 𝐸 × (0,+∞).
До настоящего времени основные известные результаты по задачам 1–3 неявно содер-

жались в работе [8] и заключались в следующем:
1) одноэлементное множество 𝐸 не является множеством инъективности для ℛ, причём

Ker𝐸 ℛ порождается собственными функциями оператора Бесселя, принадлежащими этому
ядру (см. [8, теорема 3.2]);

2) множество 𝐸, состоящее из двух чисел 𝑟1 и 𝑟2, принадлежит ℐℛ тогда и только тогда,
когда 𝑟1/𝑟2 не является отношением положительных нулей функции Бесселя 𝐽𝛼 (см. [8,
теорема 4.6]).

Отметим, что первый из этих результатов является аппроксимационной теоремой типа
Мальгранжа – Хермандера [9, гл. 16], а второй — аналогом теоремы Л. Зальцмана о двух
радиусах [10].

В данной работе получено решение задач 1, 2 для произвольного множества𝐸 ⊂ (0,+∞),
а также решение задачи 3 для случая, когда 𝐸 — конечное множество инъективности пре-
образования ℛ. Показано, что функции из Ker𝐸 ℛ можно описать в виде рядов по соб-
ственным функциям оператора Бесселя, сходящихся в пространстве распределений. Отсю-
да следует, в частности, что множество 𝐸 ⊂ (0,+∞) не принадлежит ℐℛ тогда и только
тогда, когда оно содержится во множестве нулей некоторой собственной функции оператора
Бесселя. Кроме того, для конечного множества 𝐸 = {𝑟1, . . . , 𝑟𝑚} ∈ ℐℛ найден класс фор-
мул обращения преобразования ℛ, которые зависят от набора полиномов 𝑝1, . . . , 𝑝𝑚. При
этом предполагается, что 𝑝1, . . . , 𝑝𝑚 имеют достаточно высокую степень и удовлетворяют
некоторым условиям, связанным с нулями преобразований Фурье – Бесселя распределений
𝛿𝑟1 , . . . , 𝛿𝑟𝑚 .

Точные формулировки и доказательства основных результатов приводятся в разд. 2, 4.
В разд. 3 содержатся вспомогательные утверждения, необходимые для конструкции обра-
щения преобразования ℛ. Краткие предварительные сведения, относящиеся к гармониче-
скому анализу Бесселя, даны в разд. 1.

1. Предварительные сведения

Пусть 𝒟♮ — множество всех чётных бесконечно дифференцируемых финитных функций
на R. Множество 𝒟♮ является топологическим векторным пространством с обычной топо-
логией. Обозначим через 𝒟′

♮ пространство всех чётных распределений на R, т.е. линейных
непрерывных функционалов на пространстве 𝒟♮. Значение функционала 𝑓 ∈ 𝒟′

♮ на функ-
ции 𝜓 ∈ 𝒟♮ будем записывать как ⟨𝑓, 𝜓⟩. Пространство 𝒟′

♮ содержит класс 𝐿loc
♮,𝛼 всех чётных

комплекснозначных функций на R, локально суммируемых по мере

𝑑𝜇(𝑥) = |𝑥|2𝛼+1𝑑𝑥.

Вложение 𝐿loc
♮,𝛼 в 𝒟′

♮ осуществляется посредством соотношения

⟨𝑓, 𝜓⟩ =
∫︁ ∞

0
𝑓(𝑥)𝜓(𝑥)𝑑𝜇(𝑥), 𝑓 ∈ 𝐿loc

♮,𝛼, 𝜓 ∈ 𝒟♮. (2)
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Как обычно, для носителя распределения 𝑓 ∈ 𝒟′
♮ используется символ supp 𝑓 , а множество

всех распределений из 𝒟′
♮ с компактным носителем обозначается ℰ ′

♮.
Для 𝑓 ∈ 𝐶♮ обобщенный сдвиг Бесселя определяется равенством

𝑇𝛼
𝑥 𝑓(𝑦) =

Γ(𝛼+ 1)
√
𝜋Γ(𝛼+ 1

2)

∫︁ 𝜋

0
𝑓(
√︀
𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑥𝑦 cos 𝜃)(sin 𝜃)2𝛼𝑑𝜃, (3)

где Γ — гамма-функция. Если 𝑓 ∈ 𝒟′
♮ и 𝑔 ∈ ℰ ′

♮, то свёртка Бесселя 𝑓 ⋆ 𝑔 ∈ 𝒟′
♮ действует по

правилу
⟨𝑓 ⋆ 𝑔, 𝜓⟩ =

⟨︀
𝑓(𝑥), ⟨𝑔(𝑦), 𝑇𝛼

𝑥 𝜓(𝑦)⟩
⟩︀
, 𝜓 ∈ 𝒟♮.

Основные свойства операторов обобщённого сдвига и свёртки Бесселя содержатся в [4, гл. 2;
8, § 2, 3; 11, § 7; 12, гл. 1; 13, гл. 1].

Пусть I𝛼(𝑧) = 𝐽𝛼(𝑧)𝑧
−𝛼,

𝜙𝜆(𝑥) = 2𝛼Γ(𝛼+ 1)I𝛼(𝜆𝑥), 𝑥 ∈ R, 𝜆 ∈ C. (4)

Функция 𝜙𝜆 является собственной функцией оператора (3) и дифференциального оператора
Бесселя

𝐿 =
𝑑2

𝑑𝑥2
+

(2𝛼+ 1)

𝑥

𝑑

𝑑𝑥
=

1

𝑥2𝛼+1

𝑑

𝑑𝑥

(︃
𝑥2𝛼+1 𝑑

𝑑𝑥

)︃
, (5)

причём
𝑇𝛼
𝑥 𝜙𝜆(𝑦) = 𝜙𝜆(𝑥)𝜙𝜆(𝑦), 𝐿𝜙𝜆 = −𝜆2𝜙𝜆 (6)

(см. [8, § 2, 3]). Из интегрального представления Пуассона бесселевых функций следует
оценка

|𝜙𝜆(𝑥)| ⩽ 𝑒|𝑥|| Im𝜆|. (7)

Сферическим преобразованием (преобразованием Фурье –Бесселя) распределения 𝑓 ∈ ℰ ′
♮

называется чётная целая функция̃︀𝑓(𝜆) = ⟨𝑓, 𝜙𝜆⟩, 𝜆 ∈ C. (8)

При этом
𝜙𝜆 ⋆ 𝑓 = ̃︀𝑓(𝜆)𝜙𝜆, 𝜆 ∈ C (9)

(см. [14, лемма 12]).
Для распределений 𝑓, 𝑔 ∈ ℰ ′

♮ и любого полинома 𝑝 имеют место равенства

𝑓 ⋆ 𝑔 = ̃︀𝑓 ̃︀𝑔, 𝑝(𝐿)𝑓(𝜆) = 𝑝(−𝜆2) ̃︀𝑓(𝜆) (10)

(см. [8, § 2]). Если 𝜓 ∈ 𝒟♮, то для любого 𝑁 > 0 существует константа 𝐶𝑁 > 0, такая что

| ̃︀𝜓(𝑥)| ⩽ 𝐶𝑁

(1 + |𝑥|)𝑁
, 𝑥 ∈ R. (11)

Кроме того, справедлива формула обращения

𝜓(𝑦) = κ𝛼

∫︁ ∞

0

̃︀𝜓(𝑥)𝜙𝑥(𝑦)𝑑𝜇(𝑥), где κ𝛼 =
(︀
2𝛼Γ(𝛼+ 1)

)︀−2 (12)

(см. [8, § 2]).
Нам потребуется также следующее утверждение.

Лемма 1. Пусть 𝑤— чётная целая функция и 𝑤(𝜆) = 0 для некоторого 𝜆 ∈ C. Тогда⃒⃒⃒⃒
𝜆𝑤(𝑧)

𝑧2 − 𝜆2

⃒⃒⃒⃒
⩽ max

|𝜁−𝑧|⩽2
|𝑤(𝜁)|, 𝑧 ∈ C, (13)

где при 𝑧 = ±𝜆 левая часть в (13) доопределена по непрерывности.

Доказательство леммы 1 основано на принципе максимума модуля и содержится в [15].
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2. Описание ядра

Всюду в дальнейшем считаем, что 𝑟 — фиксированное положительное число. В силу (8)
и (4) имеем ̃︀𝛿𝑟(𝜆) = 𝜙𝜆(𝑟), ̃︀𝛿𝑟(0) = 1. (14)

Обозначим через 𝒩𝑟 последовательность всех положительных нулей функции ̃︀𝛿𝑟, зануме-
рованных в порядке возрастания. Из свойств бесселевых функций следует, что

I𝛼+1(𝜆𝑟) ̸= 0 и
1

|I𝛼+1(𝜆𝑟)|
= 𝑂(𝜆𝛼+3/2) при 𝜆 ∈ 𝒩𝑟 (15)

(см. [14, лемма 3; 16, гл. 7.9]).
Кроме того, ∑︁

𝜆∈𝒩𝑟

1

𝜆1+𝜀
< +∞ для любого 𝜀 > 0. (16)

Для 𝑓 ∈ 𝐿1
(︀
[0, 𝑟]; 𝑑𝜇

)︀
положим

𝑑𝜆(𝑓, 𝑟) =
21−2𝛼𝑟−2𝛼−4(︀

Γ(𝛼+ 1)𝜆I𝛼+1(𝜆𝑟)
)︀2 ∫︁ 𝑟

0
𝑓(𝑥)𝜙𝜆(𝑥)𝑑𝜇(𝑥), 𝜆 ∈ 𝒩𝑟.

Лемма 2. Пусть 𝑓 ∈ 𝐿loc
♮,𝛼. Тогда для того, чтобы 𝑓⋆𝛿𝑟 = 0 на R, необходимо и доста-

точно, чтобы имело место разложение

𝑓 =
∑︁
𝜆∈𝒩𝑟

𝑑𝜆(𝑓, 𝑟)𝜙𝜆,

в котором ряд сходится в пространстве 𝒟′
♮ и 𝑑𝜆(𝑓, 𝑟) = 𝑂(𝜆2𝛼+1), 𝜆→ +∞.

Доказательство. Для решений уравнения 𝑓⋆𝜒𝑟 = 0, где 𝜒𝑟 — индикатор отрезка
[−𝑟, 𝑟], подобное разложение установлено в работе [14]. Утверждение леммы 2 доказывается
аналогично. □

Для непустого множества 𝐸 ⊂ (0,+∞) определим множество Λ(𝐸) равенством

Λ(𝐸) =
{︀
𝜉 > 0 : I𝛼(𝜉𝜂) = 0 для всех 𝜂 ∈ 𝐸

}︀
. (17)

Отметим, что
Λ(𝐸) =

⋂︁
𝜂∈𝐸

𝒩𝜂.

Теорема 1. 1. Для того, чтобы функция 𝑓 ∈ 𝐶♮ принадлежала Ker𝐸 ℛ, необходимо и
достаточно, чтобы

𝑓 =
∑︁

𝜆∈Λ(𝐸)

𝑎𝜆𝜙𝜆, (18)

где 𝑎𝜆 ∈ C и ряд сходится в 𝒟′
♮.

2. Множество 𝐸 ⊂ (0,+∞) принадлежит ℐℛ тогда и только тогда, когда 𝐸 не содер-
жится в 𝒩𝜂 ни при каком 𝜂 > 0.

Доказательство. 1. Предположим, что 𝑓 ∈ Ker𝐸 ℛ. Фиксируем 𝑟1 ∈ 𝐸. Учитывая, что

ℛ𝑓(𝑥, 𝑡) = 𝑇𝛼
𝑡 𝑓(𝑥) = 𝑇𝛼

𝑥 𝑓(𝑡) = ℛ𝑓(𝑡, 𝑥), (19)

и применяя лемму 2, получаем
𝑓 =

∑︁
𝜆∈𝒩𝑟1

𝑎𝜆𝜙𝜆, (20)
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где 𝑎𝜆 = 𝑂(𝜆2𝛼+1) при 𝜆 → +∞ и ряд сходится в 𝒟′
♮. Если 𝐸 = {𝑟1}, то необходимость в

теореме 1 установлена.
Пусть 𝐸 ̸= {𝑟1} и 𝑟2 ∈ 𝐸, 𝑟2 ̸= 𝑟1. Поскольку 𝑓⋆𝛿𝑟2 = 0, из (20) и (6) имеем∑︁

𝜆∈𝒩𝑟1

𝑎𝜆I𝛼(𝜆𝑟2)𝜙𝜆 = 0 в 𝒟′
♮. (21)

Для любого 𝜀 > 0 возьмём функцию 𝜔𝜀 ∈ 𝒟♮, такую что supp𝜔𝜀 ⊂ [−𝜀, 𝜀], 𝜔𝜀 ⩾ 0 и∫︁ 𝜀

0
𝜔𝜀(𝑥)𝑑𝜇(𝑥) = 1.

Семейство 𝜔𝜀 сходится в 𝒟′
♮ к дельта-функции, сосредоточенной в нуле. Сворачивая обе

части в (21) с 𝜔𝜀 и используя (9), приходим к равенству∑︁
𝜆∈𝒩𝑟1

𝑎𝜆I𝛼(𝜆𝑟2)̃︀𝜔𝜀(𝜆)𝜙𝜆 = 0. (22)

В силу быстрого убывания ̃︀𝜔𝜀(𝜆) при 𝜆 → +∞ и соотношений ортогональности для бессе-
левых функций (см. (11) и [16, гл. 7, § 7.10.4]) из (22) находим

𝑎𝜆I𝛼(𝜆𝑟2)̃︀𝜔𝜀(𝜆) = 0, 𝜆 ∈ 𝒩𝑟1 .

Это соотношение и равенство
lim
𝜀→0

̃︀𝜔𝜀(𝜆) = ̃︀𝛿0(𝜆) = 1

показывают, что
𝑎𝜆 = 0, 𝜆 ∈ 𝒩𝑟1 ∖ 𝒩𝑟2 .

Теперь произвольность 𝑟2 влечёт разложение (18). Достаточность в утверждении 1 следует
из (9), (14) и (17).

2. Если 𝐸 ⊂ 𝒩𝜂 при некотором 𝜂 > 0, то 𝜙𝜂 ∈ Ker𝐸 ℛ (см. (9), (14) и (1)). Поэтому
𝐸 /∈ ℐℛ.

Пусть теперь 𝐸 /∈ ℐℛ и 𝑓 — ненулевая функция в Ker𝐸 ℛ. Тогда по доказанному выше
справедливо разложение (18). Если предположить, что 𝐸 не содержится в 𝒩𝜂 ни при каком
𝜂 > 0, то получим Λ(𝐸) = ∅. Отсюда и из (18) следует, что 𝑓 = 0. Противоречие. □

Замечание 1. Известно (см. [5]), что множество 𝐸 ⊂ R2 является множеством инъ-
ективности преобразования Радона на окружностях для класса финитных непрерывных
функций в R2 тогда и только тогда, когда 𝐸 не содержится в объединении вида 𝜔(Σ𝑁 )∪𝐹 ,
где Σ𝑁 =

⋃︀𝑁−1
𝑙=0

{︀
𝑡𝑒𝑖𝜋𝑙/𝑁 : 𝑡 ∈ R

}︀
— система Коксетера из 𝑁 прямых, 𝐹 — конечное чис-

ло точек в R2 и 𝜔 — евклидово движение плоскости R2. В связи с этим результатом
Л. Зальцман [6] высказал следующую гипотезу: множество 𝐸 является множеством неинъ-
ективности преобразования Радона на сферах для класса 𝐶(R𝑛) лишь в том случае, когда
оно содержится во множестве нулей некоторой собственной функции лапласиана. Из вто-
рого утверждения теоремы 1 следует справедливость аналога гипотезы Л. Зальцмана для
преобразования ℛ (см. (6) и (9)).

3. Разложение дельта-функции

Введём следующие обозначения:

𝐴𝑟,𝜆 =
21−𝛼𝑟−2𝛼−4𝜆−2

Γ(𝛼+ 1)I2𝛼+1(𝜆𝑟)
, 𝐵𝑟,𝜆 =

21−𝛼𝑟−2

Γ(𝛼+ 1)I𝛼+1(𝜆𝑟)
, 𝜆 ∈ 𝒩𝑟,

𝒥𝑟,𝜆(𝑥) = 𝐴𝑟,𝜆I𝛼(𝜆𝑥)𝜒𝑟(𝑥), 𝜆 ∈ 𝒩𝑟,
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где, как и выше, 𝜒𝑟 — индикатор отрезка [−𝑟, 𝑟]. Отметим, что определение 𝐴𝑟,𝜆 и 𝐵𝑟,𝜆

корректно ввиду первого соотношения в (15).
Пусть 𝒫𝑟 — множество полиномов 𝑝(𝑧), таких что deg 𝑝 > 𝛼 + 1 и все нули функции

𝑝(−𝑧2)𝜙𝑧(𝑟) являются простыми, 𝒩𝑟,𝑝 — множество всех нулей функции 𝑝(−𝑧2)𝜙𝑧(𝑟), лежа-
щих в полуплоскости Re 𝑧 > 0 или на луче {𝑖𝑡 : 𝑡 > 0}.

Для 𝑝 ∈ 𝒫𝑟, 𝜆 ∈ 𝒩𝑟,𝑝 положим

𝛾𝑟,𝑝,𝜆 =

{︃
𝐵𝑟,𝜆

𝑝(−𝜆2)
, если 𝜆 ∈ 𝒩𝑟,

1
𝑝′(−𝜆2)𝜙𝜆(𝑟)

, если 𝑝(−𝜆2) = 0,
(23)

𝒥𝑟,𝑝,𝜆 =

{︃
1

𝑝(−𝜆2)
𝑝(𝐿)𝒥𝑟,𝜆, если 𝜆 ∈ 𝒩𝑟,

1
𝑝′(−𝜆2)𝜙𝜆(𝑟)

𝑞𝜆(𝐿)𝛿𝑟, если 𝑝(−𝜆2) = 0,

где 𝑞𝜆(𝑧) =
𝑝(𝑧)
𝑧+𝜆2 . Смысл распределений 𝒥𝑟,𝑝,𝜆 виден из лемм 3 и 4, приводимых ниже.

Лемма 3. Пусть 𝑝 ∈ 𝒫𝑟, 𝜆 ∈ 𝒩𝑟,𝑝. Тогда

(𝐿+ 𝜆2)𝒥𝑟,𝑝,𝜆 = 𝛾𝑟,𝑝,𝜆𝑝(𝐿)𝛿𝑟. (24)

Доказательство. Достаточно установить, что

(𝐿+ 𝜆2)𝒥𝑟,𝜆 = 𝐵𝑟,𝜆𝛿𝑟 при 𝜆 ∈ 𝒩𝑟. (25)

Для произвольной функции 𝜓 ∈ 𝒟♮ имеем⟨︀
(𝐿+ 𝜆2)𝒥𝑟,𝜆, 𝜓

⟩︀
=
⟨︀
𝒥𝑟,𝜆, (𝐿+ 𝜆2)𝜓

⟩︀
=

=
21−𝛼𝑟−2𝛼−4𝜆−2

Γ(𝛼+ 1)I2𝛼+1(𝜆𝑟)

∫︁ 𝑟

0
I𝛼(𝜆𝑥)

(︀
𝐿+ 𝜆2

)︀
𝜓(𝑥)𝑑𝜇(𝑥). (26)

Преобразуем этот интеграл с помощью повторного интегрирования по частям, равенств (5),
(6) и соотношений

I𝛼(𝜆𝑟) = 0,
(︀
I𝛼(𝜆𝑥)

)︀′
= −𝜆2𝑥I𝛼+1(𝜆𝑥) (27)

(см. [16, гл. 7, п. 7.2.8, формула (51)]). Находим∫︁ 𝑟

0
I𝛼(𝜆𝑥)𝐿𝜓(𝑥)𝑑𝜇(𝑥) =

∫︁ 𝑟

0
I𝛼(𝜆𝑥)𝑑

(︀
𝑥2𝛼+1𝜓′(𝑥)

)︀
= −

∫︁ 𝑟

0
𝑥2𝛼+1

(︀
I𝛼(𝜆𝑥)

)︀′
𝑑𝜓(𝑥) =

= 𝜆2𝑟2𝛼+2I𝛼+1(𝜆𝑟)𝜓(𝑟) +

∫︁ 𝑟

0
𝜓(𝑥)

(︁
𝑥2𝛼+1

(︀
I𝛼(𝜆𝑥)

)︀′)︁′
𝑑𝑥 =

= 𝜆2𝑟2𝛼+2I𝛼+1(𝜆𝑟)𝜓(𝑟) +

∫︁ 𝑟

0
𝜓(𝑥)𝐿

(︀
I𝛼(𝜆𝑥)

)︀
𝑑𝜇(𝑥) =

= 𝜆2𝑟2𝛼+2I𝛼+1(𝜆𝑟)𝜓(𝑟)− 𝜆2
∫︁ 𝑟

0
𝜓(𝑥)I𝛼(𝜆𝑥)𝑑𝜇(𝑥).

Отсюда и из (26) получаем
⟨︀
(𝐿+ 𝜆2)𝒥𝑟,𝜆, 𝜓

⟩︀
= 𝐵𝑟,𝜆⟨𝛿𝑟, 𝜓⟩, что влечёт (25). □

Следствие 1. Имеет место равенство(︀
𝜆2 − 𝑧2

)︀ ̃︀𝒥𝑟,𝑝,𝜆(𝑧) = 𝛾𝑟,𝑝,𝜆𝑝(−𝑧2)𝜙𝑧(𝑟), 𝑧 ∈ C. (28)

В частности, если 𝑧 ∈ 𝒩𝑟,𝑝, то

̃︀𝒥𝑟,𝑝,𝜆(𝑧) =

{︃
0, если 𝜆 ̸= 𝑧,

1, если 𝜆 = 𝑧.
(29)
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Доказательство. Используя (10) и (24), получаем (28). Теперь, учитывая (23) и (27),
приходим к (29). □

Лемма 4. Пусть 𝑝 ∈ 𝒫𝑟. Тогда ∑︁
𝜆∈𝒩𝑟,𝑝

𝒥𝑟,𝑝,𝜆 = 𝛿0, (30)

где ряд сходится безусловно в пространстве 𝒟′
♮.

Доказательство. В силу симметричности оператора 𝐿 и соотношения (2) для любой
функции 𝜓 ∈ 𝒟♮ и 𝜆 ∈ 𝒩𝑟 имеем

⟨𝒥𝑟,𝑝,𝜆, 𝜓⟩ =
1

𝑝(−𝜆2)
⟨︀
𝑝(𝐿)𝒥𝑟,𝜆, 𝜓

⟩︀
=

1

𝑝(−𝜆2)
⟨︀
𝒥𝑟,𝜆, 𝑝(𝐿)𝜓

⟩︀
=

=
2−𝛼𝐴𝑟,𝜆

Γ(𝛼+ 1)𝑝(−𝜆2)

∫︁ 𝑟

0
𝜙𝜆(𝑥)

(︀
𝑝(𝐿)𝜓

)︀
(𝑥)𝑑𝜇(𝑥).

Отсюда видно (см. (7), (15) и (16)), что ряд∑︁
𝜆∈𝒩𝑟

⃒⃒
⟨𝒥𝑟,𝑝,𝜆, 𝜓⟩

⃒⃒
сравним со сходящимся рядом

∑︁
𝜆∈𝒩𝑟

1

𝜆2 deg 𝑝−2𝛼−1
.

Поэтому ряд в левой части (30) сходится безусловно в пространстве 𝒟′
♮ к некоторому рас-

пределению 𝑓 ∈ 𝒟′
♮ с носителем на [−𝑟, 𝑟]. При этом (см. (28), (29))

̃︀𝑓(𝑧) = ∑︁
𝜆∈𝒩𝑟,𝑝

𝛾𝑟,𝑝,𝜆
𝑝(−𝑧2)𝜙𝑧(𝑟)

𝜆2 − 𝑧2
, 𝑧 ∈ C

и ̃︀𝑓(𝑧) = 1, если 𝑧 ∈ 𝒩𝑟,𝑝. Покажем, что ̃︀𝑓 = 1 на C. Функция

𝑔(𝑧) =
̃︀𝑓(𝑧)− 1

𝑝(−𝑧2)𝜙𝑧(𝑟)

является целой функцией не выше первого порядка. При Im 𝑧 = ±Re 𝑧, 𝑧 → ∞ она оцени-
вается следующим образом (см. (15), (16)):

|𝑔(𝑧)| ⩽
∑︁

𝜆∈𝒩𝑟,𝑝

|𝛾𝑟,𝑝,𝜆|
2|𝜆|

(︂
1

|𝑧 − 𝜆|
+

1

|𝑧 + 𝜆|

)︂
+

1⃒⃒
𝑝(−𝑧2)

⃒⃒⃒⃒
𝜙𝑧(𝑟)

⃒⃒ ⩽ 𝑂

(︂
1

|𝑧|

)︂
+

1⃒⃒
𝑝(−𝑧2)

⃒⃒⃒⃒
𝜙𝑧(𝑟)

⃒⃒ .
Эта оценка и асимптотика бесселевой функции на бесконечности (см. [16, гл. 7, п. 7.13.1,
формула (3)]) влечёт равенство

lim
𝑧→∞

Im 𝑧=±Re 𝑧

𝑔(𝑧) = 0.

Тогда по принципу Фрагмена – Линделёфа функция 𝑔 ограничена на C. Теперь, используя
теорему Лиувилля, заключаем, что 𝑔 = 0 на C. Таким образом, ̃︀𝑓 = 1 на C, т.е. 𝑓 = 𝛿0. □

4. Формула обращения

Пусть 𝑚 ⩾ 2, 0 < 𝑟1 < 𝑟2 < . . . < 𝑟𝑚, 𝐸 = {𝑟1, . . . , 𝑟𝑚} ∈ ℐℛ. Поскольку
𝑚⋂︀
𝑗=1

𝒩𝑟𝑗 = ∅,

то имеется достаточно большой произвол в выборе полиномов 𝑝1, . . . , 𝑝𝑚 со следующими
свойствами:

1) deg 𝑝𝑗 > 𝛼+ 1, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚;
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2) нули всех функций 𝑝𝑗(−𝑧2)𝜙𝑧(𝑟𝑗) являются простыми;

3)
𝑚⋂︀
𝑗=1

𝒩𝑟𝑗 ,𝑝𝑗 = ∅.

Множество всех таких наборов (𝑝1, . . . , 𝑝𝑚) обозначим 𝒫𝐸 .
Возьмем 𝑃 = (𝑝1, . . . , 𝑝𝑚) ∈ 𝒫𝐸 и определим 𝒩𝐸,𝑃 как декартово произведение множеств

𝒩𝑟𝑗 ,𝑝𝑗 :
𝒩𝐸,𝑃 = 𝒩𝑟1,𝑝1 × . . .×𝒩𝑟𝑚,𝑝𝑚 .

Для Λ = (𝜆1, . . . , 𝜆𝑚) ∈ 𝒩𝐸,𝑃 положим

J𝐸,𝑃,Λ = 𝒥𝑟1,𝑝1,𝜆1 ⋆ . . . ⋆ 𝒥𝑟𝑚,𝑝𝑚,𝜆𝑚 . (31)

Символ J𝐸,𝑃,Λ,𝑗 будет обозначать свёрточное произведение J𝐸,𝑃,Λ без множителя 𝒥𝑟𝑗 ,𝑝𝑗 ,𝜆𝑗
.

Лемма 5. Пусть 𝐸 = {𝑟1, . . . , 𝑟𝑚} ∈ ℐℛ, 𝑃 = (𝑝1, . . . , 𝑝𝑚) ∈ 𝒫𝐸, Λ = (𝜆1, . . . , 𝜆𝑚) ∈ 𝒩𝐸,𝑃 .
Тогда для любого решения (𝑐1, . . . , 𝑐𝑚) системы

𝑐1 + . . .+ 𝑐𝑚 = 0, 𝑐1𝜆
2
1 + . . .+ 𝑐𝑚𝜆

2
𝑚 = 1 (32)

справедливо равенство

J𝐸,𝑃,Λ =

𝑚∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗𝛾𝑟𝑗 ,𝑝𝑗 ,𝜆𝑗
𝑝𝑗(𝐿)𝛿𝑟𝑗 ⋆ J𝐸,𝑃,Λ,𝑗 . (33)

Доказательство. Из определения 𝒫𝐸 и 𝒩𝐸,𝑃 видно, что в наборе Λ найдутся по край-
ней мере два различных числа 𝜆𝑘, 𝜆𝑙. Полагая

𝑐𝑘 =
1

𝜆2𝑘 − 𝜆2𝑙
, 𝑐𝑙 =

1

𝜆2𝑙 − 𝜆2𝑘
, 𝑐𝑗 = 0 при 𝑗 ̸∈ {𝑘, 𝑙},

получаем разрешимость системы (32). Далее, если 𝑐1, . . . , 𝑐𝑚 удовлетворяют (32), то в си-
лу (24) имеем

𝑚∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗𝛾𝑟𝑗 ,𝑝𝑗 ,𝜆𝑗
𝑝𝑗(𝐿)𝛿𝑟𝑗 ⋆ J𝐸,𝑃,Λ,𝑗 =

𝑚∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗(𝐿+ 𝜆2𝑗 )𝒥𝑟𝑗 ,𝑝𝑗 ,𝜆𝑗
⋆ J𝐸,𝑃,Λ,𝑗 =

=

𝑚∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗(𝐿+ 𝜆2𝑗 )J𝐸,𝑃,Λ = J𝐸,𝑃,Λ,

что и требовалось доказать. □

Теорема 2. Пусть 𝐸 = {𝑟1, . . . , 𝑟𝑚} ∈ ℐℛ, 𝑃 = (𝑝1, . . . , 𝑝𝑚) ∈ 𝒫𝐸, (𝑐1, . . . , 𝑐𝑚) — произ-
вольное решение системы (32) при Λ = (𝜆1, . . . , 𝜆𝑚) ∈ 𝒩𝐸,𝑃 . Тогда, если 𝑓 ∈ 𝐶♮ и

𝑓𝐸,𝑃,Λ =

𝑚∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗𝛾𝑟𝑗 ,𝑝𝑗 ,𝜆𝑗

(︀
ℛ𝑓
)︀
(𝑟𝑗 , ·) ⋆ 𝑝𝑗(𝐿)J𝐸,𝑃,Λ,𝑗 ,

то 𝑓𝐸,𝑃,Λ не зависит от выбора решения (𝑐1, . . . , 𝑐𝑚) и

𝑓 =
∑︁

Λ∈𝒩𝐸,𝑃

𝑓𝐸,𝑃,Λ,

где ряд сходится безусловно в пространстве 𝒟′
♮.
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Доказательство. Покажем, что ∑︁
Λ∈𝒩𝐸,𝑃

J𝐸,𝑃,Λ = 𝛿0, (34)

где ряд сходится безусловно в пространстве 𝒟′
♮. Пусть 𝜓 ∈ 𝒟♮. Используя (12), (8), (31), (10)

и (28), находим (см. [17, доказательство теоремы 8.23])

⟨J𝐸,𝑃,Λ, 𝜓⟩ = κ𝛼

∫︁ ∞

0

̃︀𝜓(𝑥)⟨J𝐸,𝑃,Λ, 𝜙𝑥⟩𝑑𝜇(𝑥) = κ𝛼

∫︁ ∞

0

̃︀𝜓(𝑥)̃︀J𝐸,𝑃,Λ(𝑥)𝑑𝜇(𝑥) =

= κ𝛼

∫︁ ∞

0

̃︀𝜓(𝑥) 𝑚∏︁
𝑗=1

̃︀𝒥𝑟𝑗 ,𝑝𝑗 ,𝜆𝑗
(𝑥)𝑑𝜇(𝑥) = κ𝛼

∫︁ ∞

0

̃︀𝜓(𝑥) 𝑚∏︁
𝑗=1

𝛾𝑟𝑗 ,𝑝𝑗 ,𝜆𝑗

𝑝𝑗(−𝑥2)𝜙𝑥(𝑟𝑗)

𝜆2𝑗 − 𝑥2
𝑑𝜇(𝑥).

Оценивая модуль правой части этого равенства с помощью леммы 1 и неравенства (7),
имеем ⃒⃒

⟨J𝐸,𝑃,Λ, 𝜓⟩
⃒⃒
⩽ κ𝛼

∫︁ ∞

0

⃒⃒ ̃︀𝜓(𝑥)⃒⃒ 𝑚∏︁
𝑗=1

𝑒2𝑟𝑗 max
|𝜁−𝑥|⩽𝑟

⃒⃒
𝑝𝑗(−𝜁2)

⃒⃒
𝑑𝜇(𝑥)

𝑚∏︁
𝑗=1

|𝛾𝑟𝑗 ,𝑝𝑗 ,𝜆𝑗
|

|𝜆𝑗 |
.

Поэтому из (11), (23) и рассуждения в лемме 4 следует, что∑︁
Λ∈𝒩𝐸,𝑃

⃒⃒
⟨J𝐸,𝑃,Λ, 𝜓⟩

⃒⃒
<∞

и справедливо разложение (34). Оно влечёт равенство

𝑓 =
∑︁

Λ∈𝒩𝐸,𝑃

𝑓 ⋆ J𝐸,𝑃,Λ,

где ряд сходится безусловно в пространстве 𝒟′
♮. Учитывая, что 𝑓 ⋆ J𝐸,𝑃,Λ = 𝑓𝐸,𝑃,Λ (см. (33),

(1) и (19)), получаем утверждением теоремы. □
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