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Аннотация. С использованием комплексных потенциалов теории изгиба тонких электромагни-
тоупругих плит получено решение задачи об изгибе многосвязной пьезоплиты с эллиптическими
включениями из других материалов. При этом функции, голоморфные вне отверстий, представ-
лены рядами Лорана, а функции, голоморфные во включениях, — рядами по полиномам Фабера.
Удовлетворением граничным условиям на контурах контактов плиты и включений, обобщенным
методом наименьших квадратов, определение неизвестных коэффициентов рядов сведено к пере-
определенной системе линейных алгебраических уравнений, решаемой методом сингулярного разло-
жения. Описаны результаты численных исследований для плиты с двумя круговыми или линейны-
ми включениями. Исследованы закономерности влияния физико-механических свойств материалов
и геометрических характеристик включений на значения изгибающих моментов и коэффициентов
интенсивности моментов для концов линейных включений.
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Abstract. Using the complex potentials of the theory of bending of thin electromagnetoelastic plates, a
solution has been obtained to the problem of bending a multiconnected piezoplate with elliptical inclusions
made of other materials. In this case, functions holomorphic outside the holes are represented by Laurent
series, and functions holomorphic in inclusions are represented by Faber polynomial series. By satisfying
the boundary conditions on the contact contours of the plate and inclusions using the generalized least
squares method, the determination of unknown coefficients of the series is reduced to an overridden system
of linear algebraic equations solved by the singular value decomposition method. The results of numerical
studies for a plate with two circular or linear inclusions are described. The patterns of the influence of
the physical and mechanical properties of materials and geometric characteristics of inclusions on the
values of bending moments and coefficients of the moment intensity for the ends of linear inclusions are
investigated.
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Введение

Элементы различных конструкций современной техники изготавливаются из пьезома-
териалов [1–7]. Часто такие элементы находятся в условиях изгиба тонких плит, имеют
отверстия, трещины и инородные включения. При различных механических и электромаг-
нитных воздействиях вблизи контуров этих отверстий, трещин и включений возникают
высокие концентрации моментов (напряжений), что нужно учитывать при проектировании
соответствующих конструкций. А для этого нужно иметь надежные методы определения
электромагнитоупругого состояния (ЭМУС) многосвязных тонких плит.

Как показывают исследования, наиболее достоверные результаты по определению ЭМУС
многосвязных плит получаются при решении задач с использованием комплексных потен-
циалов электромагнитоупругости [8].

В данной работе с использованием этих функций построено общее решение задачи об
изгибе бесконечной пьезоплиты с произвольными включениями. При этом комплексные по-
тенциалы для бесконечной плиты представлены рядами Лорана, для включений — рядами
по полиномам Фабера, а определение неизвестных коэффициентов рядов обобщенным ме-
тодом наименьших квадратов (ОМНК) [9] сведено к решению переопределенной системы
линейных алгебраических уравнений. Для плиты с двумя круговыми или линейными вклю-
чениями проведены широкомасштабные численные исследования распределения изгибаю-
щих моментов и изменения коэффициентов интенсивности моментов (КИМ). Установлен
ряд закономерностей влияния на ЭМУС плит геометрических характеристик включений и
физико-механических свойств материалов бесконечной плиты и включений.

1. Постановка и метод решения задачи

Рассмотрим отнесенную к прямоугольной декартовой системе координат 𝑂𝑥𝑦 электро-
магнитоупругую тонкую плиту с эллиптическими отверстиями с контурами 𝐿𝑙 (𝑙 = 1, ℒ)
и полуосями 𝑎𝑙, 𝑏𝑙 (рис. 1), в которые вложены включения из других пьезоматериалов,
находящиеся с плитой в условиях идеального электромагнитоупругого контакта. Каждое
из включений способно переходить в линейное, которое можно рассматривать как эллипти-
ческое, у которого 𝑏𝑙 = 0 (в практике расчетов 𝑏𝑙 ⩽ 10−3𝑎𝑙). Обозначим бесконечную мно-
госвязную область, ограниченную контурами 𝐿𝑙, через 𝑆, области включений — через 𝑆(𝑙).
Введем локальные системы координат 𝑂𝑙𝑥𝑙𝑦𝑙 (𝑙 = 1, ℒ) с началами в центрах эллипсов 𝐿𝑙
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Рис. 1. Многосвязная плита
с включениями

Fig.1. Multiconnected plate
with inclusions

и осями 𝑂𝑙𝑥𝑙 вдоль полуосей 𝑎𝑙 так, что в этих системах и в
основной системе координат уравнения эллипсов имеют вид

𝑥𝑙 = 𝑎𝑙 cos 𝜃, 𝑦𝑙 = 𝑏𝑙 sin 𝜃;

𝑥 = 𝑥0𝑙 + 𝑥𝑙 cos𝜙𝑙 − 𝑦𝑙 sin𝜙𝑙, 𝑦 = 𝑦0𝑙 + 𝑥𝑙 sin𝜙𝑙 + 𝑦𝑙 cos𝜙𝑙,

где 𝜙𝑙 — угол между положительными направлениями осей
𝑂𝑥 и 𝑂𝑙𝑥𝑙, отсчитываемый от положительного направления
𝑂𝑥 против часовой стрелки; 𝑥0𝑙, 𝑦0𝑙 — координаты начала ло-
кальной системы 𝑂𝑙𝑥𝑙𝑦𝑙 в основной системе 𝑂𝑥𝑦; 𝜃 — пара-
метр, изменяющийся в интервале от 0 до 2𝜋. На бесконечно-
сти плита находится под действием механических моментов
𝑀∞

𝑥 , 𝑀∞
𝑦 , 𝐻∞

𝑥𝑦 и моментов индукций 𝑀∞
𝑑𝑥 , 𝑀∞

𝑑𝑦 , 𝑀∞
𝑏𝑥 , 𝑀∞

𝑏𝑦 .
При этом на основе уравнений ЭМУС можно найти и момен-
ты напряженностей 𝐻∞

𝑑𝑥, 𝐻
∞
𝑑𝑦 , 𝐻

∞
𝑏𝑥 , 𝐻∞

𝑏𝑦 .
Если для решения задачи об определении ЭМУС рассматриваемой кусочно-однородной

пьезоплиты использовать комплексные потенциалы изгиба тонких электромагнитоупругих
плит [8], то оно сводится к нахождению из соответствующих граничных условий комплекс-
ных потенциалов 𝑊

′
𝑘(𝑧𝑘) (𝑘 = 1, 4) для бесконечной плиты и 𝑊

′(𝑙)
𝑘 (𝑧

(𝑙)
𝑘 ) (𝑘 = 1, 4) для каж-

дого включения.
Комплексные потенциалы 𝑊

′
𝑘(𝑧𝑘) являются функциями обобщенных комплексных пе-

ременных
𝑧𝑘 = 𝑥+ 𝜇𝑘𝑦, (1)

где 𝜇𝑘 — корни характеристического уравнения⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝑙4𝑠(𝜇) 𝑙3𝑔(𝜇) 𝑙3𝑝(𝜇)
𝑙3𝑔(𝜇) 𝑙2𝛽(𝜇) 𝑙2𝜈(𝜇)
𝑙3𝑝(𝜇) 𝑙2𝜈(𝜇) 𝑙2𝜒(𝜇)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = 0; (2)

𝑙𝑖𝑗(𝜇)— полиномы вида

𝑙4𝑠(𝜇) = −
(︁
𝐷22𝜇

4 + 4𝐷26𝜇
3 + 2(𝐷12 + 2𝐷66)𝜇

2 + 4𝐷66𝜇+𝐷11

)︁
,

𝑙3𝑔(𝜇) = 𝐶𝑔22𝜇
3 + (𝐶𝑔12 + 2𝐶𝑔26)𝜇

2 + (𝐶𝑔21 + 2𝐶𝑔16)𝜇+ 𝐶𝑔11,

𝑙3𝑝(𝜇) = 𝐶𝑝22𝜇
3 + (𝐶𝑝12 + 2𝐶𝑝26)𝜇

2 + (𝐶𝑝21 + 2𝐶𝑝16)𝜇+ 𝐶𝑝11,

𝑙2𝛽(𝜇) = 𝐶𝛽22𝜇
2 + 2𝐶𝛽12𝜇+ 𝐶𝛽11,

𝑙2𝜈(𝜇) = 𝐶𝜈22𝜇
2 + 2𝐶𝜈12𝜇+ 𝐶𝜈11,

𝑙2𝜒(𝜇) = 𝐶𝜒22𝜇
2 + 2𝐶𝜒12𝜇+ 𝐶𝜒11;

𝐷𝑖𝑗 = 𝑏𝑖𝑗𝐷0 — упругие жесткости плиты; 𝐶𝑔𝑖𝑗 = 𝑐𝑔𝑖𝑗𝐷0, 𝐶𝑝𝑖𝑗 = 𝑐𝑝𝑖𝑗𝐷0, 𝐶𝛽𝑖𝑗 = 𝑐𝛽𝑖𝑗𝐷0,
𝐶𝜈𝑖𝑗 = 𝑐𝜈𝑖𝑗𝐷0, 𝐶𝜒𝑖𝑗 = 𝑐𝜒𝑖𝑗𝐷0 — электромагнитные жесткости плиты; 𝐷0 = 2

3ℎ
3; ℎ— полу-

толщина плиты; 𝑏𝑖𝑗 , 𝑐𝑔𝑖𝑗 , 𝑐𝑝𝑖𝑗 , 𝑐𝛽𝑖𝑗 , 𝑐𝜈𝑖𝑗 , 𝑐𝜒𝑖𝑗 — элементы обратной матрицы⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑏11 𝑏12 𝑏16 𝑐𝑔11 𝑐𝑔21 𝑐𝑝11 𝑐𝑝21
𝑏12 𝑏22 𝑏26 𝑐𝑔12 𝑐𝑔22 𝑐𝑝12 𝑐𝑝22
𝑏16 𝑏26 𝑏66 𝑐𝑔16 𝑐𝑔26 𝑐𝑝16 𝑐𝑝26

−𝑐𝑔11 −𝑐𝑔12 −𝑐𝑔16 𝑐𝛽11 𝑐𝛽12 𝑐𝜈11 𝑐𝜈12
−𝑐𝑔21 −𝑐𝑔22 −𝑐𝑔26 𝑐𝛽12 𝑐𝛽22 𝑐𝜈12 𝑐𝜈22
−𝑐𝑝11 −𝑐𝑝12 −𝑐𝑝16 𝑐𝜈11 𝑐𝜈12 𝑐𝜒11 𝑐𝜒12
−𝑐𝑝21 −𝑐𝑝22 −𝑐𝑝26 𝑐𝜈12 𝑐𝜈22 𝑐𝜒12 𝑐𝜒22

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=
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=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑠11 𝑠12 𝑠16 𝑔11 𝑔21 𝑝11 𝑝21
𝑠12 𝑠22 𝑠26 𝑔12 𝑔22 𝑝12 𝑝22
𝑠16 𝑠26 𝑠66 𝑔16 𝑔26 𝑝16 𝑝26
−𝑔11 −𝑔12 −𝑔16 𝛽11 𝛽12 𝜈11 𝜈12
−𝑔21 −𝑔22 −𝑔26 𝛽12 𝛽22 𝜈12 𝜈22
−𝑝11 −𝑝12 −𝑝16 𝜈11 𝜈12 𝜒11 𝜒12

−𝑝21 −𝑝22 −𝑝26 𝜈12 𝜈22 𝜒12 𝜒22

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

−1

;

𝑠𝑖𝑗 — коэффициенты деформации материала, измеренные при постоянных индукциях элек-
трического и магнитного полей; 𝑔𝑖𝑗 и 𝑝𝑖𝑗 — пьезоэлектрические и пьезомагнитные модули
деформации и напряженностей, измеренные при постоянных напряжениях и индукциях;
𝛽𝑖𝑗 , 𝜈𝑖𝑗 и 𝜒𝑖𝑗 — коэффициенты диэлектрической, магнитной и электромагнитной восприим-
чивостей, измеренные при постоянных напряжениях [8].

Комплексные потенциалы 𝑊
′(𝑙)
𝑘 (𝑧

(𝑙)
𝑘 ) (𝑘 = 1, 4) для каждой плиты-включения 𝑆(𝑙) явля-

ются функциями обобщенных комплексных переменных

𝑧
(𝑙)
𝑘 = 𝑥+ 𝜇

(𝑙)
𝑘 𝑦, (3)

где 𝜇(𝑙)
𝑘 — корни характеристического уравнения, получаемого из уравнения (2) заменой всех

величин на аналогичные величины с индексом (𝑙) вверху.
Функции 𝑊

′
𝑘(𝑧𝑘) определены в областях 𝑆𝑘, получаемых из области 𝑆 аффинными пре-

образованиями (1) и ограниченных контурами 𝐿𝑘𝑙, соответствующими контурам 𝐿𝑙 при этих
преобразованиях, и в общем случае многосвязной плиты можно представить в виде [8, 9]

𝑊
′
𝑘(𝑧𝑘) = Γ𝑘𝑧𝑘 +

𝐿∑︁
𝑙=1

∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑘𝑙𝑛
𝜁𝑛𝑘𝑙

,

в котором Γ𝑘 — известные постоянные, определяемые по значениям моментов на бесконеч-
ности; 𝜁𝑘𝑙 — переменные, получаемые из конформных отображений внешности единичных
кругов

⃒⃒⃒
𝜁𝑘𝑙 ⩾ 1

⃒⃒⃒
на внешности контуров 𝐿𝑘𝑙 [10],

𝑧𝑘 = 𝑧𝑘𝑙0 +𝑅𝑘𝑙

⧸︁
(𝜁𝑘𝑙 +𝑚𝑘𝑙/𝜁𝑘𝑙), 𝑧𝑘𝑙0 = 𝑥0𝑙 + 𝜇𝑘𝑦0𝑙,

𝑅𝑘𝑙 =
(︁
𝑎𝑙(cos𝜙𝑙 + 𝜇𝑘 sin𝜙𝑙) + 𝑖𝑏𝑙(sin𝜙𝑙 − 𝜇𝑘 cos𝜙𝑙)

)︁⧸︁
2,

𝑚𝑘𝑙 =
(︁
𝑎𝑙(cos𝜙𝑙 + 𝜇𝑘 sin𝜙𝑙)− 𝑖𝑏𝑙(sin𝜙𝑙 − 𝜇𝑘 cos𝜙𝑙)

)︁⧸︁
2𝑅𝑘𝑙;

𝑎𝑘𝑙𝑛 — неизвестные коэффициенты рядов, определяемые из условий на контурах плиты.
Функции 𝑊

′(𝑙)
𝑘 (𝑧

(𝑙)
𝑘 ) голоморфны в конечных областях 𝑆

(𝑙)
𝑘 , получаемых из областей 𝑆(𝑙)

аффинными преобразованиями (3), и их можно представить рядами по полиномам Фабера
для этих областей

𝑊
′(𝑙)
𝑘 (𝑧

(𝑙)
𝑘 ) =

∞∑︁
𝑛=0

𝑎
(𝑙)
𝑘𝑛𝑃

(𝑙)
𝑘𝑛 (𝑧

(𝑙)
𝑘 ),

где 𝑃
(𝑙)
𝑘𝑛 (𝑧

(𝑙)
𝑘 )— полиномы Фабера для эллипса 𝐿

(𝑙)
𝑘 , имеющие вид [11]

𝑃
(𝑙)
𝑘0 = 1, 𝑃

(𝑙)
𝑘𝑛 = (𝜁

(𝑙)
𝑘 )𝑛 + (𝑚

(𝑙)
𝑘 )𝑛

⧸︁
(𝜁

(𝑙)
𝑘 )𝑛;

𝜁
(𝑙)
𝑘 — переменные, получаемые из конформных отображений внешности единичных кругов⃒⃒⃒
𝜁
(𝑙)
𝑘 ⩾ 1

⃒⃒⃒
на внешности контуров 𝐿

(𝑙)
𝑘 с помощью следующих формул:

𝑧
(𝑙)
𝑘 = 𝑧

(𝑙)
𝑘0 +𝑅

(𝑙)
𝑘

⧸︁
(𝜁

(𝑙)
𝑘 +𝑚

(𝑙)
𝑘 /𝜁

(𝑙)
𝑘 ), 𝑧

(𝑙)
𝑘0 = 𝑥0𝑙 + 𝜇

(𝑙)
𝑘 𝑦0𝑙,
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𝑅
(𝑙)
𝑘 =

(︁
𝑎𝑙(cos𝜙𝑙 + 𝜇

(𝑙)
𝑘 sin𝜙𝑙) + 𝑖𝑏𝑙(sin𝜙𝑙 − 𝜇

(𝑙)
𝑘 cos𝜙𝑙)

)︁⧸︁
2,

𝑚
(𝑙)
𝑘 =

(︁
𝑎𝑙(cos𝜙𝑙 + 𝜇

(𝑙)
𝑘 sin𝜙𝑙)− 𝑖𝑏𝑙(sin𝜙𝑙 − 𝜇

(𝑙)
𝑘 cos𝜙𝑙)

)︁⧸︁
2𝑅

(𝑙)
𝑘 .

Но полиномы Фабера 𝑃
(𝑙)
𝑘𝑛 (𝑧

(𝑙)
𝑘 ) можно представить рядами по степеням 𝑧

(𝑙)
𝑘 − 𝑧

(𝑙)
𝑘0 [11]. По-

этому функции 𝑊
′(𝑙)
𝑘 (𝑧

(𝑙)
𝑘 ) можно представить и в виде степенных рядов

𝑊
′(𝑙)
𝑘 (𝑧

(𝑙)
𝑘 ) =

∞∑︁
𝑛=0

𝑎
(𝑙)
𝑘𝑛(𝑧

(𝑙)
𝑘 − 𝑧

(𝑙)
𝑘0 )

𝑛,

где 𝑎
(𝑙)
𝑘𝑛 — неизвестные постоянные, которые, как и 𝑎𝑘𝑙𝑛, будем определять из граничных

условий на контурах контактов плиты 𝑆 и включений 𝑆(𝑙).
На контурах включений, где имеет место идеальный контакт плиты с включениями,

граничные условия для определения функций имеют вид [8]

2Re
4∑︁

𝑘=1

(︁
𝑔𝑖𝑘𝑙𝑊

′
𝑘(𝑧𝑘)− 𝑔

(𝑙)
𝑖𝑘 𝑊

′(𝑙)
𝑘 (𝑧

(𝑙)
𝑘 )

)︁
= 𝑓𝑖𝑙(𝑡) (𝑖 = 1, 8), (4)

в котором

𝑔1𝑘𝑙 =
𝑝𝑘
𝜇𝑘

, 𝑔2𝑘𝑙 = 𝑞𝑘, 𝑔3𝑘𝑙 = 1, 𝑔4𝑘𝑙 = 𝜇𝑘,

𝑔5𝑘𝑙 = 𝑑𝑦𝑘, 𝑔6𝑘𝑙 = 𝑏𝑦𝑘, 𝑔7𝑘𝑙 = 𝜈𝑘, 𝑔8𝑘𝑙 = 𝜌𝑘,

𝑔
(𝑙)
1𝑘 =

𝑝
(𝑙)
𝑘

𝜇
(𝑙)
𝑘

, 𝑔
(𝑙)
2𝑘 = 𝑞

(𝑙)
𝑘 , 𝑔

(𝑙)
3𝑘 = 1, 𝑔

(𝑙)
4𝑘 = 𝜇

(𝑙)
𝑘 ,

𝑔
(𝑙)
5𝑘 = 𝑑

(𝑙)
𝑦𝑘, 𝑔

(𝑙)
6𝑘 = 𝑏

(𝑙)
𝑦𝑘, 𝑔

(𝑙)
7𝑘 = 𝜈

(𝑙)
𝑘 , 𝑔

(𝑙)
8𝑘 = 𝜌

(𝑙)
𝑘 ,

𝑓1𝑙 = −𝑐𝑙𝑥+ 𝑐1𝑙, 𝑓2𝑙 = 𝑐𝑙𝑦 + 𝑐2𝑙, 𝑓3𝑙 = 𝑓4𝑙 = 0,

𝑓𝑗𝑙 = 𝑐𝑗𝑙, 𝑗 = 5, 6, 7, 8,

𝑝𝑘, 𝑞𝑘, 𝑑𝑦𝑘, 𝑏𝑦𝑘, 𝜈𝑘, 𝜌𝑘 — известные постоянные [8]; 𝑐𝑙 — вещественные постоянные, причем
все величины со значком (𝑙) вверху относятся к включению 𝑆(𝑙) и получаются по формулам
для плиты заменой величин без значка на величины со значком (𝑙); 𝜇(𝑙)

𝑘 (𝑘 = 1, 4)— корни
уравнения (2) для включения 𝑆(𝑙).

Для многосвязных областей граничным условиям удобнее удовлетворять в дифференци-
альной форме, которая не будет содержать аддитивных постоянных, входящих в обычные
граничные условия. Последние условия, полученные из условий (4) их дифференцировани-
ем по дуге контура, имеют вид

2Re
4∑︁

𝑘=1

[︁
𝑔𝑖𝑘𝑙𝛿𝑘,𝑠𝑊

′′
𝑘 (𝑧𝑘)− 𝑔

(𝑙)
𝑖𝑘 𝛿

(𝑙)
𝑘,𝑠𝑊

′′(𝑙)
𝑘 (𝑧

(𝑙)
𝑘 )

]︁
=

𝑑𝑓𝑖𝑙(𝑡)

𝑑𝑠
(𝑖 = 1, 8), (5)

в котором

𝑊
′′
𝑘 (𝑧𝑘) =

ℒ∑︁
𝑙=1

∞∑︁
𝑛=1

𝜑
′
𝑘𝑙𝑛(𝑧𝑘)𝑎𝑘𝑙𝑛, 𝑊

′′(𝑙)
𝑘 (𝑧

(𝑙)
𝑘 ) =

∞∑︁
𝑛=1

𝜑
′(𝑙)
𝑘𝑛 (𝑧

(𝑙)
𝑘 )𝑎

(𝑙)
𝑘𝑛, (6)

𝛿𝑘,𝑠 =
𝑑𝑧𝑘
𝑑𝑠

, 𝛿
(𝑙)
𝑘,𝑠 =

𝑑𝑧
(𝑙)
𝑘

𝑑𝑠
,

𝜑
′
𝑘𝑙𝑛(𝑧𝑘) = − 𝑛

𝜁𝑛−1
𝑘𝑙 (𝜁2𝑘𝑙 −𝑚𝑘𝑙)

, 𝜑
′(𝑙)
𝑘𝑛 (𝑧

(𝑙)
𝑘 ) = 𝑛(𝑧

(𝑙)
𝑘 − 𝑧

(𝑙)
𝑘0 )

𝑛−1 (𝑙 = 1,ℒ).
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Граничным условиям (5) будем удовлетворять обобщенным методом наименьших квад-
ратов [9,12,13]. Для этого выберем на каждом из контуров 𝐿𝑝 систему точек 𝑀𝑝𝑚(𝑥𝑝𝑚, 𝑦𝑝𝑚)
(𝑝 = 1,ℒ;𝑚 = 1,𝑀), в которых удовлетворим соответствующим граничным условиям. Под-
ставляя функции (6) в граничные условия (5) в точках 𝑀𝑝𝑚(𝑥𝑝𝑚, 𝑦𝑝𝑚), для определения
неизвестных постоянных 𝑎𝑘𝑙𝑛 и 𝑎

(𝑙)
𝑘𝑛 получаем систему линейных алгебраических уравнений

вида

2Re
[︁ 4∑︁
𝑘=1

ℒ∑︁
𝑙=1

∞∑︁
𝑛=1

𝑔𝑖𝑘𝑝𝛿𝑘,𝑠𝜑
′
𝑘𝑙𝑛(𝑡𝑘𝑝𝑚)𝑎𝑘𝑙𝑛 −

4∑︁
𝑘=1

∞∑︁
𝑛=1

𝑔
(𝑙)
𝑖𝑘 𝛿

(𝑙)
𝑘,𝑠𝜑

′(𝑙)
𝑘𝑛 (𝑡

(𝑝)
𝑘𝑚)𝑎

(𝑙)
𝑘𝑛

]︁
=

=
𝑑𝑓𝑖𝑝(𝑡𝑝𝑚)

𝑑𝑠
− 2Re

4∑︁
𝑘=1

𝑔𝑖𝑘𝛿𝑘,𝑠Γ𝑘 (𝑖 = 1, 8; 𝑝 = 1,ℒ;𝑚 = 1,𝑀). (7)

Кроме уравнений (7), для каждого контура отверстия должны выполняться уравнения

2Re

4∑︁
𝑘=1

𝑖𝑎𝑘𝑝1 = 0 (𝑝 = 1,ℒ), (8)

следующие из однозначности прогиба при полном обходе каждого из контуров 𝐿𝑝.
Систему (7), дополненную уравнениями (8), будем решать методом сингулярных разло-

жений [14,15]. После нахождения псевдорешений этой системы функции 𝑊
′
𝑘(𝑧𝑘) и 𝑊

′(𝑙)
𝑘 (𝑧

(𝑙)
𝑘 )

будут известными и по ним можно вычислять основные характеристики ЭМУС (механиче-
ские изгибающие и крутящий моменты, моменты индукций электрического и магнитного
полей, перерезывающие силы) [8]. Если некоторый эллипс 𝐿𝑙 переходит в прямолинейное
включение, то для его концов можно вычислить также коэффициенты интенсивности мо-
ментов (КИМ) 𝑘±1𝑀 и 𝑘±2𝑀 по известным формулам

𝑘±1𝑀 = 2Re
[︁
𝑝𝑘 sin

2 𝜙𝑙 + 𝑞𝑘 cos
2 𝜙𝑙 − 2𝑟𝑘 cos𝜙𝑙 sin𝜙𝑙

]︁
𝑀𝑘,

𝑘±2𝑀 = 2Re
[︁
(𝑞𝑘 − 𝑝𝑘) cos𝜙𝑙 sin𝜙𝑙 + 𝑟𝑘(cos

2 𝜙𝑙 − sin2 𝜙𝑙)
]︁
𝑀𝑘,

в которых

𝑀𝑘 = ±
√
𝑎𝑙

2𝑅𝑘𝑙

∞∑︁
𝑛=1

(±1)𝑛𝑛𝑎𝑘𝑙𝑛,

причем «+» и «−» у КИМ в локальной системе координат 𝑂𝑙𝑥𝑙𝑦𝑙 относятся к правому и
левому концам трещины соответственно.

Как частные случаи из приведенных решений задач электромагнитоупругости (ЭМУ)
следуют решения задач электроупругости (ЭУ), магнитоупругости (МУ) и теории упру-
гости (ТУ). При проведении численных исследований решения всех этих задач можно
получить по программе решения задачи ЭМУ, проводя вычисления для модельного ма-
териала с постоянными 𝑔

′
𝑖𝑗 = 𝜆𝑔𝑔𝑖𝑗 , 𝑝

′
𝑖𝑗 = 𝜆𝑝𝑝𝑖𝑗 , 𝜈

′
𝑖𝑗 = 𝜆𝑔𝑝𝜈𝑖𝑗 , причем их нужно принять

такими: 𝜆𝑔 = 𝜆𝑝 = 𝜆𝑔𝑝 = 1 для задач ЭМУ; 𝜆𝑔 = 1, 𝜆𝑝 = 𝜆𝑔𝑝 ⩽ 10−3 для задач ЭУ;
𝜆𝑝 = 1, 𝜆𝑔 = 𝜆𝑔𝑝 ⩽ 10−3 для задач МУ; 𝜆𝑔 = 𝜆𝑝 = 𝜆𝑔𝑝 ⩽ 10−3 для задач ТУ.

2. Результаты численных исследований

Были проведены численные исследования для плит из материалов: 1) композит на ос-
нове 𝐵𝑎𝑇𝑖𝑂3−𝐶𝑎𝐹𝑒2𝑂4 (материал М1) [16,17]; 2) композит, упругие, пьезоэлектрические и
электрические постоянные которого соответствуют селениду кадмия 𝐶𝑑𝑆𝑒, а пьезомагнит-
ные и магнитные —𝐵𝑎𝑇𝑖𝑂3 (материал М2) [18]. При проведении расчетов упругие свойства
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материала каждого включения связывались со свойствами материала бесконечной плиты
соотношениями 𝑠

(𝑙)
𝑖𝑗 = 𝜆

(𝑙)
𝑠 𝑠𝑖𝑗 , где 𝜆

(𝑙)
𝑠 — параметры, связывающие соответствующие посто-

янные материалов бесконечной плиты с областью 𝑆 и включений с областями 𝑆(𝑙). Ввиду
того что на значения моментов в бесконечной плите пьезосвойства включений влияют незна-

Рис. 2. Схема задачи с
двумя круговыми вклю-

чениями
Fig. 2. Task diagram with

two circular inclusions

чительно, при проведении расчетов эти свойства включений не
учитывались, т.е. считалось, что 𝜆

(𝑙)
𝑔 = 𝜆

(𝑙)
𝑝 = 𝜆

(𝑙)
𝑔𝑝 = 0.

В табл. 1 для изгиба моментами 𝑀∞
𝑦 = 𝑚𝑦 бесконечной

плиты с двумя одинаковыми круговыми упругими (не облада-
ющими пьезосвойствами) включениями радиуса 𝑎1 (𝑏1 = 𝑎1,
𝑏2 = 𝑎2 = 𝑎1) (рис. 2), с точностью до множителя 𝑚𝑦, в за-
висимости от 𝑐/𝑎1, где 𝑐— расстояние между включениями, па-
раметра механической жесткости включений 𝜆

(1)
𝑠 и центрально-

го угла 𝜃 контура 𝐿1, отсчитываемого от направления оси 𝑂𝑥
против часовой стрелки, приведены значения изгибающих мо-
ментов 𝑀𝑠 в точках контакта плиты с левым включением на
площадках, перпендикулярных к контуру. Значения 𝜆

(1)
𝑠 , рав-

ные 0 и ∞, относятся к случаям плиты с абсолютно жесткими
включениями и абсолютно мягкими включениями (отверстия-
ми). На рис. 3 изображены графики распределения этих моментов около контура 𝐿1 в пли-
те из материала М2 при различных значениях 𝑐/𝑎1. Сплошные линии относятся к случаю
𝑐/𝑎1 = 0, 1, штриховые — к случаю 𝑐/𝑎1 = ∞.

Таблица 1 / Table 1

Значения 𝑀𝑠/𝑚𝑦 в плите около контура левого включения
The values of 𝑀𝑠/𝑚𝑦 in the plate near the contour of the left switch

𝑐/𝑎1 𝜆
(1)
𝑠

𝜃, рад.
0 𝜋/6 𝜋/3 𝜋/2 𝜋 0 𝜋/6 𝜋/3 𝜋/2

Задача ЭМУ Задача ТУ
Материал М2

∞ 0.0 −0.747 −0.400 0.958 0.986 −0.747 −0.849 −0.218 0.679 1.027

0.1 −0.150 0.002 0.648 0.540 −0.150 −0.170 0.106 0.447 0.559

0.5 0.647 0.526 0.323 0.088 0.647 0.669 0.546 0.253 0.094

2.0 1.332 0.953 0.233 −0.001 1.332 1.280 0.945 0.302 −0.013

10.0 1.903 1.293 0.287 0.132 1.903 1.696 1.272 0.469 0.078

∞ 2.184 1.457 0.336 0.232 2.184 1.876 1.424 0.565 0.146

1.00 0.0 −0.542 −0.579 0.611 0.875 −0.726 −0.649 −0.382 0.439 0.907

0.1 −0.137 −0.127 0.476 0.485 −0.160 −0.185 −0.004 0.344 0.500

10.0 2.256 1.430 0.279 0.126 2.010 2.098 1.406 0.438 0.075

∞ 2.703 1.645 0.317 0.220 2.332 2.454 1.617 0.519 0.138

0.10 0.0 −1.478 −0.624 0.553 0.867 −0.780 −1.627 −0.449 0.386 0.899

0.1 −0.549 −0.219 0.415 0.466 −0.188 −0.575 −0.105 0.299 0.480

10.0 4.207 1.453 0.249 0.148 2.148 3.816 1.355 0.320 0.091

∞ 6.973 1.506 0.244 0.237 2.554 6.146 1.386 0.281 0.148

0.01 0.0 −4.843 −0.288 0.628 0.874 −0.812 −5.690 −0.224 0.435 0.907

0.1 −1.131 −0.147 0.423 0.463 −0.197 −1.267 −0.078 0.300 0.477

0.5 0.376 0.436 0.281 0.070 0.612 0.459 0.462 0.240 0.076

2.0 1.939 1.028 0.237 0.010 1.399 1.746 1.002 0.274 −0.002

10.0 6.521 1.265 0.221 0.154 2.189 5.453 1.192 0.279 0.096

Из данных табл. 1, рис. 3 и других полученных результатов следует, что влияние одного
включения на ЭМУС около другого значительно, если расстояние между включениями
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Рис. 3. Графики распределения моментов 𝑀𝑠 око-
ло контура 𝐿1 при 𝑐/𝑎1 = 0, 1(сплошные линии) и

𝑐/𝑎1 = ∞ (штриховые линии)
Fig. 3. Graphs of the distribution of moments 𝑀𝑠

near the contour 𝐿1 at 𝑐/𝑎1 = 0.1 (solid lines) and
𝑐/𝑎1 = ∞ (dashed lines)

меньше диаметров включений (𝑐/𝑎1 ⩽ 2),
с уменьшением расстояния 𝑐 между
включениями значения моментов 𝑀𝑠 в
плите около контуров включений рез-
ко изменяются вблизи точек перемычки
и несколько меньше в зонах противопо-
ложной перемычке (растут при 𝜆

(1)
𝑠 > 1

(при 𝐸
(1)
1 < 𝐸1) и уменьшаются при

𝜆
(1)
𝑠 < 1 (при 𝐸

(1)
1 > 𝐸1)). При этом

на значения моментов в этой зоне су-
щественно влияет значение параметра
жесткости 𝜆

(1)
𝑠 : с увеличением значения

𝜆
(1)
𝑠 (с уменьшением жесткости включе-

ний) значения моментов 𝑀𝑠 резко рас-
тут. Так, если 𝑐/𝑎1 = 0.01, то в точке
контура, соответствующей 𝜃 = 0, при
изменении 𝜆

(1)
𝑠 от 0 (абсолютно жесткие

включения) до ∞ (неподкрепленные от-
верстия) значения моментов растут от
−4.843 до 21.831.

Вдали от перемычки значения моментов изменяются незначительно. Как видно, отрица-
тельные моменты в плите вблизи горизонтальных диаметров включений возникают, когда
𝜆
(1)
𝑠 < 0.14, при 0 ⩽ 𝜃 < 𝜋/6 и 11𝜋12 ⩽ 𝜃 ⩽ 𝜋. Последнее наглядно видно на рис. 4, где для

некоторых малых значений 𝜆
(1)
𝑠 приведены графики распределения этих моментов 𝑀𝑠 для

Рис. 4. Графики распределения моментов 𝑀𝑠 для
некоторых значений 𝜆

(1)
𝑠 в плите с одним включе-

нием (при 𝑐/𝑎1 = ∞) из материалов М1 (сплош-
ные линии) и М2 (штриховые линии)

Fig. 4. Graphs of the distribution of moments 𝑀𝑠

for some values of 𝜆(1)
𝑠 in a single-inclusion plate (at

𝑐/𝑎1 = ∞) made of M1 (solid lines) and M2 (dashed
lines) materials

плиты с одним включением (при 𝑐 = ∞).
Значения изгибающих моментов в

плите из «сильно анизотропного» мате-
риала М2 значительно больше, чем в
плите из «близкого к изотропному» ма-
териала М1. На изгибающие моменты
в плите значительно влияют пьезосвой-
ства, порой значения моментов с учетом
пьезосвойств (задача ЭМУ) в 2 и более
раз отличаются от их значений без учета
пьезосвойств (задача ТУ).

Как показывают исследования, с
уменьшением отношения полуосей эл-
липтических включений 𝑏𝑙/𝑎𝑙 значения
моментов 𝑀𝑠 в окрестности концов ма-
лых полуосей эллипсов 𝑏𝑙 значительно
уменьшаются, но резко растут в окрест-

ности концов больших полуосей 𝑎𝑙, стремясь к бесконечности, и при 𝑏𝑙/𝑎𝑙 ⩽ 10−3 можно
говорить о КИМ для концов линейных включений.

В табл. 2 для плиты из материала М2 с двумя одинаковыми упругими линейными вклю-
чениями (не обладающими пьезосвойствами) длины 2𝑎1 (2𝑎2 = 2𝑎1) (рис. 5) в зависимо-
сти от 𝑐/𝑎1, где 𝑐— расстояние между включениями, и параметра механической жесткости
включений 𝜆

(1)
𝑠 даны значения КИМ 𝑘±1 (в данном случае 𝑘±2 = 0). Значения 𝜆

(1)
𝑠 , равные

0 и ∞, относятся к случаям абсолютно жестких включений и трещин соответственно. Для
случаев, когда параметр 𝜆

(1)
𝑠 равен 0, 1 и 10 значения 𝑘+1 (КИН для правого конца трещины)

для всех 𝑐/𝑎1 получаются такими же, как и 𝑘−1 , поэтому они в табл. 2 не приведены.
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Таблица 2 / Table 2
Значения КИМ для концов левого линейного включения в плите из

материала М2 с двумя линейными включениями
The CMI(the coefficient of the moments intensity) values for the ends of
the left linear inclusion in a plate made of M2 material with two linear

inclusions

𝜆
(1)
𝑠 КИМ

𝑐/𝑎1

∞ 2 1 0.5 0.1 0.01

0
𝑘−1 −0.527 −0.542 −0.554 −0.568 −0.603 −0.639

𝑘+1 −0.527 −0.552 −0.585 −0.645 −0.935 −1.971

10−3 𝑘−1 −0.160 −0.161 −0.162 −0.162 −0.164 −0.164

𝑘+1 −0.160 −0.162 −0.166 −0.173 −0.206 −0.319

0.1 𝑘−1 −0.003 −0.003 −0.003 −0.003 −0.003 −0.003

10 𝑘−1 0.006 0.006 0.006 0.006 0.006 0.006

103
𝑘−1 0.404 0.408 0.410 0.413 0.417 0.419
𝑘+1 0.404 0.412 0.423 0.444 0.543 0.882

∞
𝑘−1 0.998 1.026 1.049 1.079 1.148 1.221
𝑘+1 0.998 1.046 1.110 1.226 1.791 3.836

Рис. 5. Схема задачи с двумя
линейными включениями

Fig. 5. Task diagram with two
linear inclusions

Как видно из данных, приведенных в табл. 2,
если механическая жесткость включений меньше
жесткости плиты (𝜆(1)

𝑠 > 1), то КИМ положительны
и в малой окрестности концов линейных включений
при положительных толщинных координатах 𝑧 на-
пряжения положительны (происходит растяжение),
если же механическая жесткость включений меньше
жесткости плиты (𝜆(1)

𝑠 < 1), то КИМ отрицательны
и в малой окрестности концов включений при по-
ложительных толщинных координатах 𝑧 напряже-
ния в плите отрицательны (происходит сжатие). Ес-
ли материалы плиты и включений по механическим
свойствам одинаковы (𝜆(1)

𝑠 = 1), то, как и следовало ожидать, КИМ равны нулю и напря-
женное состояние в плите такое, как в плите без включения. При сближении друг с другом
включений из более жесткого материала, чем материал плиты (𝜆(1)

𝑠 < 1), значения КИМ
уменьшаются; при сближении друг с другом включений из материала, который значительно
мягче материала плиты (𝜆(1)

𝑠 >> 1), значения КИМ резко растут, особенно для ближайших
друг к другу концов включений (трещин). Для случая трещин (𝜆(1)

𝑠 = ∞) значения КИМ
совпадают с известными [19].

Заключение

Таким образом, с использованием комплексных потенциалов теории изгиба тонких пье-
зоплит [8] решена задача об изгибе плиты с включениями из других материалов. При этом
с помощью конформных отображений, разложений голоморфных функций в ряды Лорана
и по полиномам Фабера за счет выполнения краевых условий ОМНК [9] задача сведе-
на к переопределенной системе линейных алгебраических уравнений, решаемой методом
сингулярных разложений [14, 15]. Численные исследования проведены для плиты с двумя
круговыми или линейными включениями. Установлены закономерности изменения ЭМУС
плиты в зависимости от физико-механических свойств материалов и геометрических ха-
рактеристик включений.
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