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Введение

Многие инженерные приложения требуют применения пластин с косоугольной (переко-
шенной) геометрией, например для хвостового оперения и стреловидных крыльев самоле-
тов, а также в судостроении, машиностроении, медицине и др.

Для исследования косоугольных пластин необходимо разработать эффективные и точ-
ные методы. В исследованиях [1–10] эффективность метода вариационных итераций (МВИ)
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была выявлена для исследования прямоугольных в плане пластин. Настоящая работа посвя-
щена применению метода вариационных итераций для косоугольных геометрически нели-
нейных пластин. Наряду с методом вариационных итераций для исследования косоуголь-
ных пластин в линейной постановке применялись методы конечных элементов [11–13], диф-
ференциальных квадратур [14] и конечных разностей [15] без учета пористости материала
и размерной зависимости.

Исследование пластин с пористостью является важным ввиду их уникальных особенно-
стей. Пористые материалы для пластин обладают рядом преимуществ, которые делают их
востребованными в различных областях, включая электрохимию, энергетику, фильтрацию.
Основными преимуществами пористых материалов являются:

1) термоизоляционные свойства — воздух в порах снижает теплопроводность, что делает
такие материалы пригодными для изоляции;

2) экономия материала — меньший расход сырья по сравнению с монолитными структу-
рами без потери функциональности;

3) уменьшение веса — это особенно важно в авиа-, судо- и автомобилестроении.
Настоящая работа посвящена исследованию геометрически нелинейных по Т. фон Кар-

ману косоугольных пористых функционально-градиентных пластин при действии попереч-
ной нагрузки с учетом размерной зависимости. Исследуется влияние пористости, функцио-
нальной градиентности, размерных эффектов и угла наклона косоугольных пластин.

1. Математическое моделирование косоугольных размерно зависимых
пористых функционально-градиентных пластин

Рассмотрим косоугольную пластину в пространстве 𝑅3 как трехмерное тело 𝑉 ∈ {0 ⩽ 𝜉 ⩽
⩽ 𝑎, 0 ⩽ 𝜂 ⩽ 𝑏, −ℎ/2 ⩽ 𝑧 ⩽ ℎ/2} (рис. 1), где ℎ— толщина пластины, 𝑎, 𝑏— стороны
пластины, 𝜙— угол наклона.

а / a б / b
Рис. 1. Расчетная схема косоугольной пластины: a — в 3D виде; б — сре-

динная плоскость косоугольной пластины (цвет онлайн)

Fig. 1. Calculation scheme of an oblique plate: a — in 3D view; b — the middle
plane of an oblique plate (color online)

Приняты следующие гипотезы:
1) гипотеза Кирхгофа;
2) размерные эффекты пластин учитываются в соответствии с [16];
3) модуль упругости 𝐸 = 𝐸(𝑧) и коэффициент Пуассона 𝜇 = 𝜇(𝑧) являются функциями

от 𝑧.
Исследуются следующие распределения пор (𝑈,𝑋,𝑂) [17]:
1) U-ПФГМ:

𝐸(𝑧) = (𝐸𝑐 − 𝐸𝑚) (1/2 + 𝑧/ℎ)𝑝 + 𝐸𝑚 − (𝐸𝑐 + 𝐸𝑚) Γ/2,

𝜇(𝑧) = (𝜇𝑐 − 𝜇𝑚) (1/2 + 𝑧/ℎ)𝑝 + 𝜇𝑚 − (𝜇𝑐 + 𝜇𝑚) Γ/2;
(1)
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2) X-ПФГМ:

𝐸(𝑧) = (𝐸𝑐 − 𝐸𝑚) (1/2 + 𝑧/ℎ)𝑝 + 𝐸𝑚 − (𝐸𝑐 + 𝐸𝑚) (1/2− |𝑧| /ℎ) Γ,
𝜇(𝑧) = (𝜇𝑐 − 𝜇𝑚) (1/2 + 𝑧/ℎ)𝑝 + 𝜇𝑚 − (𝜇𝑐 + 𝜇𝑚) (1/2− |𝑧| /ℎ) Γ;

(2)

3) O-ПФГМ:

𝐸(𝑧) = (𝐸𝑐 − 𝐸𝑚) (1/2 + 𝑧/ℎ)𝑝 + 𝐸𝑚 − (𝐸𝑐 + 𝐸𝑚) |𝑧|Γ/ℎ,
𝜇(𝑧) = (𝜇𝑐 − 𝜇𝑚) (1/2 + 𝑧/ℎ)𝑝 + 𝜇𝑚 − (𝜇𝑐 + 𝜇𝑚) |𝑧|Γ/ℎ,

(3)

где 𝑝— функционально-градиентный параметр, отвечающий за соотношения объемных до-
лей материала; Γ— показатель пористости материала. Следует заметить, что концентраци-
ей напряжений вблизи пустот можно пренебречь ввиду их малого размера, предполагается
плавное, непрерывное изменение напряжений по толщине пластины.

Из принципа Гамильтона

𝑡1∫︁
𝑡0

𝛿 (−𝑈 +𝑊 +𝐾) 𝑑𝑡 = 0 (4)

получены уравнения движения гибких ПФГМ размерно зависимых косоугольных пластин
в принятой системе координат, а также краевые и начальные условия.

Приведем статические уравнения гибких ПФГМ косоугольных микро/нанопластин (5)–
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+

𝜕𝑤

𝜕𝜂

)︂2
)︃)︃

𝜕2𝑤

𝜕𝜉2

]︃
+

+𝐴2𝑐
−2

[︃(︃
𝑐−1

(︂
−𝑠

𝜕𝑣

𝜕𝜉
+

𝜕𝑣

𝜕𝜂

)︂
+

1

2
𝑐−2

(︂
−𝑠

𝜕𝑤

𝜕𝜉
+

𝜕𝑤

𝜕𝜂

)︂2

+ 𝜇

(︃
𝜕𝑢

𝜕𝜉
+

1

2

(︂
𝜕𝑤

𝜕𝜉

)︂2
)︃)︃

×

×
(︂
𝑠2

𝜕2𝑤

𝜕𝜉2
− 2𝑠

𝜕2𝑤

𝜕𝜉𝜕𝜂
+

𝜕2𝑤

𝜕𝜂2

)︂]︂
, (7)

где 𝐴1 =
1∫︀
0

𝐸
(1+𝜇)𝑑𝑧, 𝐴2 =

1/2∫︀
−1/2

𝐸
1−𝜇2𝑑𝑧, 𝐴3 =

1/2∫︀
−1/2

1−𝜇
2 𝑑𝑧, 𝐴4 =

1/2∫︀
−1/2

1−𝜇
2 𝑑𝑧;
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граничные условия:
– шарнир по контуру пластины:

𝑤|𝑆 = 0,
𝜕2𝑤

𝜕𝑛2
|𝑆 = 0, 𝑢|𝑆 = 0, 𝑣|𝑆 = 0; (8)

– защемление по контуру пластины:

𝑤|𝑆 = 0,
𝜕𝑤

𝜕𝑛
|𝑆 = 0, 𝑢|𝑆 = 0, 𝑣|𝑆 = 0. (9)

Для косоугольных ПФГМ пластин согласно модифицированной моментной теории вы-
ражение для цилиндрической 𝐷̄ примет вид

𝐷̄ =

1/2∫︁
−1/2

(︂
𝐸(𝑧)𝑧2

1− 𝜇2(𝑧)
+

𝐸(𝑧)𝑙2

1 + 𝜇(𝑧)

)︂
𝑑𝑧. (10)

В выражении (10) первый член относится к классической теории, второй член учитывает
размерно зависимый параметр 𝑙 согласно модифицированной моментной теории Янга [16].
Уравнения (5)–(10) приведены к безразмерному виду с использованием параметров (11).
Черточки над безразмерными параметрами в уравнениях (5)–(10) и далее опущены.

𝑤̄ =
𝑤

ℎ
𝑞 =

𝑎2𝑏2

𝐸ℎ4
𝑞, 𝐸̄(𝑧) =

𝐸(𝑧)

𝐸𝑚
, 𝜆 =

𝑎

𝑏
, 𝜉 =

𝜉

𝑎
, 𝜂 =

𝜂

𝑏
, 𝑙̄ =

𝑙

ℎ
. (11)

2. Метод вариационных итераций

Рассмотрим использование метода вариационных итераций на примере системы нели-
нейных дифференциальных уравнений в операторном виде

𝐿𝑖[𝜙1(𝜉, 𝜂), . . . , 𝜙𝑚(𝜉, 𝜂)] = 𝑓𝑖(𝜉, 𝜂), 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚. (12)

Решение МВИ для косоугольных пластин представляется в виде суммы произведения

функций для МВИ в высших приближениях 𝜙𝑖(𝜉, 𝜂) =
𝑁∑︀
𝑗=1

𝑇𝑖,𝑗(𝜉)𝑃𝑖,𝑗(𝜂), 𝑖 = 1, . . . ,𝑚.

Применение МВИ подробно описано в работах [1–5]. Показано, что МВИ позволяет ми-
нимизировать время расчета при высокой точности вычислений [1–5].

2.1. Сравнительный анализ решений

Таблица 1 / Table 1

Сопоставление решений квадратной (𝜆 = 1) полнораз-
мерной (𝑙 = 0) пластинки, защемленной по контуру (9)
Comparison of solutions of a square (𝜆 = 1) full-size

(𝑙 = 0) plate clamped along the contour (9)

Методы 𝑤(0.5; 0.5) Погрешность, %
Yamaki [18] 1.25 0.79
Wang [19] 1.23 2.38
МКЭ [20] 1.23 2.38
МВИ 1 прибл. (𝑛 = 49) 1.26 0.00

Проведем сравнительный анализ
известных решений, имеющихся в
литературе. Решения 𝑤(0.5; 0.5) для
защемления по контуру пластин (9)
при 𝑞 = 150, 𝜆 = 1, 𝑙 = 0, 𝜙 = 0
сопоставляются с решениями, полу-
ченными методами Галеркина [18,19]
и конечных элементов [20].

Из данных, представленных в
табл. 1, следует, что результаты, по-
лученные МВИ, обладают высокой
точностью и отличаются от [18–20]
менее чем на 3%.
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3. Исследование ПФГМ размерно зависимых косоугольных пластин

Геометрия косоугольных пластин существенно влияет на ее напряженно-деформиро-
ванное состояние и несущую способность. Исследуем влияние угла наклона 𝜙 для размер-
но зависимой на изгибание функционально-градиентной пористой косоугольной пластины

Рис. 2. Зависимость 𝑞[𝑤(0.5, 0.5)] косоугольных
пластин U-ПФГМ при 𝑝 = 0, Γ = 0.4 макрораз-
мерных (𝑙 = 0) и микропластин (𝑙 = 0.5) для

граничных условий (8) (цвет онлайн)

Fig. 2. Dependence of 𝑞[𝑤(0.5, 0.5)] of oblique
U-PFGM plates at 𝑝 = 0, Γ = 0.4 of macro-sized
(𝑙 = 0) and micro-plates (𝑙 = 0.5) for boundary

conditions (8) (color online)

Рис. 3. Сопоставление распределения пористо-
сти пластины (цвет онлайн)

Fig. 3. Comparison of the plate’s porosity
distribution (color online)

U-ПФГМ. На рассматриваемые пластины
действует равномерная поперечная нагруз-
ка 𝑞. На рис. 2 приведено сопоставление
решений 𝑞[𝑤(0.5; 0.5)] для макроразмерных
и микропластин при 𝑙 = 0.4, а также
изображена поверхность прогибов пласти-
ны 𝑤(𝜉, 𝜂) при 𝜙 = 25∘, 𝑙 = 0.5, 𝑞 = 200.

На рис. 3 изображены графики зави-
симости максимального прогиба в зависи-
мости от угла наклона 𝜙 для трех типов
распределения пор: U-ПФГМ, X-ПФГМ,
O-ПФГМ для макро- и наноразмерных пла-
стин. Решения получены при действии рав-
номерно распределенной нагрузки интен-
сивности 𝑞 = 150 для шарнирно опертой по
контуру пластины (8). На рис. 3 также изоб-
ражены поверхности 𝑤(𝜉, 𝜂) при 𝜙 = 45∘,
𝑙 = 0.5, 𝑞 = 150.

Таким образом, увеличение угла на-
клона косоугольной пластины приводит к
уменьшению величины прогиба 𝑤(𝜉, 𝜂). За-
висимость функции 𝑤(𝜉, 𝜂) от угла 𝜙 нели-
нейная (см. рис. 3). Увеличение парамет-
ра 𝑙 увеличивает несущую способность ко-
соугольных пластин.

Пористость материала является важ-
ным фактором при анализе напряженно-
деформированного состояния косоугольных
пластин. Отметим, что концентрацией на-
пряжений вблизи пустот можно пренебречь
ввиду их малого размера.

Исследуем влияние параметра пори-
стости Γ на изгибание функционально-
градиентной пористой косоугольной пла-
стины U-ПФГМ.

На рис. 4 приведены решения 𝑞[𝑤(0.5;
0.5)] косоугольных пластин U-ПФГМ для
𝑝 = 1, 𝜆 = 1 и поверхность 𝑤(𝜉, 𝜂) при
𝜙 = 15∘, 𝑙 = 0, 𝑞 = 250 для шарнирного
опирания (9). Цвет кривых указан на рис. 4
в соответствии с параметром пористости Γ.

Параметр пористости Γ определяет объ-
ем пор в материале пластинки. Значение параметра пористости оказывает су-
щественное влияние на несущую способность косоугольных пластин. В частно-
сти, рост этого параметра способствует снижению величины прогиба для всех ви-
дов пористой структуры. Например, для косоугольных пластин с распределением
пор типа U-ПФГМ при изменении коэфициента Γ от 0 до 0.4 прогиб возрастает
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на 18–25%, тогда как для микропластин (при 𝑙 = 0.4) увеличение составляет лишь 10%.
Учет размерных эффектов также существенно изменяет НДС, приводя к уменьшению про-
гиба косоугольных пластин на 40–50%.

Соотношение материалов в композите может существенно влиять на их несущую способ-
ность. Для анализа данного эффекта исследуем влияние функционально-градиентного па-
раметра материала 𝑝 на изгиб ПФГМ косоугольных пластин с распределением пор U-ПФГМ
(1). Приведены решения 𝑞[𝑤(0.5; 0.5)] для 𝑙 = 0, 0.4 (рис. 5).

Рис. 4. Зависимость 𝑞 [𝑤(0.5, 0.5)] косо-
угольных пластин при Γ = 0, 0.2, 0.4,
𝜙 = 15∘ для граничных условий (8)

(цвет онлайн)
Fig. 4. Dependence of 𝑞 [𝑤(0.5, 0.5)] on oblique
plates at Γ = 0, 0.2, 0.4, 𝜙 = 15∘ for boundary

conditions (8) (color online)

Рис. 5. Зависимость 𝑞[𝑤(0.5, 0.5)] косоуголь-
ных пластин при 𝜙 = 15∘, 𝜆 = 1,
𝑝 = 0.25, 1, 4 для граничных условий (8)

(цвет онлайн)
Fig. 5. Dependence 𝑞[𝑤(0.5, 0.5)] of oblique
plates at 𝜙 = 15∘, 𝜆 = 1, 𝑝 = 0.25, 1, 4 for

boundary conditions (8) (color online)

Параметр 𝑝 влияет на объемные доли керамики и металла в материале косоугольных
пластин. Использование рассматриваемых функционально-градиентных материалов позво-
ляет сочетать в себе особенности гибкости металлических пластин и прочности керамики.
С ростом параметра p увеличивается отношение объема металла к керамике и приводит к
значительному росту несущей способности косоугольных пластин для 𝑙 = 0, 0.4.

Заключение

Получена математическая модель косоугольных ПФГМ пластин по модифицированной
моментной теории упругости и нелинейности Т. фон Кармана.

Метод вариационных итераций — расширенный метод Канторовича — применяется для
расчета указанного класса задач. Показана его высокая точность, позволяющая получать
практически точные решения.

Впервые в геометрически нелинейной постановке исследуется напряженно-деформиро-
ванное состояние пористых функционально-градиентных размерно зависимых косоуголь-
ных пластин.

Увеличение объемной доли керамики в функционально-градиентных материалах поз-
воляет существенно увеличить несущую способность косоугольных пластин. Косоугольные
пластины с типом пор 𝑋 (см. (2)) имеют наименьший прогиб по сравнению с порами 𝑈
(см. (1)), 𝑂 (см. (3)).

Величина угла наклона существенно влияет на несущую способность ПФГМ косоуголь-
ных пластин.
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