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Аннотация. Работа посвящена изучению влияния анизотропии оболочки пузырька на его ради-

альные колебания около упругой стенки конечной толщины под действием внешнего акустического

возмущения. Для этого получена система из двух уравнений, определяющих пульсации пузырька

газа, покрытого анизотропной оболочкой конечной толщины. В случае, когда толщина оболочки пу-

зырька достаточна мала, что соответствует большинству известных ультразвуковых контрастных

агентов, система уравнений сведена к одному модифицированному уравнению Релея –Плессета.

Представлено обобщение данного уравнения на случай колебаний инкапсулированного пузырька

около упругой стенки. Проведено численное решение полученного уравнения. Проанализировано

влияние анизотропии оболочки и наличия упругой стенки на радиальные колебания покрытого пу-

зырька газа во внешнем акустическом поле. В частном случае дано сравнение теории с имеющимися

в литературе экспериментальными данными.
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Short communication

Dynamics of an encapsulated gas bubble near an elastic wall
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Abstract. The work is devoted to studying the influence of the bubble shell anisotropy on its radial

oscillations near an elastic wall of finite thickness under the action of an external acoustic disturbance.

For this purpose, a system of two equations that determine the pulsations of a gas bubble covered with

an anisotropic shell of finite thickness is obtained. In the case when the thickness of the bubble shell is
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sufficiently small, which corresponds to most known ultrasound contrast agents, the system of equations

is reduced to a single modified Rayleigh –Plesset equation. A generalization of this equation for the case

of oscillations of an encapsulated bubble near an elastic wall is presented. A numerical solution of the

obtained equation is carried out. The influence of the shell anisotropy and the presence of an elastic wall

on the radial oscillations of a covered gas bubble in an external acoustic field is analyzed. In a particular

case, a comparison of the theory with experimental data available in literature is given.

Keywords: acoustic pressure, gas bubble, anisotropic shell, elastic wall
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Введение

Èçâåñòíî, ÷òî ìèêðîïóçûðüêè ãàçà ïðèìåíÿþòñÿ â óëüòðàçâóêîâîé äèàãíîñòèêå äëÿ ïî-
ñòðîåíèÿ è ëó÷øåãî ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé òêàíåé ÷åëîâåêà [1]. Äëÿ áîëåå äëèòåëüíîãî
íàõîæäåíèÿ â æèäêîñòè è ëó÷øåé ñòàáèëüíîñòè ïóçûðüêè ïîêðûâàþò òîíêîé îáîëî÷êîé.
Â ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ âûâåäåíû óðàâíåíèÿ ðàäèàëüíûõ êîëåáàíèé âêëþ÷åíèÿ ïî ìîäåëè
Êåëüâèíà �Ôîéãòà [2] è Ìàêñâåëëà [3]. Ñ äðóãèìè ìîäåëÿìè ïîêðûòèé ïóçûðüêîâ ìîæíî
îçíàêîìèòüñÿ â îáçîðå [4]. Â ðàáîòå [5] ïîëó÷åíî óðàâíåíèå ðàäèàëüíûõ êîëåáàíèé ïîêðû-
òîãî ïóçûðüêà ñ ó÷åòîì ñæèìàåìîñòè îáîëî÷êè. Óêàçàíî âëèÿíèå ñæèìàåìîñòè ïîêðûòèÿ
íà ðåçîíàíñíóþ ÷àñòîòó ïóçûðüêîâ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå íà îñíîâå èäåé [5] è [6] âûâåäåíî
óðàâíåíèå ðàäèàëüíûõ êîëåáàíèé ïóçûðüêà ãàçà, ïîêðûòîãî àíèçîòðîïíîé îáîëî÷êîé, êàê
â áåçãðàíè÷íîé æèäêîñòè, òàê è íà íåêîòîðîì ðàññòîÿíèè îò óïðóãîé ñòåíêè.

1. Постановка задачи

Ïóñòü èìååòñÿ â æèäêîñòè ïîêðûòûé àíèçîòðîïíîé îáîëî÷êîé ïóçûðåê ãàçà. Óðàâíåíèå
ñîõðàíåíèÿ ìàññû äëÿ æèäêîñòè (èíäåêñ 𝑓) â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò è åãî ðåøåíèå
èìåþò âèä

1

𝑟2
𝑑

𝑑𝑟

(︀
𝑟2𝑣𝑓

)︀
= 0, 𝑣𝑓 (𝑟, 𝑡) =

𝑅2
2(𝑡)

𝑟2
𝑈2, 𝑣𝑓 (𝑅2, 𝑡) ≡ 𝑈2, (1)

ãäå 𝑟�ðàäèàëüíàÿ êîîðäèíàòà, 𝑣𝑓 �ðàäèàëüíàÿ ñêîðîñòü, 𝑅2 �ðàäèóñ ïóçûðüêà âìåñòå ñ
îáîëî÷êîé. Óðàâíåíèå ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ èíòåãðèðóåòñÿ îò
𝑅2 äî ∞ ñ ó÷åòîì (1):

𝜌𝑓

(︂
𝜕𝑣𝑓
𝜕𝑡

+ 𝑣𝑓
𝜕𝑣𝑓
𝜕𝑟

)︂
= −

𝜕𝑝𝑓
𝜕𝑟

⇒ 𝜌𝑓

(︂
𝑅2𝑈̇2 +

3

2
𝑈2
2

)︂
= 𝑝𝑓 (𝑅2, 𝑡)− 𝑝∞, (2)

ãäå 𝜌�ïëîòíîñòü, 𝑝�äàâëåíèå. Çàïèñûâàþòñÿ óñëîâèÿ íà ãðàíèöàõ âêëþ÷åíèÿ ïðè ó÷åòå
ñèë ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ:

−𝑝𝑔(𝑅1, 𝑡) +
2𝜎1
𝑅1

= 𝜏 𝑠𝑟𝑟(𝑅1, 𝑡), 𝑝𝑓 (𝑅2, 𝑡) +
2𝜎2
𝑅2

= 𝜏 𝑓𝑟𝑟(𝑅2, 𝑡)− 𝜏 𝑠𝑟𝑟(𝑅2, 𝑡), (3)

ãäå èíäåêñû 𝑔 è 𝑠 îòíîñÿòñÿ ê ãàçó è îáîëî÷êå ïóçûðüêà ñîîòâåòñòâåííî, 𝜎�êîýôôèöèåíò
ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ, 𝑅1 �ðàäèóñ ïóçûðüêà ãàçà, 𝜏𝑟𝑟 �íîðìàëüíîå íàïðÿæåíèå. Äëÿ
æèäêîñòè 𝜏𝑟𝑟 îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

𝜏 𝑓𝑟𝑟 = 2𝜇𝑓
𝜕𝑣𝑓
𝜕𝑟

= −4𝜇𝑓
𝑅2

2𝑈2

𝑟3
. (4)

Çäåñü 𝜇𝑓 � âÿçêîñòü æèäêîñòè. Äëÿ îáîëî÷êè ïóçûðüêà 𝜏𝑟𝑟 ïðèìåì â âèäå [5]

𝜏 𝑠𝑟𝑟 =
(1− 𝜈‖)𝐸𝑟

1− 𝜈‖ − 2𝐸‖𝜈
2
𝜃𝑟/𝐸𝑟

𝜀𝑟𝑟 +
2𝜈𝜃𝑟𝐸‖

1− 𝜈‖ − 2𝐸‖𝜈
2
𝜃𝑟/𝐸𝑟

𝜀𝜃𝜃, (5)
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ãäå 𝐸 �ìîäóëü Þíãà, 𝜈 �êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà, èíäåêñ 𝑟 îòíîñèòñÿ ê ðàäèàëüíîìó íà-
ïðàâëåíèþ, èíäåêñ ‖�ê îðòîðàäèàëüíîìó íàïðàâëåíèþ, 𝜀�êîìïîíåíòû òåíçîðà äåôîð-
ìàöèé, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

𝜀𝑟𝑟 =
𝜕𝑢

𝜕𝑟
, 𝜀𝜃𝜃 = 𝜀𝜑𝜑 =

𝑢

𝑟
,

ãäå 𝑢�ðàäèàëüíàÿ ñêîðîñòü îáîëî÷êè âèäà [5]

𝑢(𝑟) = 𝑎𝑟𝛽+ + 𝑏𝑟𝛽− , 𝛽± =
−1±

√
1 + 8𝑘

2
, 𝑘 =

𝐸‖(1− 𝜈𝜃𝑟)

𝐸𝑟(1− 𝜈‖)
. (6)

Çäåñü 𝑎 è 𝑏�íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ èç óñëîâèé 𝑢(𝑅1) = 𝑅1 −𝑅10

è 𝑢(𝑅2) = 𝑅2 −𝑅20 (èíäåêñ 0 îòíîñèòñÿ ê íà÷àëüíîìó ñîñòîÿíèþ). Âûðàæåíèå (6) ïîäñòàâ-
ëÿåòñÿ â (5), çàòåì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ïîäñòàâëÿåòñÿ â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (3) ñ ó÷åòîì
(2) è (4). Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëÿþòñÿ äâà óðàâíåíèÿ:

−𝑝𝑔(𝑅1, 𝑡) +
2𝜎1
𝑅1

=
𝑅

𝛽−
1 𝑅

𝛽+−1
1 𝑥+ −𝑅

𝛽+

1 𝑅
𝛽−−1
1 𝑥−

𝑅
𝛽−
1 𝑅

𝛽+

2 −𝑅
𝛽+

1 𝑅
𝛽−
2

(𝑅2 −𝑅20)+

+
𝑅

𝛽+

2 𝑅
𝛽−−1
1 𝑥− −𝑅

𝛽−
2 𝑅

𝛽+−1
1 𝑥+

𝑅
𝛽−
1 𝑅

𝛽+

2 −𝑅
𝛽+

1 𝑅
𝛽−
2

(𝑅1 −𝑅10), 𝑥± =
(1− 𝜈‖)𝐸𝑟𝛽± + 2𝜈𝜃𝑟𝐸‖

1− 𝜈‖ − 2𝐸‖𝜈
2
𝜃𝑟/𝐸𝑟

, (7)

𝜌𝑓

(︂
𝑅2𝑈̇2 +

3

2
𝑈2
2

)︂
= −4𝜇𝑓

𝑈2

𝑅2
− 2𝜎2

𝑅2
− 𝑝∞ − 𝑎𝑅

𝛽+−1
2 𝑥+ − 𝑏𝑅

𝛽−−1
2 𝑥−. (8)

Âûðàçèâ èç óðàâíåíèÿ (7) ñëàãàåìîå 𝑅2 − 𝑅20 è ïîäñòàâèâ â (8), íàõîäèòñÿ ñëåäóþùåå
óðàâíåíèå:

𝜌𝑓

(︂
𝑅2𝑈̇2 +

3

2
𝑈2
2

)︂
= −4𝜇𝑓

𝑈2

𝑅2
− 2𝜎2

𝑅2
− 𝑝∞ + (𝑅1 −𝑅10)

𝑥−𝑥+

(︁
𝑅

−𝛽−
1 𝑅

𝛽−
2 −𝑅

−𝛽+

1 𝑅
𝛽+

2

)︁
𝑅2(𝑥− − 𝑥+)

+

+

(︂
𝑝𝑔 −

2𝜎1
𝑅1

)︂
𝑅

𝛽−
1 𝑅

𝛽+−1
2 𝑥+ −𝑅

𝛽+

1 𝑅
𝛽−
2 𝑥−

𝑅
𝛽−
1 𝑅

𝛽+−1
1 𝑥+ −𝑅

𝛽+

1 𝑅
𝛽−−1
1 𝑥−

. (9)

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèÿ (7) è (9) îïèñûâàþò ðàäèàëüíóþ äèíàìèêó ïóçûðüêà ãàçà,
ïîêðûòîãî àíèçîòðîïíîé îáîëî÷êîé êîíå÷íîé òîëùèíû. Â äàëüíåéøåì äëÿ ïðîñòîòû ïîëà-
ãàåòñÿ, ÷òî òîëùèíà îáîëî÷êè ïóçûðüêà áëèçêà ê íóëþ, ò.å. 𝑅1 = 𝑅2 − 𝑑, 𝑑 → 0. Â ýòîì
ñëó÷àå óðàâíåíèå (7) âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâåííî, à óðàâíåíèå (9), îïóñòèâ ó ðàäèóñà èíäåêñ
2, ïðèìåò âèä

𝜌𝑓

(︂
𝑅𝑅̈+

3

2
𝑅̇2

)︂
=

(︂
𝑝𝑔 −

2𝜎1
𝑅− 𝑑

)︂(︂
1− 𝜒1𝑑

𝑅

)︂
− 4𝜇𝑓

𝑅̇

𝑅
− 2𝜎2

𝑅
− 𝑝𝑓 − 𝜒2𝑑

𝑅

(︂
1− 𝑅0

𝑅

)︂
, (10)

𝜒1 =
𝑥+ − 𝑥− + 𝛽−𝑥− − 𝛽+𝑥+

𝑥+ − 𝑥−
, 𝜒2 =

𝑥−(𝛽− − 𝛽+)𝑥+
𝑥+ − 𝑥−

.

Ðàññìîòðèì ðàäèàëüíûå êîëåáàíèÿ èíêàïñóëèðîâàííîãî ïóçûðüêà, íàõîäÿùåãîñÿ íà íå-
êîòîðîì ðàññòîÿíèè 𝑙 îò óïðóãîé ñòåíêè êîíå÷íîé òîëùèíû ℎ. Ñëåäóÿ ïðîöåäóðå ðàáîòû [6],
óðàâíåíèå (10) ëåãêî îáîáùàåòñÿ äî óðàâíåíèÿ Êåëëåðà �Ìèêñèñà ðàññìàòðèâàåìîé ñðåäû
è çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

𝑅𝑅̈

(︃
1− 𝛼− 𝑅̇

𝐶𝑓

)︃
+

3

2
𝑅̇2

(︃
1− 4𝛼

3
− 𝑅̇

3𝐶𝑓

)︃
=

1

𝜌𝑓

(︃
1 +

𝑅̇

𝐶𝑓
+

𝑅

𝐶𝑓

𝑑

𝑑𝑡

)︃
𝑃, (11)

𝑃 =

(︂
𝑝𝑔 −

2𝜎1
𝑅− 𝑑

)︂(︂
1− 𝜒1

𝑑

𝑅

)︂
− 4𝜇𝑓

𝑅̇

𝑅
− 2𝜎2

𝑅
− 𝑝𝑓 − 𝜒2

𝑑

𝑅

(︂
1− 𝑅0

𝑅

)︂
,
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𝛼 =

(︂
𝜌𝑓 − 𝛽

𝜌𝑓 + 𝛽

)︂
𝑅

2𝑙
+

(︂
𝛽 − 𝜌3
𝛽 + 𝜌3

)︂
𝑅

2(𝑙 + ℎ)
−

(𝜌𝑓 − 𝛽)(𝛽 − 𝜌3)

(𝜌𝑓 + 𝛽)(𝛽 + 𝜌3)

𝑅

2ℎ
, 𝛽 = 𝜌2

3𝐾 − 2𝜂

3𝐾 + 4𝜂
.

Çäåñü 𝜌2 �ïëîòíîñòü ñòåíêè, 𝐾 �ìîäóëü âñåñòîðîííåãî ñæàòèÿ, 𝜂�ìîäóëü ñäâèãà óïðóãîé
ñòåíêè, 𝜌3 �ïëîòíîñòü æèäêîñòè çà ñòåíêîé, 𝐶𝑓 � ñêîðîñòü çâóêà.

2. Результаты расчетов

Ðàññìîòðèì ðàäèàëüíûå êîëåáàíèÿ ïóçûðüêà ãàçà, ïîêðûòîãî àíèçîòðîïíîé îáîëî÷êîé,

îêîëî óïðóãîé ñòåíêè. Ïóçûðåê çàïîëíåí ôòîðóãëåðîäíûì ãàçîì. Äëÿ ñðåäû èñïîëüçóþòñÿ

ïàðàìåòðû [7]. Íà÷àëüíûé ðàäèóñ ïóçûðüêà 𝑅0 ñîñòàâëÿåò 1.73 · 10−6 ì, âÿçêîñòü æèäêî-

ñòè 𝜇𝑓 = 0.025 Ïà·ñ, ïëîòíîñòü æèäêîñòè 𝜌𝑓 = 1000 êã/ì3, ñêîðîñòü çâóêà 𝐶𝑓 = 1470 ì/ñ,

äàâëåíèå 𝑝∞ = 105 Ïà, ïîêàçàòåëü àäèàáàòû 𝛾 = 1.07. Äëÿ îáîëî÷êè ïóçûðüêà èñïîëü-

çóþòñÿ ñëåäóþùèå äàííûå: 𝜈𝜃𝑟 = 𝜈‖ = 0.35, 𝐸𝑟 = 88.8 · 106 Ïà, 𝜎1 = 0.03, 𝜎2 = 0.005.

Òîëùèíà îáîëî÷êè 𝑑 = 4 · 10−9 ì. Âíåøíåå àêóñòè÷åñêîå âîçìóùåíèå ñîçäàåòñÿ â âèäå

𝑝𝑓 = 𝑝∞ − 𝑝𝑎 sin(2𝜋𝑓𝑎𝑡) exp[−((2𝑓𝑎𝑡 − 2𝑁)/𝑁)2], ãäå àìïëèòóäà äàâëåíèÿ 𝑝𝑎 = 40000 Ïà,

÷àñòîòà 𝑓𝑎 = 2 · 106 Ãö, 𝑁 = 8. Â êà÷åñòâå óïðóãîé ñòåíêè ðàññìàòðèâàåòñÿ ïëàñòèêîâàÿ
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Зависимости радиуса пузырька от времени:

1 — покрытый пузырек в безграничной жидко-

сти (𝐸‖ = 0.5𝐸𝑟), 2 — покрытый пузырек око-

ло упругой стенки (𝐸‖ = 0.5𝐸𝑟), 3 — (𝐸‖ = 𝐸𝑟),

4 — (𝐸‖ = 2𝐸𝑟); маркеры — экспериментальные

данные [7]

Figure. Dependencies of the bubble radius on

time: 1 — covered bubble in an infinite liquid

(𝐸‖ = 0.5𝐸𝑟), 2 — covered bubble near an elastic

wall (𝐸‖ = 0.5𝐸𝑟), 3 — (𝐸‖ = 𝐸𝑟), 4 — (𝐸‖ = 2𝐸𝑟);

markers — experimental data [7]

ñòåíêà (OptiCell, BioCryctall, Inc.) ñî ñëå-

äóþùèìè ïàðàìåòðàìè: 𝜌2 = 1060 êã/ì3,

𝐾 = 3.75 · 109 Ïà, 𝜂 = 1.34 · 109 Ïà,

𝜌3 = 𝜌𝑓 = 1000 êã/ì3, 𝑙 = 50 · 10−6 ì,

ℎ = 75 · 10−6 ì. Ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå ðå-

øåíèå óðàâíåíèÿ (11).

Íà ðèñóíêå ïðåäñòàâëåíî âëèÿíèå

óïðóãîé ñòåíêè è ðàçëè÷èÿ ìîäóëÿ Þí-

ãà 𝐸‖ íà çàâèñèìîñòè ðàäèóñà èíêàïñóëè-

ðîâàííîãî ïóçûðüêà îò âðåìåíè. Ìîæíî

íàáëþäàòü, ÷òî íàëè÷èå óïðóãîé ñòåíêè

íåñêîëüêî ñäåðæèâàåò ðàäèàëüíûå êîëå-

áàíèÿ âêëþ÷åíèÿ.

Çàìåòíî óìåíüøåíèå àìïëèòóäû îñ-

öèëëÿöèé ïóçûðüêà, ÷òî, â ÷àñòíîñòè,

íå ïðîòèâîðå÷èò âûâîäàì ðàáîòû [8],

ãäå ýêñïåðèìåíòàëüíî áûëî ïîêàçàíî,

÷òî íåïîñðåäñòâåííàÿ áëèçîñòü óïðóãîé

ñòåíêè ñíèæàåò àìïëèòóäó êîëåáàíèé

âêëþ÷åíèÿ â ñðåäíåì íà 10%. Óâåëè÷å-

íèå ìîäóëÿ Þíãà 𝐸‖ îáîëî÷êè ïóçûðüêà,

â ñâîþ î÷åðåäü, òàêæå ïðèâîäèò ê çàìåò-

íîìó óìåíüøåíèþ àìïëèòóäû åãî êîëå-

áàíèé. ×åì áîëåå óïðóãàÿ îáîëî÷êà, òåì

ìåíüøå âðåìÿ ñæàòèÿ ïóçûðüêà. Âèäíî, ÷òî ïðè 𝐸‖ = 0.5𝐸𝑟 ïåðâîå ñæàòèå ïóçûðüêà ïðîèñ-

õîäèò ïðè 𝑡 = 0.45 ìêñ, à ïðè 𝐸‖ = 2𝐸𝑟 ïåðâîå ñæàòèå íàñòóïàåò ðàíüøå, ïðè 𝑡 = 0.34 ìêñ.

Äëÿ èçîòðîïíîé îáîëî÷êè (êðèâàÿ 3) ïîêàçàíî óäîâëåòâîðèòåëüíîå ñîîòâåòñòâèå òåîðåòè-

÷åñêîé êðèâîé ðàäèóñà ïóçûðüêà ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè [7].

Замечание. Ïî ðåçóëüòàòàì ïðîâåäåííûõ ðàñ÷åòîâ ïîêàçàíî, ÷òî óâåëè÷åíèå ìîäóëÿ

Þíãà 𝐸‖ ïðèâîäèò ê çàìåäëåíèþ ðîñòà ãàçîâîãî ïóçûðüêà, à òàêæå ê óìåíüøåíèþ àìïëè-

òóäû åãî êîëåáàíèé êàê â áåçãðàíè÷íîé æèäêîñòè, òàê è îêîëî ïðåïÿòñòâèÿ. ×åì áîëåå

óïðóãàÿ îáîëî÷êà, òåì ìåíüøå âðåìÿ ñæàòèÿ ïóçûðüêà.
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