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Аннотация. Рассматривается система массового обслуживания с одним прибором и буфером бес-

конечной емкости. Из источника в систему в некоторый момент времени может поступить одно

или сразу два требования с заданными вероятностями. Длительности интервалов времени между

поступлениями требований являются экспоненциально распределенными случайными величинами.

Требования выбираются из буфера случайным образом и обслуживаются группами фиксирован-

ного размера. Длительность обслуживания группы имеет экспоненциальное распределение. После

завершения обслуживания вся группа мгновенно покидает систему. Если в этот момент в очереди

системы группа требований не сформирована, то прибор ожидает, пока в систему не поступит необ-

ходимое число требований. Используя метод производящих функций, в работе получены формулы

для вычисления стационарных вероятностей состояний рассматриваемой системы, математическо-

го ожидания числа требований в системе и математического ожидания длительности пребывания

требований в системе. Предложен приближенный метод анализа системы с групповым входящим по-

током и групповым обслуживанием, в основе которого лежит метод анализа системы обслуживания

с ординарным входящим потоком и групповым обслуживанием. Проведен сравнительный анализ

результатов вычислений характеристик, полученных с использованием точного и приближенного

методов анализа рассматриваемой системы обслуживания.
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Abstract. A queueing system with a single server and an infinite-capacity buffer is considered. At any

given time, one or two customers with specified probabilities can be received at once. The durations of

intervals between arrivals of customers are exponentially distributed random variables. The customers

are randomly selected from the buffer and served in batches of a fixed size. Customers are served as a

unique batch of a given size with exponentially distributed service time. After the completion of service,

the entire batch instantly leaves the system. If a batch of customers is not formed in the system queue

at this moment, the server waits until the required number of customers is received by the system. Using

the method of probability generating functions, expressions for the stationary probabilities of the system

with batch arrivals and batch services are obtained. The average queue size and the average sojourn time

in the system are derived. An approximate method for analyzing systems with batch arrivals and batch

services based on a queueing system with ordinary arrivals and batch services is proposed. A comparative

analysis of the results of calculations of the characteristics obtained using accurate and approximate

methods of analysis of the service system under consideration is carried out.
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Введение

Ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ ãðóïïîâûì ïîñòóïëåíèåì è/èëè ãðóïïîâûì îáñëó-
æèâàíèåì íàõîäÿò øèðîêîå ïðèìåíåíèå ïðè ðåøåíèè íàó÷íî-ïðèêëàäíûõ çàäà÷. Íàïðèìåð,
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïëàíèðîâàíèÿ ðàáîòû àìáóëàòîðíûõ îòäåëåíèé áîëüíèö âïåðâûå áûëà
èññëåäîâàíà ñèñòåìà îáñëóæèâàíèÿ ñ ïóàññîíîâñêèì ïîòîêîì è ãðóïïîâûì îáñëóæèâàíèåì
òðåáîâàíèé îäíèì ïðèáîðîì [1]. Â ðàáîòå [2] ðàññìîòðåíà ñèñòåìà ìàññîâîãî îáñëóæèâà-
íèÿ ñ îáùåé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ äëèòåëüíîñòè îáñëóæèâàíèÿ îäíèì ïðèáîðîì è ïî-
ñòóïëåíèåì ãðóïï òðåáîâàíèé ÷åðåç ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñïðåäåëåííûå èíòåðâàëû âðåìåíè.
Èññëåäîâàíû ñâîéñòâà äëèòåëüíîñòè ïåðèîäà çàíÿòîñòè ñèñòåìû, ïðîöåññû ïîñòóïëåíèÿ è
âûõîäà òðåáîâàíèé èç ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ, ïîëó÷åíî ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ÷èñëà
òðåáîâàíèé â ñèñòåìå.

Äðóãèå ðåçóëüòàòû àíàëèçà ñèñòåì ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ, â êîòîðûå òðåáîâàíèÿ ëèáî
ïîñòóïàþò ãðóïïàìè, ëèáî îáñëóæèâàþòñÿ ãðóïïàìè, ìîæíî íàéòè â [3�7]. Èññëåäîâàíèå
ñèñòåì îáñëóæèâàíèÿ, â êîòîðûå ïîñòóïàåò íåîðäèíàðíûé ïîòîê, à òðåáîâàíèÿ ïðèáîðîì îá-
ñëóæèâàþòñÿ ãðóïïàìè, ïðèâåäåíî â [8,9]. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñòàöèîíàðíûõ õàðàêòåðèñòèê ñè-
ñòåì ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ èñïîëüçóþò ðàçëè÷íûå ìåòîäû. Íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [10�12]
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ïðèìåíÿëñÿ ìåòîä ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé. Òàê, àâòîðû ðàáîò [10, 11] èñïîëüçîâàëè ýòîò
ìåòîä ïðè âû÷èñëåíèè ñòàöèîíàðíûõ õàðàêòåðèñòèê ñèñòåì ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ îð-
äèíàðíûì ïîòîêîì, ìíîãèìè ïðèáîðàìè è ãðóïïîâûì îáñëóæèâàíèåì. Êðîìå àïïàðàòà ïðî-
èçâîäÿùèõ ôóíêöèé, äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñòàöèîíàðíûõ õàðàêòåðèñòèê ñèñòåì ÷àñòî ïðèìåíÿþò
ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà [13�15]. Íàïðèìåð, â ðàáîòå [15] äëÿ ñèñòåìû 𝑀𝑋/𝑀/1 ïðèìåíÿ-
åòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà äëÿ ïîëó÷åíèÿ âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäîâ ïðîöåññà Ìàðêîâà,
îïèñûâàþùåãî ýâîëþöèþ ñèñòåìû, è çàòåì ìàêñèìàëüíîãî ÷èñëà òðåáîâàíèé â ñèñòåìå.
Òàêæå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ àíàëèçà ñèñòåì ÷àñòî ïðèìåíÿþòñÿ ìàòðè÷íî-ãåîìåòðè÷åñêèé
ìåòîä [16] è ìåòîä âëîæåííûõ öåïåé Ìàðêîâà [17, 18]. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñîâìåñòíûõ ñòà-
öèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé ÷èñëà òðåáîâàíèé â ñèñòåìå è ðàçìåðà ãðóïïû îáñëóæèâàíèÿ â
ïðîèçâîëüíûå ìîìåíòû âðåìåíè, ìîìåíòû âûõîäà òðåáîâàíèé èç ñèñòåìû, ìîìåíòû ïåðåä
ïîñòóïëåíèåì òðåáîâàíèé ïîìèìî ìåòîäà âëîæåííûõ öåïåé Ìàðêîâà â ðàáîòå [17] òàêæå
ïðèìåíÿëñÿ ìåòîä äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ.

Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè õîðîøî ðàçâèò ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò, ïîçâîëÿþùèé àíàëèçè-
ðîâàòü ñåòè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ, êîòîðûå ñîñòîÿò èç ñèñòåì ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ
ñ ïóàññîíîâñêèì âõîäÿùèì ïîòîêîì òðåáîâàíèé è ýêñïîíåíöèàëüíîé äëèòåëüíîñòüþ îáñëó-
æèâàíèÿ.

Îäíà èç ïåðâûõ ïîïûòîê îáúåäèíèòü ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ îðäèíàðíûì
ïîòîêîì è ãðóïïîâûì îáñëóæèâàíèåì â ñåòü ïðåäïðèíÿòà â ðàáîòå [19], â êîòîðîé ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ, ÷òî ðàçìåð âûõîäÿùåé ïîñëå îáñëóæèâàíèÿ ãðóïïû ìíîãî ìåíüøå, ÷åì êîëè÷åñòâî
ñèñòåì, â êîòîðûå ýòè îáñëóæåííûå òðåáîâàíèÿ ìîãóò ïåðåéòè, à òàêæå, ÷òî âåðîÿòíîñòè
ïåðåõîäà îáñëóæåííûõ òðåáîâàíèé â ñèñòåìû ñðàâíèìû. Òîãäà âåðîÿòíîñòü ïîñòóïëåíèÿ
äâóõ è áîëåå òðåáîâàíèé â îäíó ñèñòåìó ìàëà è åþ ïðåíåáðåãàþò. Ýòî ïîçâîëÿåò ñîõðàíèòü
ïðåäïîëîæåíèå î ïóàññîíîâñêîì âõîäÿùåì ïîòîêå â êàæäóþ ñèñòåìó ñåòè îáñëóæèâàíèÿ.
Íî åñëè ëþáîå èç ýòèõ ïðåäïîëîæåíèé íå âûïîëíÿåòñÿ, òî ïðåíåáðåãàòü âåðîÿòíîñòüþ ïî-
ñòóïëåíèÿ äâóõ è áîëåå òðåáîâàíèé, âîîáùå ãîâîðÿ, íåëüçÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò âîïðîñ:
íàñêîëüêî áóäóò îòëè÷àòüñÿ õàðàêòåðèñòèêè â ñèñòåìàõ îáñëóæèâàíèÿ, êîãäà ïðåäïîëàãà-
åòñÿ, ÷òî â ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ ìîãóò ïîñòóïàòü òîëüêî ïî îäíîìó, è êîãäà
äîïóñêàåòñÿ, ÷òî â ñèñòåìó ìîæåò ïîñòóïàòü íå òîëüêî îäíî òðåáîâàíèå, à, íàïðèìåð, äâà
òðåáîâàíèÿ, íî ñ íåáîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ.

Â äàííîé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî ñèñòåìó ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ ïóàññîíîâñêèì âõîäÿ-
ùèì ïîòîêîì è ãðóïïîâûì îáñëóæèâàíèåì ìîæíî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå ïðèáëèæåííîé
ìîäåëè ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ ãðóïïîâûì âõîäÿùèì ïîòîêîì è ãðóïïîâûì îá-
ñëóæèâàíèåì, íî ñ èçìåíåííîé ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì èíòåíñèâíîñòüþ âõîäíîãî ïîòîêà.

Ðàáîòà ñîäåðæèò òðè ðàçäåëà. Â ïåðâîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîïðèáîðíàÿ ñè-
ñòåìà ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ ãðóïïîâûì îáñëóæèâàíèåì, â êîòîðóþ â êàæäûé ìîìåíò
âðåìåíè ìîæåò ïîñòóïàòü ëèáî îäíî òðåáîâàíèå, ëèáî òîëüêî äâà òðåáîâàíèÿ. Ñ ïîìîùüþ
àïïàðàòà ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé ïîëó÷åíû âûðàæåíèÿ äëÿ ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé
ñîñòîÿíèé ñèñòåìû. Âî âòîðîì ðàçäåëå îïèñûâàåòñÿ îäíîïðèáîðíàÿ ñèñòåìà îáñëóæèâàíèÿ
ñ ãðóïïîâûì îáñëóæèâàíèåì è îðäèíàðíûì ïîòîêîì. Äëÿ ýòîé ñèñòåìû ïðåäëàãàåòñÿ âû-
ðàæåíèå äëÿ ïåðåñ÷åòà èíòåíñèâíîñòè ïîòîêà òðåáîâàíèé. Â òðåòüåì ðàçäåëå ïðèâîäÿòñÿ è
ñðàâíèâàþòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ îáåèõ ñèñòåì îáñëóæèâàíèÿ.

1. Описание системы массового обслуживания с групповым входящим

потоком и групповым обслуживанием

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ 𝑆𝑋 ñ ãðóïïîâûì âõîäÿùèì ïîòîêîì
è ãðóïïîâûì îáñëóæèâàíèåì. Â ñèñòåìó ìîæåò ïîñòóïàòü îäíî èëè äâà òðåáîâàíèÿ. Âå-
ðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ñèñòåìó ïîñòóïèò îäíî òðåáîâàíèå, ðàâíà 𝑞, äâà òðåáîâàíèÿ� 1 − 𝑞.
Äëèòåëüíîñòè èíòåðâàëîâ âðåìåíè ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíûìè ïîñòóïëåíèÿìè òðåáîâàíèé
ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, èìåþùèìè ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåò-
ðîì 𝜆. Â ñèñòåìå èìååòñÿ îäèí îáñëóæèâàþùèé ïðèáîð è áóôåð áåñêîíå÷íîé åìêîñòè. Èç
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áóôåðà íà îáñëóæèâàíèå òðåáîâàíèÿ âûáèðàþòñÿ ïðîèçâîëüíî ãðóïïîé ðàçìåðà 𝑏. Åñëè â
î÷åðåäè íåò íåîáõîäèìîãî êîëè÷åñòâà òðåáîâàíèé, òî îáñëóæèâàþùèé ïðèáîð ïðîñòàèâàåò
äî òåõ ïîð, ïîêà â î÷åðåäè íå íàêîïèòñÿ ìèíèìóì 𝑏 òðåáîâàíèé. Äëèòåëüíîñòü îáñëóæèâà-
íèÿ ãðóïïû òðåáîâàíèé èìååò ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì 𝜇. Ñîñòîÿíèå
ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì íàõîäÿùèõñÿ â íåé òðåáîâàíèé. Äèàãðàììà èíòåíñèâíîñòåé
ïåðåõîäîâ èìååò âèä, ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñ. 1.

 0  1  2  b+1b b+2

 λ(1-q)

   

μ

λq

λ(1-q)

λq

λ(1-q)

λq

λ(1-q)

λq

λ(1-q)

λq λq

μ μ μ

Рис. 1. Диаграмма интенсивностей переходов для системы 𝑆𝑋

Fig. 1. State transition rate diagram for the system 𝑆𝑋

Íà îñíîâàíèè ïîñòðîåííîé äèàãðàììû èíòåíñèâíîñòåé ïåðåõîäîâ ñèñòåìà óðàâíåíèé
ðàâíîâåñèÿ ïðèìåò âèä⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝜆𝜋𝑋(0) = 𝜇𝜋𝑋(𝑏),

𝜆𝜋𝑋(1) = 𝜆𝑞𝜋𝑋(0) + 𝜇𝜋𝑋(𝑏+ 1),

𝜆𝜋𝑋(𝑛) = 𝜆𝑞𝜋𝑋(𝑛− 1) + 𝜆(1− 𝑞)𝜋𝑋(𝑛− 2) + 𝜇𝜋𝑋(𝑏+ 𝑛), 2 ⩽ 𝑛 ⩽ 𝑏− 1,

(𝜆+ 𝜇)𝜋𝑋(𝑛) = 𝜆𝑞𝜋𝑋(𝑛− 1) + 𝜆(1− 𝑞)𝜋𝑋(𝑛− 2) + 𝜇𝜋𝑋(𝑏+ 𝑛), 𝑛 ⩾ 𝑏,

(1)

ãäå 𝜋𝑋(𝑛), 𝑛 = 0, 1, 2, ...� ñòàöèîíàðíàÿ âåðîÿòíîñòü ïðåáûâàíèÿ ñèñòåìû 𝑆𝑋 â ñîñòîÿíèè 𝑛.
Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé âîñïîëüçóåìñÿ àïïàðàòîì ïðîèçâîäÿùèõ

ôóíêöèé [4]. Îïðåäåëèì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ â âèäå

𝑃 (𝑧) =
∞∑︁
𝑛=0

𝜋𝑋(𝑛)𝑧𝑛. (2)

Óìíîæèì óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (1) íà 𝑧𝑛 è ñëîæèì, òîãäà, ïðèìåíÿÿ (2), ïîëó÷èì

(𝜆+ 𝜇)

(︃
𝑃 (𝑧)−

𝑏−1∑︁
𝑛=0

𝜋𝑋(𝑛)𝑧𝑛

)︃
= 𝜆𝑞𝑧

(︃
𝑃 (𝑧)−

𝑏−2∑︁
𝑛=0

𝜋𝑋(𝑛)𝑧𝑛

)︃
+

+𝜆(1− 𝑞)𝑧2

(︃
𝑃 (𝑧)−

𝑏−3∑︁
𝑛=0

𝜋𝑋(𝑛)𝑧𝑛

)︃
+
𝜇

𝑧𝑏

(︃
𝑃 (𝑧)−

2𝑏−1∑︁
𝑛=0

𝜋𝑋(𝑛)𝑧𝑛

)︃
.

Âûäåëÿÿ ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì

𝑃 (𝑧) =

(︀
1− 𝑧𝑏

)︀ 𝑏−1∑︀
𝑛=0

𝜋𝑋(𝑛)𝑧𝑛

𝑏𝜓(1− 𝑞)𝑧𝑏+2 + 𝑏𝜓𝑞𝑧𝑏+1 − (𝑏𝜓 + 1)𝑧𝑏 + 1
, (3)

ãäå 𝜓 =
𝜆

𝑏𝜇
.

Ìíîãî÷ëåí, ñòîÿùèé â çíàìåíàòåëå â ïðàâîé ÷àñòè (3), èìååò 𝑏 + 2 êîðíåé, îäíèì èç
êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ åäèíèöà. Äëÿ îñòàëüíûõ 𝑏 + 1 êîðíåé ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî òî÷íî 𝑏 − 1
ëåæàò â êðóãå |𝑧| < 1, à îñòàâøèåñÿ, êîòîðûå îáîçíà÷èì 𝑧1 è 𝑧2, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ
|𝑧1| > 1 è |𝑧2| > 1. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé Ðóøå è ïîêàæåì, ÷òî åñëè äëÿ
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ôóíêöèé |𝑓(𝑧)| = |− (𝑏𝜓+1)𝑧𝑏| è |𝑔(𝑧)| = |𝑏𝜓(1− 𝑞)𝑧𝑏+2+ 𝑏𝜓𝑞𝑧𝑏+1+1| íà íåêîòîðîì êîíòóðå
𝜕𝐺 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |𝑓(𝑧)| − |𝑔(𝑧)| > 0, òî â îáëàñòè 𝐺 ôóíêöèè 𝑓 è 𝑓 + 𝑔 èìåþò
îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî íóëåé.

Ðàññìîòðèì êîíòóð 𝜕𝐺: |𝑧| < 1 + 𝛿. Ïðè óñëîâèè

𝜓 <
1

2− 𝑞
(4)

âûáåðåì âåùåñòâåííîå 𝛿 òàêîå, ÷òî

0 < 𝛿 < − 1

2𝑏

(︂
𝑏(2− 𝑞)

1− 𝑞
+ 1

)︂
+

1

2𝑏

√︃(︂
𝑏(2− 𝑞)

1− 𝑞
− 1

)︂2

+
4𝑏

𝜓(1− 𝑞)
.

Òîãäà

|𝑓(𝑧)| − |𝑔(𝑧)| ⩾ (𝑏𝜓 + 1)(1 + 𝛿)𝑏 − 𝑏𝜓(1− 𝑞)(1 + 𝛿)𝑏+2 − 𝑏𝜓𝑞(1 + 𝛿)𝑏+1 − 1 =

= (1 + 𝛿)𝑏
(︀
𝑏𝜓 + 1− 𝑏𝜓(1− 𝑞)(1 + 𝛿)2 − 𝑏𝜓𝑞(1 + 𝛿)

)︀
− 1 ⩾

⩾ (1 + 𝑏𝛿)
(︀
𝑏𝜓 + 1− 𝑏𝜓(1− 𝑞)(1 + 𝛿)2 − 𝑏𝜓𝑞(1 + 𝛿)

)︀
− 1 =

= 𝑏𝛿(1− 𝜓(2− 𝑞)− 𝜓(𝑏(2− 𝑞) + 1− 𝑞)𝛿 − 𝑏𝜓(1− 𝑞)𝛿2).

Ïðè ñîîòâåòñòâåííîì âûáîðå ïàðàìåòðîâ 𝜓 è 𝛿

1− 𝜓(2− 𝑞)− 𝜓(𝑏(2− 𝑞) + 1− 𝑞)𝛿 − 𝑏𝜓(1− 𝑞)𝛿2 > 0.

Óñòðåìëÿÿ 𝛿 → 0, ïîëó÷èì, ÷òî çíàìåíàòåëü (3) èìååò òî÷íî 𝑏 íóëåé â îáëàñòè |𝑧| ⩽ 1,
íî îäèí êîðåíü |𝑧| = 1. Òàêèì îáðàçîì, çíàìåíàòåëü (3) èìååò òî÷íî 𝑏− 1 íóëåé â îáëàñòè
|𝑧| < 1 è äâà êîðíÿ 𝑧1, 𝑧2 � â îáëàñòè |𝑧| > 1.

×èñëèòåëü äðîáè òàêæå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîãî÷ëåí îòíîñèòåëüíî 𝑧. Îäíèì êîðíåì
ÿâëÿåòñÿ |𝑧| = 1. Òàê êàê ôóíêöèÿ 𝑃 (𝑧) äîëæíà îñòàâàòüñÿ îãðàíè÷åííîé â îáëàñòè |𝑧| < 1,
òî îñòàëüíûå 𝑏−1 êîðíåé ÷èñëèòåëÿ äîëæíû òî÷íî ñîâïàäàòü ñ òåìè êîðíÿìè çíàìåíàòåëÿ,
äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå |𝑧| < 1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ýòè äâà ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè
𝑏− 1 äîëæíû áûòü ïðîïîðöèîíàëüíû ñ êîýôôèöèåíòîì 𝐾:

𝐾
𝑏−1∑︁
𝑛=0

𝜋𝑋(𝑛)𝑧𝑛 =
𝑏𝜓(1− 𝑞)𝑧𝑏+2 + 𝑏𝜓𝑞𝑧𝑏+1 − (𝑏𝜓 + 1)𝑧𝑏 + 1

(1− 𝑧)(𝑧 − 𝑧1)(𝑧 − 𝑧2)
.

Èñïîëüçóÿ ýòî ðàâåíñòâî äëÿ ñîêðàùåíèÿ îáùèõ ìíîæèòåëåé ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ
äðîáè â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (3), ïîëó÷èì

𝑃 (𝑧) =
1− 𝑧𝑏

𝐾(1− 𝑧)(𝑧 − 𝑧1)(𝑧 − 𝑧2)
.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 𝑃 (1) = 1, íàéäåì êîíñòàíòó 𝐾 â âèäå

𝐾 =
𝑏

(1− 𝑧1)(1− 𝑧2)
.

Îêîí÷àòåëüíî ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ïðèìåò âèä

𝑃 (𝑧) =

(︀
1− 𝑧𝑏

)︀(︂
1− 1

𝑧1

)︂(︂
1− 1

𝑧2

)︂
𝑏(1− 𝑧)

(︂
1− 𝑧

𝑧1

)︂(︂
1− 𝑧

𝑧2

)︂ . (5)
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Ðàñêëàäûâàÿ ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (5) â ðÿä ïî 𝑧, ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ ñòàöèî-
íàðíûõ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé â âèäå

𝜋𝑋(0) =
1

𝑏

(︂
1− 1

𝑧1

)︂(︂
1− 1

𝑧2

)︂
,

𝜋𝑋(𝑛) =
𝜋𝑋(0)

𝑧1 − 𝑧2

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑧𝑘+1
1 − 𝑧𝑘+1

2

𝑧𝑘1𝑧
𝑘
2

, 1 ⩽ 𝑛 < 𝑏− 1,

𝜋𝑋(𝑛) =
𝜋𝑋(0)

𝑧1 − 𝑧2

𝑛∑︁
𝑘=𝑛−𝑏+1

𝑧𝑘+1
1 − 𝑧𝑘+1

2

𝑧𝑘1𝑧
𝑘
2

, 𝑛 ⩾ 𝑏− 1.

(6)

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ÷èñëà òðåáîâàíèé â ñèñòåìå âû÷èñëèì ïî ôîðìóëå

𝑛̄𝑋 = 𝑃 ′(1) =
𝑏− 1

2
+

1

𝑧1 − 1
+

1

𝑧2 − 1
. (7)

Ôîðìóëà Ëèòòëà äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ äëèòåëüíîñòè ïðåáûâàíèÿ òðåáîâàíèé
â ñèñòåìå èìååò âèä

𝑢̄𝑋 =
𝑛̄𝑋

𝜆̄
, (8)

ãäå 𝜆̄ = 𝜆(2− 𝑞).

2. Описание системы массового обслуживания с ординарным входящим

потоком и групповым обслуживанием

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ 𝑆, êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò ñèñòåìû 𝑆𝑋 òåì,
÷òî òðåáîâàíèÿ ìîãóò ïîñòóïàòü òîëüêî ïî îäíîìó, ò. å. âõîäÿùèé ïîòîê ÿâëÿåòñÿ ïóàññî-
íîâñêèì.

Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ áóäóò èìåòü âèä [19]⎧⎪⎨⎪⎩
𝜆𝜋(0) = 𝜇𝜋(𝑏),

𝜆𝜋(𝑛) = 𝜆𝜋(𝑛− 1) + 𝜇𝜋(𝑏+ 𝑛), 1 ⩽ 𝑛 ⩽ 𝑏− 1,

(𝜆+ 𝜇)𝜋(𝑛) = 𝜆𝜋(𝑛− 1) + 𝜇𝜋(𝑏+ 𝑛), 𝑛 ⩾ 𝑏,

(9)

ãäå 𝜋(𝑛)� ñòàöèîíàðíûå âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé.
Ñèñòåìà 𝑆 ôóíêöèîíèðóåò â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå, åñëè êîýôôèöèåíò èñïîëüçîâàíèÿ

ñèñòåìû 𝜓 =
𝜆

𝑏𝜇
< 1.

Ýâîëþöèþ ñèñòåìû ìîæíî îïèñàòü ñ ïîìîùüþ ïðîöåññà ðàçìíîæåíèÿ è ãèáåëè [20],
ïðåäñòàâëåííîì íà ðèñ. 2.

 0  1  2

λ

 b+1b b+2

 λ λ λ λ λ λ

  )(~μ   )2(~μ   )3(~μ  )(~μ  )(~μ  )(~b+2μ  )(~b+3μ1 b b+1

Рис. 2. Процесс размножения и гибели
Fig. 2. Birth–death processes

Â ýòîì ñëó÷àå ñòàöèîíàðíûå âåðîÿòíîñòè îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè [21]

𝜋(𝑘) = 𝜋(0)
𝑘∏︁

𝑛=1

𝜆

𝜇̃(𝑛)
, 𝑘 = 1, 2, ..., (10)
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ãäå

𝜋(0) =

(︃
1 +

∞∑︁
𝑘=1

𝑘∏︁
𝑛=1

𝜆

𝜇̃(𝑛)

)︃−1

, (11)

à èíòåíñèâíîñòè 𝜇̃(𝑛) èìåþò âèä [20]⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜇̃(𝑛) = 𝜆− 𝜇

𝜆𝑏

𝜇̃(𝑛+ 1) · ... · 𝜇̃(𝑛+ 𝑏)
, 1 ⩽ 𝑛 ⩽ 𝑏− 1,

𝜇̃(𝑛) = 𝜆+ 𝜇− 𝜇
𝜆𝑏

𝜇̃(𝑛+ 1) · ... · 𝜇̃(𝑛+ 𝑏)
, 𝑛 ⩾ 𝑏.

(12)

Èñïîëüçóÿ ñòàöèîíàðíûå âåðîÿòíîñòè (10), (11), â ðàáîòå [20] áûëà ïîëó÷åíà ôîðìóëà
äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ äëèòåëüíîñòè ïðåáûâàíèÿ òðåáîâàíèÿ â ñèñòåìå â âèäå

𝑢(𝜆) =
𝑏− 1

2𝜆
+

1

𝑀 − 𝜆
, (13)

ãäå 𝑀 = lim
𝑛→∞

𝜇̃(𝑛)�êîðåíü óðàâíåíèÿ

𝑀 𝑏+1 − (𝜆+ 𝜇)𝑀 𝑏 + 𝜆𝑏𝜇 = 0,

ïðèíàäëåæàùèé èíòåðâàëó (︂
𝑏(𝜆+ 𝜇)

𝑏+ 1
,
(𝜆+ 𝜇)𝑏+1 − 𝜆𝑏𝜇

(𝜆+ 𝜇)𝑏

)︂
.

3. Численный пример

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó 𝑆𝑋 , â êîòîðóþ ìîæåò ïîñòóïèòü îäíî òðåáîâàíèå ñ âåðîÿòíîñòüþ
𝑞 = 0.9 è äâà òðåáîâàíèÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 − 𝑞 = 0.1. Èíòåíñèâíîñòü âõîäÿùåãî ïîòîêà
𝜆 = 5. Äëèòåëüíîñòü îáñëóæèâàíèÿ èìååò ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì
𝜇 = 2. Òàêæå ðàññìîòðèì ñèñòåìó 𝑆, â êîòîðóþ ïîñòóïàåò ïóàññîíîâñêèé ïîòîê òðåáîâàíèé
ñ èíòåíñèâíîñòüþ 𝜆̄ = 𝜆(2 − 𝑞) = 5.5. Äëèòåëüíîñòü îáñëóæèâàíèÿ â ñèñòåìå 𝑆 èìååò
ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì 𝜇 = 2.

Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíû ïåðâûå ïÿòíàäöàòü ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé ðàñ-
ñìîòðåííûõ ñèñòåì îáñëóæèâàíèÿ ïðè 𝑏 = 3, 4, 5, 6. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ñòàöè-
îíàðíûì âåðîÿòíîñòÿì 𝜋𝑋(𝑛) äëÿ ñèñòåìû 𝑆𝑋 , êîòîðûå âû÷èñëÿëèñü ïî ôîðìóëàì (10).
Ïóíêòèðíàÿ ëèíÿÿ ñîîòâåòñòâóåò ñòàöèîíàðíûì âåðîÿòíîñòÿì 𝜋(𝑛) äëÿ ñèñòåìû 𝑆 è âû-

Таблица 1 / Table 1

Расстояние Колмогорова для стационар-
ных вероятностей

Kolmogorov distance for stationary
probabilities

𝑏 3 4 5 6

𝐷𝑛 0.0155 0.0105 0.0078 0.0061

÷èñëÿëèñü ïî ôîðìóëàì (10), (11), (12).
Äëÿ ñðàâíåíèÿ ïîëó÷åííûõ âåðîÿòíîñòåé èñ-

ïîëüçîâàëàñü ìåòðèêà � ðàññòîÿíèå Êîëìîãîðîâà

𝐷𝑛 = max
𝑖⩾0

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑖∑︁
𝑘=0

𝜋𝑋(𝑘)−
𝑖∑︁

𝑘=0

𝜋(𝑘)

⃒⃒⃒⃒
⃒ , 𝑖 = 0, 1, 2, ...,

çíà÷åíèÿ êîòîðîé ïðèâåäåíû â òàáë. 1. Èç ïðåä-
ñòàâëåííûõ äàííûõ âèäíî, ÷òî îòêëîíåíèå íàêîï-
ëåííûõ ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé ðàññìàòðèâà-
åìûõ ñèñòåì íå ïðåâîñõîäèò 0.016.

Â òàáë. 2 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ÷èñëà òðåáîâàíèé è äëèòåëüíî-
ñòåé ïðåáûâàíèÿ òðåáîâàíèÿ â ñèñòåìàõ 𝑆𝑋 è 𝑆 ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ 𝑏. Äëÿ ñèñòåìû
𝑆𝑋 çíà÷åíèÿ 𝑛̄𝑋 è 𝑢̄𝑋 âû÷èñëÿëèñü ïî ôîðìóëàì (7) è (8) ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ ñèñòåìû
𝑆 çíà÷åíèÿ 𝑢̄(𝜆̄) âû÷èñëÿëèñü ïî ôîðìóëå (13). Â ÷åòâåðòîì è ñåäüìîì ñòîëáöàõ òàáëè-
öû 2 ïðèâåäåíû îöåíêè ðàçíîñòè â ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèÿõ õàðàêòåðèñòèê, âû÷èñëåííûå ïî
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Рис. 3. Стационарные вероятности состояний систем 𝑆𝑋 и 𝑆 при 𝜆 = 5, 𝜇 = 2, 𝑞 = 0.9: а— 𝑏 = 3;
б — 𝑏 = 4; в — 𝑏 = 5; г — 𝑏 = 6 (цвет онлайн)

Fig. 3. Stationary state probabilities of systems 𝑆𝑋 and 𝑆 for 𝜆 = 5, 𝜇 = 2, 𝑞 = 0.9: a is 𝑏 = 3; b is 𝑏 = 4;
c is 𝑏 = 5; d is 𝑏 = 6 (color online)

ôîðìóëàì 𝛿𝑛̄ =
|𝑛̄𝑋 − 𝑛̄(𝜆̄)|

𝑛̄𝑋
· 100% è 𝛿𝑢̄ =

|𝑢̄𝑋 − 𝑢̄(𝜆̄)|
𝑢̄𝑋

· 100% ñîîòâåòñòâåííî. Èç äàííûõ,

ïðåäñòàâëåííûõ â òàáë. 2, âèäíî, ÷òî îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü â ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèÿõ
íå ïðåâîñõîäèò 5%.

Таблица 2 / Table 2

Характеристики для систем 𝑆𝑋 и 𝑆 при 𝜆 = 5, 𝜇 = 2,
𝑞 = 0.9

Characteristics of systems 𝑆𝑋 and 𝑆 for 𝜆 = 5, 𝜇 = 2,
𝑞 = 0.9

𝑏 𝑛̄𝑋 𝑛̄
(︀
𝜆̄
)︀

𝛿𝑛̄,% 𝑢̄𝑋 𝑢̄
(︀
𝜆̄
)︀

𝛿𝑢̄,%

3 24.3055 23.3212 4.05 4.4192 4.2402 4.05

4 7.6075 7.4259 2.39 1.3832 1.3502 2.39

5 6.2721 6.1807 1.46 1.1404 1.1238 1.46

6 6.1083 6.0517 0.93 1.1106 1.1003 0.93

Â òàáë. 3 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ
ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ÷èñëà
òðåáîâàíèé è ìàòåìàòè÷åñêîå îæè-
äàíèå âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ òðåáî-
âàíèÿ â ñèñòåìàõ 𝑆𝑋 è 𝑆 ïðè 𝜆 = 5,
𝜇 = 2, 𝑏 = 4 è ðàçëè÷íûõ çíà÷å-
íèÿõ âåðîÿòíîñòè 𝑞. Ïðè ýòîì èí-
òåíñèâíîñòü âõîäíîãî ïîòîêà â ñè-
ñòåìó 𝑆 âû÷èñëÿëàñü ïî ôîðìóëå
𝜆̄ = 𝜆(2−𝑞). Â ÷åòâåðòîì è ñåäüìîì
ñòîëáöàõ òàáë. 3 ïðèâåäåíû îöåí-
êè ðàçíîñòè â ïîëó÷åííûõ çíà÷åíè-
ÿõ, â ïîñëåäíåì ñòîëáöå ïðèâåäåíî
ðàññòîÿíèå Êîëìîãîðîâà. Äëÿ âû-
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áðàííûõ ïàðàìåòðîâ âåðîÿòíîñòü ïîñòóïëåíèÿ îäíîãî òðåáîâàíèÿ ñîãëàñíî îãðàíè÷åíèþ
(4) 𝑞 > 0.4.

Таблица 3 / Table 3

Характеристики для систем 𝑆𝑋 и 𝑆 при 𝜆 = 5, 𝜇 = 2, 𝑏 = 4
Characteristics of systems 𝑆𝑋 and 𝑆 for 𝜆 = 5, 𝜇 = 2, 𝑏 = 4

𝑞 𝑛̄𝑋 𝑛̄(𝜆̄) 𝛿𝑢̄,% 𝑢̄𝑋 𝑢̄(𝜆̄) 𝛿𝑢̄,% 𝐷𝑛

0.41 458.4135 399.4987 12.85 57.6621 50.2514 12.85 0.0478

0.50 44.4124 39.4871 11.09 5.9217 5.2649 11.09 0.0442

0.60 21.4109 19.4734 9.05 3.0587 2.7819 9.05 0.0366

0.70 13.7428 12.7920 6.92 2.1143 1.9680 6.92 0.0286

0.80 9.9082 9.4429 4.70 1.6514 1.5738 4.70 0.0200

0.90 7.6075 7.4259 2.39 1.3832 1.3502 2.39 0.0105

0.99 6.2040 6.1890 0.24 1.2285 1.2255 0.24 0.0011

Èç äàíûõ, ïðåäñòàâëåííûõ â òàáë. 3, âèäíî, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè âåðîÿòíîñòè ïîñòóïëå-
íèÿ îäíîãî òðåáîâàíèÿ îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü â çíà÷åíèÿõ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ
äëèòåëüíîñòè ïðåáûâàíèÿ òðåáîâàíèé â ñèñòåìàõ 𝑆𝑋 è 𝑆 è ðàññòîÿíèå Êîëìîãîðîâà óìåíü-
øàþòñÿ. Ïðè 𝑞 > 0.6 îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ äëèòåëüíîñòè
ïðåáûâàíèÿ òðåáîâàíèÿ â ñèñòåìû íå ïðåâîñõîäèò 10%, à ðàññòîÿíèå Êîëìîãîðîâà ìåíüøå
𝐷𝑛 < 0.04. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå ïàðàìåòðîâ ñèñòåìó ñ ãðóïïîâûì
âõîäÿùèì ïîòîêîì è ãðóïïîâûì îáñëóæèâàíèåì ìîæíî ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ àïïðîêñèìè-
ðîâàòü áîëåå ïðîñòîé ñèñòåìîé ñ îðäèíàðíûì âõîäÿùèì ïîòîêîì è ãðóïïîâûì îáñëóæèâà-
íèåì.

Заключение

Ïðåäëàãàåìûé ïðèáëèæåííûé ìåòîä àíàëèçà ñèñòåìû ñ íåîðäèíàðíûì ïîòîêîì è ãðóï-
ïîâûì îáñëóæèâàíèåì òðåáîâàíèé ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ
ïðîöåññàìè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåì ïîòîêîâîé ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè, ñèñòåì ãðóçîâûõ
è ïàññàæèðñêèõ ïåðåâîçîê, ñèñòåì ñáîðî÷íîãî ïðîèçâîäñòâà.

Ïðîäîëæåíèå èññëåäîâàíèÿ ìîæåò áûòü ñâÿçàíî ñ ðàçðàáîòêîé ïðèáëèæåííîãî ìåòîäà
àíàëèçà ñèñòåìû ñ ãðóïïîâûì îáñëóæèâàíèåì, â êîòîðóþ ìîãóò ïîñòóïàòü ãðóïïû òðåáîâà-
íèé ïðîèçâîëüíîãî ðàçìåðà, à òàêæå îïðåäåëåíèÿ îöåíêè âû÷èñëèòåëüíîé ýôôåêòèâíîñòè
ìåòîäà àíàëèçà.
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