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Аннотация. Рассматриваются только конечные группы и классы конечных групп. F-инъекторы

(Б. Фишер, В. Гашюц, Б. Хартли, 1967) и F-проекторы (В. Гашюц, 1969), где F—некоторый класс

групп, относятся к хорошо известным подгруппам в группах, обобщающим свойства силовских и

холловых подгрупп. Для непустого множества 𝜔 простых чисел было введено в рассмотрение поня-

тие F𝜔-проектора группы, обобщающее понятие F-проектора (В. А. Ведерников, М. М. Сорокина,

2016). Используя аналогичный подход, авторами данной статьи были определены F𝜔-инъекторы в

группах. Подгруппа 𝐻 группы 𝐺 называется F𝜔-инъектором в 𝐺, если 𝐻 — F-максимальная под-

группа в 𝐺 и для каждой субнормальной 𝜔-подгруппы 𝐾 группы 𝐺 пересечение 𝐻 ∩ 𝐾 является

F-максимальной подгруппой в 𝐾. В случае, когда 𝜔 совпадает с множеством всех простых чи-

сел, понятие F𝜔-инъектора совпадает с понятием F-инъектора группы. Целью настоящей работы

является изучение свойств F𝜔-инъекторов в разрешимых группах. В работе используются клас-

сические методы доказательств теории конечных групп, а также методы теории классов групп.

Решены следующие задачи: установлены свойства существования и сопряженности F𝜔-инъекторов

в разрешимых группах (теорема 1); описаны необходимые и достаточные условия, при которых

подгруппа разрешимой группы является ее F𝜔-инъектором (теоремы 2–4). Полученные результаты

являются развитием известных теорем об F-инъекторах, они могут быть полезными в дальнейших

исследованиях подгруппового строения конечных групп методами теории классов групп.

Ключевые слова: группа, конечная группа, разрешимая группа, F𝜔-инъектор группы, класс

групп, класс Фиттинга
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Abstract. Only finite groups and classes of finite groups are considered. F-injectors (B. Fischer, W. Gas-

chutz, B. Hartley, 1967) and F-projectors (W. Gaschutz, 1969), where F is a class of groups, are well-

known subgroups in groups that generalize the properties of Sylow and Hall subgroups. For a non-empty

set 𝜔 of primes the concept of F𝜔-projector of a group (V. A. Vedernikov and M. M. Sorokina, 2016),

which generalizes the concept of F-projector, was introduced. Using a similar approach, the authors of

this article defined F𝜔-injectors in groups. A subgroup 𝐻 of 𝐺 is called an F𝜔-injector in 𝐺 if 𝐻 is an

F-maximal subgroup in 𝐺 and for every subnormal 𝜔-subgroup 𝐾 of 𝐺 the intersection 𝐻 ∩ 𝐾 is an

F-maximal subgroup in 𝐾. In the case where 𝜔 coincides with the set of all primes, the concept of an

F𝜔-injector coincides with the concept of an F-injector of a group. The goal of this paper is to study

the properties of F𝜔-injectors in soluble groups. The paper uses classical methods of proofs of the theory

of finite groups, as well as methods of the theory of classes of groups. The following tasks are solved:

the existence and conjugacy of F𝜔-injectors in solvable groups are established (Theorem 1); necessary

and sufficient conditions under which a subgroup of a solvable group is its F𝜔-injector are described

(Theorems 2–4). Obtained results develop known theorems on F-injectors; they can be useful in further

research of the subgroup structure of finite groups using methods of the theory of classes of groups.
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Введение

Ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî êîíå÷íûå ãðóïïû. Ïðè èññëåäîâàíèè ïîäãðóïïîâîãî ñòðîåíèÿ
êîíå÷íûõ ãðóïï ñðåäñòâàìè òåîðèè êëàññîâ ãðóïï âàæíóþ ðîëü èãðàþò ïîäãðóïïû â ãðóï-
ïàõ, îïðåäåëÿåìûå ïîñðåäñòâîì ôèêñèðîâàííûõ êëàññîâ. Ê òàêèì ïîäãðóïïàì îòíîñÿòñÿ
F-èíúåêòîðû â ãðóïïàõ, ââåäåííûå â ðàññìîòðåíèå â ñîâìåñòíîé ðàáîòå Á. Ôèøåðà, Â. Ãà-
øþöà, Á. Õàðòëè [1]. F-èíúåêòîð ãðóïïû 𝐺, ãäå F�íåïóñòîé êëàññ ãðóïï, ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé òàêóþ åå ïîäãðóïïó, ïåðåñå÷åíèå êîòîðîé ñ ëþáîé ñóáíîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé𝐾 ãðóïïû
𝐺 ÿâëÿåòñÿ F-ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïîé â 𝐾.

Ïîíÿòèå F-èíúåêòîðà ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ ñèëîâñêîé (õîëëîâîé)
ïîäãðóïïû ãðóïïû, à èìåííî ñèëîâñêàÿ 𝑝-ïîäãðóïïà (õîëëîâà 𝜋-ïîäãðóïïà) ãðóïïû 𝐺� ýòî
â òî÷íîñòè N𝑝-èíúåêòîð (G𝜋-èíúåêòîð) â 𝐺 (ñì., íàïðèìåð, [2, p. 68]), ãäå N𝑝 è G𝜋 �êëàññû
âñåõ 𝑝-ãðóïï è âñåõ 𝜋-ãðóïï ñîîòâåòñòâåííî (𝑝�ïðîñòîå ÷èñëî, 𝜋�íåïóñòîå ìíîæåñòâî ïðî-
ñòûõ ÷èñåë). Êëþ÷åâûå ñâîéñòâà F-èíúåêòîðîâ ãðóïï äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êëàññà Ôèòòèíãà
F èçëîæåíû â [3, Ch. IX] è [4, Ch. 7]. Èññëåäîâàíèþ F-èíúåêòîðîâ â ãðóïïàõ äëÿ ðàçëè÷íûõ
êëàññîâ ãðóïï F ïîñâÿùåíû ðàáîòû Á. Õàðòëè, Äæ. Êîññè, Ï. Ôåðñòåðà, Ë. À. Øåìåòêîâà,
Í. Ò. Âîðîáüåâà, Â. Ãî è ìíîãèõ äðóãèõ àëãåáðàèñòîâ (íàïðèìåð, [5�7]).

Ïîíÿòèå F-èíúåêòîðà ÿâëÿåòñÿ äâîéñòâåííûì ê ïîíÿòèþ F-ïðîåêòîðà ãðóïïû, ââåäåí-
íîìó â ðàññìîòðåíèå Â. Ãàøþöåì â 1969 ã. [8]. Äàííîå ïîíÿòèå òàêæå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíè-
åì ïîíÿòèé ñèëîâñêîé è õîëëîâîé ïîäãðóïï, íî íàñëåäóåò äðóãîå èõ ñâîéñòâî. F-ïðîåêòîð
ãðóïïû 𝐺 ïðåäñòàâëÿåò òàêóþ F-ïîäãðóïïó 𝐻 èç 𝐺, ÷òî ôàêòîð-ãðóïïà 𝐻𝑁/𝑁 ÿâëÿåòñÿ
F-ìàêñèìàëüíîé â 𝐺/𝑁 äëÿ ëþáîé íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû𝑁 èç 𝐺. Ìíîãèå âàæíûå ñâîéñòâà
F-ïðîåêòîðîâ â ãðóïïàõ áûëè óñòàíîâëåíû äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà êëàññ F ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíîé
ôîðìàöèåé (ñì., íàïðèìåð, [9, ãë. IV]). Îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ ëîêàëüíîé ôîðìàöèè ÿâëÿåòñÿ
ââåäåííîå â ðàññìîòðåíèå â [10] ïîíÿòèå 𝜔-ëîêàëüíîé ôîðìàöèè, ãäå 𝜔�íåïóñòîå ìíîæå-
ñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë.

Â ðàáîòå [11] â êà÷åñòâå åñòåñòâåííîãî îáîáùåíèÿ ïîíÿòèÿ F-ïðîåêòîðà áûëè îïðåäåëåíû
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F𝜔-ïðîåêòîðû ãðóïï è óñòàíîâëåíû èõ ñâîéñòâà (ñóùåñòâîâàíèå, ñîïðÿæåííîñòü, âëîæåíèå
â äðóãèå ïîäãðóïïû) äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà F ÿâëÿåòñÿ 𝜔-ëîêàëüíîé ôîðìàöèåé. Ñëåäóÿ ïîäõî-
äó ê îïðåäåëåíèþ F𝜔-ïðîåêòîðà èç ðàáîòû [11], â [12] áûëî ââåäåíî â ðàññìîòðåíèå ïîíÿòèå
F𝜔-èíúåêòîðà ãðóïïû è óñòàíîâëåíû íåêîòîðûå ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà òàêèõ ïîäãðóïï. Íà-
ñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ñâîéñòâ F𝜔-èíúåêòîðîâ â ðàçðåøèìûõ ãðóïïàõ.

Ðàçâèâàÿ ôóíäàìåíòàëüíûå òåîðåìû Ñèëîâà è Õîëëà (ñì., íàïðèìåð, [3, Ch. A, Eq. (6.2);
Ch. I, Eq. (3.3)]), â [1] áûëî äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå è ñîïðÿæåííîñòü F-èíúåêòîðîâ â ðàç-
ðåøèìûõ ãðóïïàõ äëÿ êëàññà Ôèòòèíãà F, ñîäåðæàùåãîñÿ â óíèâåðñóìå âñåõ ðàçðåøèìûõ
ãðóïï (ñì. òàêæå [3, Ch. IX, Eq. (1.4)]). Â äàëüíåéøåì Ë. À. Øåìåòêîâ è, íåçàâèñèìî, Â. Ãî
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êëàññà Ôèòòèíãà F äîêàçàëè ñóùåñòâîâàíèå è ñîïðÿæåííîñòü F-èíúåê-
òîðîâ â ãðóïïå 𝐺 ñ 𝜋-ðàçðåøèìîé ôàêòîð-ãðóïïîé 𝐺/𝐺F [13, 14] (çäåñü 𝐺F �íàèáîëüøàÿ
íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû 𝐺, ïðèíàäëåæàùàÿ êëàññó F, 𝜋� ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïðîñòûõ
äåëèòåëåé ïîðÿäêîâ âñåõ ãðóïï èç F). Èññëåäîâàíèþ âîïðîñîâ ñóùåñòâîâàíèÿ è ñîïðÿæåííî-
ñòè F-èíúåêòîðîâ â íåðàçðåøèìûõ ãðóïïàõ ïîñâÿùåí ðÿä ñòàòåé Í. Ò. Âîðîáüåâà è äðóãèõ
àâòîðîâ (íàïðèìåð, [15,16]).

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ êëàññà Ôèòòèíãà F è ïðîèçâîëüíîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà 𝜔
ïðîñòûõ ÷èñåë óñòàíîâëåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è ñîïðÿæåííîñòè F𝜔-èíúåêòîðîâ â ðàç-
ðåøèìûõ ãðóïïàõ (òåîðåìà 1) è ïîëó÷åíû êðèòåðèè F𝜔-èíúåêòîðà ðàçðåøèìîé ãðóïïû (òåî-
ðåìû 2�4). Â ñëó÷àå, êîãäà 𝜔 ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë, èç äàííûõ òåîðåì
â êà÷åñòâå ñëåäñòâèé âûòåêàþò èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû î F-èíúåêòîðàõ ðàçðåøèìûõ ãðóïï.

1. Предварительные сведения

Èñïîëüçóåìûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ãðóïï è êëàññîâ ãðóïï ñòàíäàðòíû (ñì.,
íàïðèìåð, [3, 17]). Ïðèâåäåì ëèøü íåêîòîðûå èç íèõ. Â äàëüíåéøåì, ñèìâîë := îçíà÷àåò
ðàâåíñòâî ïî îïðåäåëåíèþ. Çàïèñü 𝐻 ⩽ 𝐺 (𝐻 < 𝐺, 𝐻 ◁ 𝐺, 𝐻 ◁◁ 𝐺) îçíà÷àåò, ÷òî 𝐻 �
ïîäãðóïïà (ñîîòâåòñòâåííî ñîáñòâåííàÿ, íîðìàëüíàÿ, ñóáíîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïû) ãðóïïû 𝐺;
𝐻 ×𝐾 �ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ïîäãðóïï 𝐻 è 𝐾 ãðóïïû 𝐺; 𝐻 ⋊𝐾 �ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäå-
íèå 𝐻 è 𝐾, ãäå 𝐻 ◁ 𝐺, 𝐾 ⩽ 𝐺; 1� åäèíè÷íàÿ ïîäãðóïïà (ãðóïïà); 𝐺′ �êîììóòàíò ãðóïïû
𝐺; 𝑑(𝐺)� ñòóïåíü ðàçðåøèìîñòè ãðóïïû 𝐺, ò.å. íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî 𝑛, äëÿ êî-
òîðîãî 𝐺(𝑛) = 1, ãäå 𝐺(𝑛) � 𝑛-é êîììóòàíò ãðóïïû 𝐺; 𝐶𝑛 �öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà
𝑛, 𝐷𝑛 �äèýäðàëüíàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà 𝑛, S𝑛 � ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà ñòåïåíè 𝑛, 𝑆𝐿(𝑛, 𝑞)�
ñïåöèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà ñòåïåíè 𝑛 íàä ïîëåì èç 𝑞 ýëåìåíòîâ.

Ïóñòü P�ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë, 𝜋�ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà P; 𝜋(𝐺)�ìíî-
æåñòâî âñåõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé ïîðÿäêà ãðóïïû 𝐺. Ãðóïïà 𝐺 íàçûâàåòñÿ 𝜋-группой
(𝜋′-группой, 𝜋𝑑-группой), åñëè 𝜋(𝐺) ⊆ 𝜋 (ñîîòâåòñòâåííî 𝜋(𝐺) ∩ 𝜋 = ∅, 𝜋(𝐺) ∩ 𝜋 ̸= ∅).
Ïóñòü X�íåïóñòîå ìíîæåñòâî ãðóïï. Òîãäà 𝜋(X)� îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ 𝜋(𝐺) äëÿ âñåõ
𝐺 ∈ X [9, c. 250].

Классом групп íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü ãðóïï, ñîäåðæàùàÿ ñ êàæäîé ñâîåé ãðóïïîé è
âñå ãðóïïû, åé èçîìîðôíûå. ×åðåç G îáîçíà÷àåòñÿ êëàññ âñåõ êîíå÷íûõ ãðóïï; A�êëàññ
âñåõ êîíå÷íûõ àáåëåâûõ ãðóïï; N�êëàññ âñåõ êîíå÷íûõ íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï; U�êëàññ
âñåõ êîíå÷íûõ ñâåðõðàçðåøèìûõ ãðóïï. Характеристикой êëàññà ãðóïï F íàçûâàåòñÿ ìíî-
æåñòâî 𝜒(F) = { 𝑝 ∈ P | â F ñóùåñòâóåò íååäèíè÷íàÿ 𝑝-ãðóïïà } [17, c. 165]. Êëàññ ãðóïï F
íàçûâàåòñÿ классом Фиттинга, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ: 1) èç 𝐺 ∈ F
è 𝑁 ◁ 𝐺 ñëåäóåò, ÷òî 𝑁 ∈ F (ò.å. F�íîðìàëüíî íàñëåäñòâåííûé êëàññ ãðóïï); 2) èç
𝐺 = 𝑁1𝑁2, 𝑁1 ◁ 𝐺, 𝑁2 ◁ 𝐺, 𝑁1, 𝑁2 ∈ F ñëåäóåò, ÷òî 𝐺 ∈ F [9, ñ. 14].

Ïóñòü F�êëàññ ãðóïï. Ïîäãðóïïà𝐻 ãðóïïû 𝐺 íàçûâàåòñÿ F-максимальной подгруппой
в 𝐺, åñëè 𝐻 ∈ F è èç 𝐻 ⩽ 𝐾 ⩽ 𝐺 è 𝐾 ∈ F ñëåäóåò, ÷òî 𝐻 = 𝐾. Ïîäãðóïïà 𝐻 ãðóïïû
𝐺 íàçûâàåòñÿ F-инъектором ãðóïïû 𝐺, åñëè äëÿ êàæäîé ñóáíîðìàëüíîé ïîäãðóïïû 𝐾
ãðóïïû 𝐺 ïåðåñå÷åíèå 𝐻 ∩𝐾 ÿâëÿåòñÿ F-ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïîé â 𝐾 ( [1], ñì. òàêæå [3,
Ch. IX, Eq. (1.2)]).
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Â ñëåäóþùåé ëåììå ïðåäñòàâëåíû èñïîëüçóåìûå äàëåå ñâîéñòâà F-ìàêñèìàëüíûõ ïîä-
ãðóïï.

Лемма 1. 1. Пусть F— класс групп и 𝛼— автоморфизм группы 𝐺. Если 𝑉 является

F-максимальной подгруппой группы 𝐺, то 𝑉 𝛼 является F-максимальной подгруппой в 𝐺
[18, ãë. 3, ëåììà 2.6 (á)].

2. Пусть F— класс Фиттинга, 𝐺— разрешимая группа, 𝑁 —нормальная подгруппа

группы 𝐺 с абелевой фактор-группой 𝐺/𝑁 . Пусть 𝑊 — F-максимальная подгруппа из 𝑁 и

𝑉1, 𝑉2 — F-максимальные подгруппы группы 𝐺, содержащие 𝑊 . Тогда 𝑉1 и 𝑉2 сопряжены

в 𝐺 ( [1], ñì. òàêæå [17, ëåììà 5.44]).
3. Пусть F— класс Фиттинга и 𝐺—нильпотентная группа. Подгруппа 𝐻 группы 𝐺

является F-максимальной в 𝐺 тогда и только тогда, когда 𝐻 — 𝜒(F)-холлова подгруппа

в 𝐺 [17, òåîðåìà 5.47].

2. Определение, примеры, простейшие свойства F𝜔-инъекторов

Определение 1. Ïóñòü F�íåïóñòîé êëàññ ãðóïï, 𝜔�íåïóñòîå ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷è-
ñåë. Ïîäãðóïïà 𝐻 ãðóïïû 𝐺 íàçûâàåòñÿ F𝜔-инъектором ãðóïïû 𝐺, åñëè 𝐻 � F-ìàêñèìàëü-
íàÿ ïîäãðóïïà â 𝐺 è äëÿ êàæäîé ñóáíîðìàëüíîé 𝜔-ïîäãðóïïû 𝐾 ãðóïïû 𝐺 ïåðåñå÷åíèå
𝐻 ∩𝐾 ÿâëÿåòñÿ F-ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïîé â 𝐾.

Замечание 1. Èç îïðåäåëåíèÿ 1 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî âñÿêèé F-èíúåêòîð ãðóï-
ïû ÿâëÿåòñÿ åå F𝜔-èíúåêòîðîì äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà 𝜔; îáðàòíîå íåâåðíî. Â ñëó-
÷àå, êîãäà 𝜔 ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë, ïîíÿòèå F𝜔-èíúåêòîðà ñîâïàäàåò
ñ ïîíÿòèåì F-èíúåêòîðà ãðóïïû.

Пример 1. Ïóñòü 𝜔�íåïóñòîå ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ
2 /∈ 𝜔, 𝐺 = S4 è 𝐻 ∼= 𝐶3 � ñèëîâñêàÿ 3-ïîäãðóïïà ãðóïïû 𝐺. Ïîäãðóïïà 𝐻 ÿâëÿåòñÿ
N-ìàêñèìàëüíîé â 𝐺, íî ïåðåñå÷åíèå 𝐻 c ñóáíîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé 𝐾 ∼= 𝐶2 × 𝐶2 ãðóïïû
𝐺 ñîâïàäàåò ñ åäèíè÷íîé ïîäãðóïïîé, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ N-ìàêñèìàëüíîé â 𝐾. Ñëåäî-
âàòåëüíî, 𝐻 íå ÿâëÿåòñÿ N-èíúåêòîðîì â 𝐺. Åäèíñòâåííîé ñóáíîðìàëüíîé 𝜔-ïîäãðóïïîé
ãðóïïû 𝐺 ÿâëÿåòñÿ åå åäèíè÷íàÿ ïîäãðóïïà, ïîýòîìó 𝐻 ÿâëÿåòñÿ N𝜔-èíúåêòîðîì â ãðóï-
ïå 𝐺.

Пример 2. Ïóñòü 𝜔�ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ 2 ∈ 𝜔,
3 /∈ 𝜔,𝐺 = S3×𝐶4 (ñì. [19], IdGroup(𝐺) = [24, 5]). Â ãðóïïå𝐺 èìååòñÿ ïîäãðóïïà𝐻 ∼= 𝐶2×𝐶4,
ÿâëÿþùàÿñÿ N-ìàêñèìàëüíîé â 𝐺, ïðè÷åì ïåðåñå÷åíèå 𝐻 ñ ñóáíîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé
𝐾 ∼= 𝐶3 ñîâïàäàåò ñ åäèíè÷íîé ïîäãðóïïîé, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ N-ìàêñèìàëüíîé â 𝐾. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ïîäãðóïïà 𝐻 íå ÿâëÿåòñÿ N-èíúåêòîðîì â 𝐺. Ñóáíîðìàëüíûìè 𝜔-ïîäãðóïïàìè
ãðóïïû 𝐺 ÿâëÿþòñÿ òîëüêî ñëåäóþùèå òðè ïîäãðóïïû: 𝐾1 = 1, 𝐾2

∼= 𝐶2 è 𝐾3
∼= 𝐶4.

Ïîñêîëüêó 𝐻 ∩ 𝐾𝑖 = 𝐾𝑖 �N-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â 𝐾𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3, òî 𝐻 ÿâëÿåòñÿ
N𝜔-èíúåêòîðîì â 𝐺.

Пример 3. Ïóñòü 𝜔�ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ {2, 7} ⊆ 𝜔
è 3 ̸∈ 𝜔, 𝐺 = S3 × 𝐷14 (ñì. [19], IdGroup(𝐺) = [84, 8]), 𝐻 �öèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà ãðóï-
ïû 𝐺 ïîðÿäêà 14. Òîãäà 𝐻 N-ìàêñèìàëüíà â 𝐺, íî íå ÿâëÿåòñÿ N-èíúåêòîðîì â 𝐺. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ïåðåñå÷åíèå 𝐻 ñ ñóáíîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé 𝐾 ∼= 𝐶21 èç 𝐺 åñòü öèêëè÷å-
ñêàÿ ïîäãðóïïà ïîðÿäêà 7, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ N-ìàêñèìàëüíîé â 𝐾. Ñóáíîðìàëüíûìè
𝜔-ïîäãðóïïàìè â 𝐺 ÿâëÿþòñÿ òîëüêî òðè ïîäãðóïïû: 𝐾1 = 1, 𝐾2

∼= 𝐶7, 𝐾3
∼= 𝐷14. Ïî-

ñêîëüêó 𝐻 ∩𝐾1 = 𝐾1 �N-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â 𝐾1, 𝐻 ∩𝐾2 = 𝐾2 �N-ìàêñèìàëüíàÿ
ïîäãðóïïà â 𝐾2 è 𝐻 ∩𝐾3 = 𝐾2 �N-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â 𝐾3, òî 𝐻 ÿâëÿåòñÿ N𝜔-èíú-
åêòîðîì â 𝐺.

Пример 4. Ïóñòü 𝜔�ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ {3, 5} ⊆ 𝜔
è 2 ̸∈ 𝜔, 𝐺 = (𝐿𝐶2)×𝐶5, ãäå 𝐿 ∼= 𝑆𝐿(2, 3) (ñì. [19], IdGroup(𝐺) = [240, 102]). Â ãðóïïå 𝐺 èìå-
åòñÿ ïîäãðóïïà𝐻 ∼= (𝐶3⋊𝐶4)×𝐶5, ÿâëÿþùàÿñÿ U-ìàêñèìàëüíîé â 𝐺, ïðè÷åì ïåðåñå÷åíèå𝐻
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ñ ñóáíîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé 𝐾 ∼= 𝑄8×𝐶5 (𝑄8 � ãðóïïà êâàòåðíèîíîâ ïîðÿäêà 8) ñîâïàäàåò
ñ ïîäãðóïïîé, èçîìîðôíîé 𝐶10, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ U-ìàêñèìàëüíîé â 𝐾. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïîäãðóïïà 𝐻 íå ÿâëÿåòñÿ U-èíúåêòîðîì â 𝐺. Ñóáíîðìàëüíûìè 𝜔-ïîäãðóïïàìè ãðóïïû 𝐺
ÿâëÿþòñÿ òîëüêî ñëåäóþùèå äâå ïîäãðóïïû: 𝐾1 = 1 è 𝐾2

∼= 𝐶5. Ïîñêîëüêó 𝐻 ∩𝐾𝑖 = 𝐾𝑖 �
U-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â 𝐾𝑖, 𝑖 = 1, 2, òî 𝐻 ÿâëÿåòñÿ U𝜔-èíúåêòîðîì â 𝐺.

Пример 5. Ïóñòü 𝜔�ïðîèçâîëüíîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë,𝐺� òàêàÿ ãðóï-
ïà, ÷òî 𝜋(𝐺) ∩ 𝜔 = ∅, F�ïðîèçâîëüíûé íåïóñòîé êëàññ ãðóïï, 𝐻 � F-ìàêñèìàëüíàÿ ïîä-
ãðóïïà ãðóïïû 𝐺. Ïîñêîëüêó åäèíñòâåííîé ñóáíîðìàëüíîé 𝜔-ïîäãðóïïîé ãðóïïû 𝐺 ÿâëÿåò-
ñÿ åå åäèíè÷íàÿ ïîäãðóïïà è𝐻∩1 = 1� F-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â åäèíè÷íîé ïîäãðóïïå,
òî 𝐻 ÿâëÿåòñÿ F𝜔-èíúåêòîðîì â 𝐺. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî êëàññà ãðóïï F
è ëþáîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà 𝜔 â êàæäîé 𝜔′-ãðóïïå ëþáàÿ F-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà
ÿâëÿåòñÿ åå F𝜔-èíúåêòîðîì.

Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà F𝜔-èíúåêòîðîâ, èñïîëüçóåìûå â äàëüíåéøåì.

Лемма 2. Пусть F—непустой класс групп, 𝜔—непустое множество простых чисел,

𝐺— группа. Если 𝐻 — F𝜔-инъектор группы 𝐺, 𝐾 — субнормальная 𝜔-подгруппа группы 𝐺,
то 𝐻 ∩𝐾 является F𝜔-инъектором в 𝐾.

Доказательство. Ïóñòü 𝐻 � F𝜔-èíúåêòîð â 𝐺, 𝐾 ◁◁ 𝐺, 𝜋(𝐾) ⊆ 𝜔, 𝐻1 := 𝐻 ∩ 𝐾.
Óñòàíîâèì, ÷òî 𝐻1 ÿâëÿåòñÿ F𝜔-èíúåêòîðîì â 𝐾. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1 𝐻1 ÿâëÿåòñÿ
F-ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïîé â 𝐾.

Ïóñòü 𝑁 � ñóáíîðìàëüíàÿ 𝜔-ïîäãðóïïà ãðóïïû𝐾. Ïîêàæåì, ÷òî 𝐻1∩𝑁 � F-ìàêñèìàëü-
íàÿ ïîäãðóïïà â 𝑁 . Òàê êàê 𝑁 ◁◁ 𝐾 è 𝐾 ◁◁ 𝐺, òî 𝑁 ◁◁ 𝐺 è ïî îïðåäåëåíèþ 1 𝐻 ∩𝑁 �
F-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â 𝑁 . Ââèäó ðàâåíñòâ 𝐻1∩𝑁 = 𝐻 ∩𝐾∩𝑁 = 𝐻 ∩𝑁 ýòî îçíà÷àåò,
÷òî 𝐻1 ∩ 𝑁 ÿâëÿåòñÿ F-ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïîé â 𝑁 . Ñëåäîâàòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ 1
𝐻1 � F𝜔-èíúåêòîð â 𝐾. □

Лемма 3. Пусть F—непустой класс групп, 𝜔—непустое множество простых чисел,

𝐺— группа. Если 𝐿—нормальная подгруппа группы 𝐺 и 𝐻 — F𝜔-инъектор в 𝐿, то 𝐻𝑔

является F𝜔-инъектором в 𝐿 для любого 𝑔 ∈ 𝐺. В частности, если 𝐻 — F𝜔-инъектор

группы 𝐺, то 𝐻𝑔 является F𝜔-инъектором в 𝐺 для любого 𝑔 ∈ 𝐺.

Доказательство. Ïóñòü 𝐿 ◁ 𝐺, 𝐻 � F𝜔-èíúåêòîð â 𝐿 è 𝑔 ∈ 𝐺. Ïîêàæåì, ÷òî 𝐻𝑔

ÿâëÿåòñÿ F𝜔-èíúåêòîðîì â 𝐿.
Ïðîâåðèì, ÷òî 𝐻𝑔 � F-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â 𝐿. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê 𝐻 ∈ F

è F�êëàññ ãðóïï, òî 𝐻𝑔 ∈ F. Ïóñòü 𝐻𝑔 ⩽ 𝑀 ⩽ 𝐿, ãäå 𝑀 ∈ F. Òîãäà 𝑀𝑔−1 ∈ F è
𝐻 ⩽ 𝑀𝑔−1

⩽ 𝐿𝑔−1
= 𝐿. Ïîñêîëüêó 𝐻 � F𝜔-èíúåêòîð â 𝐿, òî ïî îïðåäåëåíèþ 1 𝐻 �

F-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â 𝐿 è ïîýòîìó 𝐻 = 𝑀𝑔−1
. Ñëåäîâàòåëüíî, 𝐻𝑔 = 𝑀 . Òåì ñà-

ìûì äîêàçàíî, ÷òî 𝐻𝑔 ÿâëÿåòñÿ F-ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïîé â 𝐿.
Ïóñòü 𝐾 � ñóáíîðìàëüíàÿ 𝜔-ïîäãðóïïà ãðóïïû 𝐿. Ïîêàæåì, ÷òî ïåðåñå÷åíèå 𝐻𝑔 ∩ 𝐾

ÿâëÿåòñÿ F-ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïîé â 𝐾. Ïóñòü 𝐻𝑔 ∩𝐾 ⩽ 𝑅 ⩽ 𝐾, ãäå 𝑅 ∈ F. Óñòàíîâèì,
÷òî 𝐻𝑔 ∩𝐾 = 𝑅. Ïóñòü 𝐾1 := 𝐾𝑔−1

è 𝑅1 := 𝑅𝑔−1
. Òîãäà

(𝐻 ∩𝐾1)
𝑔 = 𝐻𝑔 ∩𝐾1

𝑔 = 𝐻𝑔 ∩𝐾 ⊆ 𝑅 = 𝑅1
𝑔 ⊆ 𝐾1

𝑔.

Ñëåäîâàòåëüíî, 𝐻 ∩𝐾1 ⊆ 𝑅1 ⊆ 𝐾1. Òàê êàê 𝐾1 ÿâëÿåòñÿ ñóáíîðìàëüíîé 𝜔-ïîäãðóïïîé â
𝐿 è 𝐻 � F𝜔-èíúåêòîð â 𝐿, òî ïî îïðåäåëåíèþ 1 𝐻 ∩𝐾1 � F-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â 𝐾1.
Òîãäà ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî 𝑅1 ∈ F, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî 𝐻∩𝐾1 = 𝑅1. Ïîýòîìó (𝐻∩𝐾1)

𝑔 = 𝑅1
𝑔

è, çíà÷èò,𝐻𝑔∩𝐾 = 𝑅. Ñëåäîâàòåëüíî,𝐻𝑔∩𝐾 � F-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â𝐾. Òåì ñàìûì
óñòàíîâëåíî, ÷òî 𝐻𝑔 ÿâëÿåòñÿ F𝜔-èíúåêòîðîì â 𝐿 äëÿ ëþáîãî 𝑔 ∈ 𝐺. □

Лемма 4. Пусть F—непустой класс групп, 𝜔—непустое множество простых чи-

сел, 𝐺— группа. Если 𝐻 — F-максимальная подгруппа группы 𝐺 и 𝐻 ∩ 𝐿— F𝜔-инъектор

в 𝐿 для любой максимальной нормальной 𝜔𝑑-подгруппы 𝐿 группы 𝐺, то 𝐻 является

F𝜔-инъектором в 𝐺.
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Доказательство. Ïóñòü𝐻 � F-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû 𝐺 è äëÿ ëþáîé ìàêñè-
ìàëüíîé íîðìàëüíîé 𝜔𝑑-ïîäãðóïïû 𝐿 ãðóïïû 𝐺 ïåðåñå÷åíèå 𝐻∩𝐿 ÿâëÿåòñÿ F𝜔-èíúåêòîðîì
â 𝐿. Óñòàíîâèì, ÷òî 𝐻 ÿâëÿåòñÿ F𝜔-èíúåêòîðîì â 𝐺.

Ïóñòü 𝑁 � ñóáíîðìàëüíàÿ 𝜔-ïîäãðóïïà ãðóïïû 𝐺. Ïîêàæåì, ÷òî ïîäãðóïïà 𝐻 ∩𝑁 ÿâ-
ëÿåòñÿ F-ìàêñèìàëüíîé â 𝑁 . Åñëè 𝑁 = 𝐺, òî ïî óñëîâèþ 𝐻 ∩ 𝑁 = 𝐻 � F-ìàêñèìàëüíàÿ
ïîäãðóïïà â 𝑁 .

Ïóñòü 𝑁 < 𝐺. Òîãäà â 𝐺 ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà 𝐿1, ñîäåð-
æàùàÿ 𝑁 . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî 𝐿1 � 𝜔𝑑-ïîäãðóïïà ãðóïïû 𝐺. Ñîãëàñíî óñëîâèþ ïîäãðóïïà
𝐻1 := 𝐻 ∩ 𝐿1 ÿâëÿåòñÿ F𝜔-èíúåêòîðîì â 𝐿1. Òàê êàê 𝑁 ◁◁ 𝐺, òî ïî ñâîéñòâó ñóáíîðìàëü-
íûõ ïîäãðóïï 𝑁 ∩ 𝐿1 = 𝑁 � ñóáíîðìàëüíàÿ 𝜔-ïîäãðóïïà â 𝐿1. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ 1
𝐻1 ∩ 𝑁 ÿâëÿåòñÿ F-ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïîé â 𝑁 . Ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà 𝐻1 ∩ 𝑁 = 𝐻 ∩ 𝑁
çàêëþ÷àåì, ÷òî 𝐻 ∩𝑁 � F-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â 𝑁 . Îòñþäà ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1
ñëåäóåò, ÷òî 𝐻 ÿâëÿåòñÿ F𝜔-èíúåêòîðîì â 𝐺. □

3. Существование и сопряженность F𝜔-инъекторов

Теорема 1. Пусть F—непустой класс Фиттинга, 𝜔—непустое множество простых

чисел. Тогда в каждой разрешимой группе 𝐺, удовлетворяющей условию 𝜋(𝐺′) ⊆ 𝜔, суще-
ствует по крайней мере один F𝜔-инъектор и любые два F𝜔-инъекторa группы 𝐺 сопряже-

ны в 𝐺.

Доказательство. Ïóñòü𝐺�ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà è 𝜋(𝐺′) ⊆ 𝜔. Äîêàæåì òåîðåìó èíäóê-
öèåé ïî ïîðÿäêó ãðóïïû 𝐺. Åñëè 𝐺 = 1, òî 𝐺 ÿâëÿåòñÿ F𝜔-èíúåêòîðîì â 𝐺, è óòâåðæäåíèå
âåðíî. Ïóñòü 𝐺 ̸= 1. Òîãäà ïî ñâîéñòâó ðàçðåøèìûõ ãðóïï ãðóïïà 𝐺 îòëè÷íà îò ñâîåãî
êîììóòàíòà 𝐺′. Ïîêàæåì, ÷òî 𝐺′ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ òåîðåìû. Äåéñòâèòåëüíî, èç ðàç-
ðåøèìîñòè ãðóïïû 𝐺 ñëåäóåò ðàçðåøèìîñòü 𝐺′. Ïîñêîëüêó (𝐺′)′ ⩽ 𝐺′, òî (𝐺′)′ ÿâëÿåòñÿ
𝜔-ãðóïïîé. Òàê êàê |𝐺′| < |𝐺|, òî ïî èíäóêöèè äëÿ 𝐺′ óòâåðæäåíèå âåðíî, ò.å.

в 𝐺′ существует по крайней мере один F𝜔-инъектор,

и любые два F𝜔-инъектора из 𝐺′ сопряжены в 𝐺′.
(1)

Ïóñòü 𝐾 � F𝜔-èíúåêòîð ãðóïïû 𝐺′. Òîãäà ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1 𝐾 � F-ìàêñèìàëüíàÿ
ïîäãðóïïà â 𝐺′. Â ÷àñòíîñòè, 𝐾 ∈ F, è ïîýòîìó â 𝐺 ñóùåñòâóåò F-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà
𝐻, ñîäåðæàùàÿ 𝐾. Óñòàíîâèì, ÷òî 𝐻 ÿâëÿåòñÿ F𝜔-èíúåêòîðîì â 𝐺.

Ïóñòü 𝐿�ïðîèçâîëüíàÿ ìàêñèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû 𝐺. Äîêàæåì, ÷òî
𝐻 ∩ 𝐿 ÿâëÿåòñÿ F𝜔-èíúåêòîðîì â 𝐿. Òàê êàê 𝐿′ ⩽ 𝐺′, òî 𝜋(𝐿′) ⊆ 𝜔 è, ñëåäîâàòåëüíî, ïî
èíäóêöèè äëÿ 𝐿 óòâåðæäåíèå âåðíî.

Ïóñòü 𝑅� F𝜔-èíúåêòîð ãðóïïû 𝐿. Òàê êàê 𝐺/𝐿� àáåëåâà ãðóïïà, òî 𝐺′ ⊆ 𝐿 è ñîãëàñíî
ëåììå 2 𝑅 ∩𝐺′ ÿâëÿåòñÿ F𝜔-èíúåêòîðîì â 𝐺′. Ââèäó (1) ïîäãðóïïû 𝑅 ∩𝐺′ è 𝐾 ñîïðÿæåíû
â 𝐺′, ò.å. ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò 𝑥 ∈ 𝐺′, ÷òî (𝑅 ∩ 𝐺′)𝑥 = 𝐾. Òàê êàê 𝑅 ∈ F, òî 𝑅𝑥 ∈ F,
è ïîýòîìó â ãðóïïå 𝐺 ñóùåñòâóåò F-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà 𝑇 òàêàÿ, ÷òî 𝑅𝑥 ⊆ 𝑇 . Èç
𝐾 = 𝑅𝑥 ∩𝐺′ ⊆ 𝑅𝑥 ïîëó÷àåì, ÷òî 𝐾 ⊆ 𝑇 .

Ïîñêîëüêó𝐻 è 𝑇 � F-ìàêñèìàëüíûå ïîäãðóïïû â𝐺, ñîäåðæàùèå𝐾, è𝐾 � F-ìàêñèìàëü-
íàÿ ïîäãðóïïà â 𝐺′, òî ñîãëàñíî ï. 2 ëåììû 1 𝐻 è 𝑇 ñîïðÿæåíû â 𝐺, ò.å. 𝐻 = 𝑇 𝑦 äëÿ
íåêîòîðîãî ýëåìåíòà 𝑦 ∈ 𝐺.

Òàê êàê 𝑅� F𝜔-èíúåêòîð â 𝐿, òî ïî ëåììå 3 𝑅𝑥 ÿâëÿåòñÿ F𝜔-èíúåêòîðîì â 𝐿. Ñëåäî-
âàòåëüíî, 𝑅𝑥 � F-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â 𝐿. Ïîñêîëüêó 𝑇 ∩ 𝐿 ◁ 𝑇 , 𝑇 ∈ F è êëàññ F
íîðìàëüíî íàñëåäñòâåíåí, òî 𝑇 ∩ 𝐿 ∈ F. Òîãäà èç 𝑅𝑥 ⊆ 𝑇 ∩ 𝐿 ⊆ 𝐿 ñëåäóåò, ÷òî 𝑅𝑥 = 𝑇 ∩ 𝐿
è, çíà÷èò, (𝑅𝑥)𝑦 = (𝑇 ∩ 𝐿)𝑦 = 𝑇 𝑦 ∩ 𝐿 = 𝐻 ∩ 𝐿. Ïî ëåììå 3 (𝑅𝑥)𝑦 ÿâëÿåòñÿ F𝜔-èíúåêòîðîì
â 𝐿. Òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî 𝐻 ∩ 𝐿� F𝜔-èíúåêòîð â 𝐿.

Èòàê, 𝐻 � F-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû 𝐺, è íàìè óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ ëþáîé
ìàêñèìàëüíîé íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû 𝐿 ãðóïïû 𝐺 ïåðåñå÷åíèå 𝐻∩𝐿 ÿâëÿåòñÿ F𝜔-èíúåêòî-
ðîì â 𝐿. Òîãäà ïî ëåììå 4 𝐻 ÿâëÿåòñÿ F𝜔-èíúåêòîðîì ãðóïïû 𝐺.
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Ïîêàæåì, ÷òî ëþáûå äâà F𝜔-èíúåêòîðà ãðóïïû 𝐺 ñîïðÿæåíû â 𝐺. Ïóñòü 𝐻1 è 𝐻2 �
F𝜔-èíúåêòîðû ãðóïïû 𝐺. Ïî ëåììå 2 𝐻1 ∩𝐺′ è 𝐻2 ∩𝐺′ ÿâëÿþòñÿ F𝜔-èíúåêòîðàìè â 𝐺′. Â
ñèëó (1) ïîäãðóïïû𝐾 è𝐻1∩𝐺′ ñîïðÿæåíû â𝐺′, ò.å.𝐾 = (𝐻1∩𝐺′)𝑔1 äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà
𝑔1 ∈ 𝐺′. Ïîýòîìó 𝐾 ⊆ 𝐻𝑔1

1 . Àíàëîãè÷íî 𝐾 ⊆ 𝐻𝑔2
2 äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà 𝑔2 ∈ 𝐺′. Ââèäó

ï. 1 ëåììû 1 𝐻𝑔1
1 è 𝐻𝑔2

2 � F-ìàêñèìàëüíûå ïîäãðóïïû â 𝐺. Òîãäà ñîãëàñíî ï. 2 ëåììû 1 𝐻𝑔1
1

è 𝐻𝑔2
2 ñîïðÿæåíû â 𝐺 è, ñëåäîâàòåëüíî, 𝐻1 è 𝐻2 ñîïðÿæåíû â 𝐺. □
Â ñëó÷àå, êîãäà 𝜔 = P, èç òåîðåìû 1 âûòåêàåò ñëåäóþùèé èçâåñòíûé ðåçóëüòàò.

Следствие 1 ([1], ñì. òàêæå [17, òåîðåìà 5.45]). Пусть F—непустой класс Фиттинга.

Тогда в каждой разрешимой группе 𝐺 существует по крайней мере один F-инъектор и

любые два F-инъекторa группы 𝐺 сопряжены в 𝐺.

Замечание 2. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êëàññà Ôèòòèíãà F, ââèäó çàìå÷àíèÿ 1, èç ôàê-
òà ñóùåñòâîâàíèÿ F-èíúåêòîðîâ â ðàçðåøèìûõ ãðóïïàõ ôîðìàëüíî ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå
F𝜔-èíúåêòîðîâ â ðàçðåøèìûõ ãðóïïàõ (ïîñêîëüêó âñÿêèé F-èíúåêòîð ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ åå
F𝜔-èíúåêòîðîì äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà 𝜔). Â ýòîé ñâÿçè öåííîñòü òåîðåìû 1 çàêëþ÷àåòñÿ,
ïðåæäå âñåãî, â óñòàíîâëåíèè ôàêòà ñîïðÿæåííîñòè F𝜔-èíúåêòîðîâ â ðàçðåøèìûõ ãðóïïàõ.

4. Критерии F𝜔-инъектора разрешимой группы

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 1, äëÿ íåïóñòîãî êëàññà Ôèòòèíãà F óñòàíîâèì íåîáõîäèìûå è äîñòà-
òî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ïîäãðóïïà 𝐻 ðàçðåøèìîé ãðóïïû 𝐺 ÿâëÿåòñÿ F𝜔-èíúåêòîðîì
â 𝐺.

Теорема 2. Пусть F—непустой класс Фиттинга, 𝜔—непустое множество простых

чисел, 𝐺— разрешимая группа, удовлетворяющая условию 𝜋(𝐺′) ⊆ 𝜔. Подгруппа 𝐻 груп-

пы 𝐺 является F𝜔-инъектором в 𝐺 тогда и только тогда, когда 𝐻 — F-максимальная
подгруппа группы 𝐺 и 𝐻 ∩𝐺′ — F𝜔-инъектор в 𝐺′.

Доказательство. Достаточность. Ïóñòü 𝐻 � F-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû 𝐺
è 𝐻1 := 𝐻 ∩ 𝐺′ � F𝜔-èíúåêòîð â 𝐺′. Äîêàæåì, ÷òî 𝐻 ÿâëÿåòñÿ F𝜔-èíúåêòîðîì â 𝐺. Òàê
êàê 𝐺�ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà è 𝜋(𝐺′) ⊆ 𝜔, òî ïî òåîðåìå 1 â 𝐺 ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå
îäèí F𝜔-èíúåêòîð. Ïóñòü 𝐾 � F𝜔-èíúåêòîð ãðóïïû 𝐺. Òîãäà ïî ëåììå 2 𝐾1 := 𝐾 ∩ 𝐺′

ÿâëÿåòñÿ F𝜔-èíúåêòîðîì â 𝐺′. Ïîñêîëüêó 𝜋((𝐺′)′) ⊆ 𝜔, òî ïî òåîðåìå 1 ïîäãðóïïû 𝐻1 è 𝐾1

ñîïðÿæåíû â 𝐺′, ò.å. ñóùåñòâóåò ýëåìåíò 𝑔 ∈ 𝐺′ òàêîé, ÷òî 𝐻1 = (𝐾1)
𝑔 = 𝐾𝑔 ∩ 𝐺′. Òàêèì

îáðàçîì, 𝐻1 ⊆ 𝐻 è 𝐻1 ⊆ 𝐾𝑔.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1 ïîäãðóïïà 𝐻1 ÿâëÿåòñÿ F-ìàêñèìàëüíîé â 𝐺′. Àíàëîãè÷íî 𝐾 �
F-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â 𝐺 è ï. 1 ëåììû 1 ïîäãðóïïà 𝐾𝑔 òàêæå ÿâëÿåòñÿ F-ìàêñèìàëü-
íîé â 𝐺. Òîãäà â ñèëó ï. 2 ëåììû 1 𝐻 è 𝐾𝑔 ñîïðÿæåíû â 𝐺, ò.å. 𝐻 = (𝐾𝑔)𝑥 äëÿ íåêîòîðîãî
ýëåìåíòà 𝑥 ∈ 𝐺. Òàê êàê 𝐾 � F𝜔-èíúåêòîð â 𝐺, òî ñ ó÷åòîì ëåììû 3 ïîäãðóïïà 𝐻 òàêæå
ÿâëÿåòñÿ F𝜔-èíúåêòîðîì ãðóïïû 𝐺.

Необходимость. Ïóñòü 𝐻 � F𝜔-èíúåêòîð ãðóïïû 𝐺. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ 1 𝐻 �
F-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â 𝐺. Òàê êàê 𝐺′ � ñóáíîðìàëüíàÿ 𝜔-ïîäãðóïïà â 𝐺, òî ïî ëåì-
ìå 2 ïåðåñå÷åíèå 𝐻 ∩𝐺′ ÿâëÿåòñÿ F𝜔-èíúåêòîðîì â 𝐺′. □

Следствие 2 ([17, òåîðåìà 5.46]). Пусть F—непустой класс Фиттинга, 𝐺— разреши-

мая группа. Подгруппа 𝐻 группы 𝐺 является F-инъектором в 𝐺 тогда и только тогда,

когда 𝐻 — F-максимальная подгруппа группы 𝐺 и 𝐻 ∩𝐺′ — F-инъектор в 𝐺′.

Теорема 3. Пусть F—непустой класс Фиттинга, 𝜔—непустое множество простых

чисел, 1 = 𝐺𝑛 ◁ 𝐺𝑛−1 ◁ . . . ◁ 𝐺1 ◁ 𝐺0 = 𝐺— ряд группы 𝐺 с абелевыми факторами и

𝜋(𝐺1) ⊆ 𝜔. Подгруппа 𝐻 группы 𝐺 является F𝜔-инъектором в 𝐺 тогда и только тогда,

когда 𝐻 ∩𝐺𝑖 — F-максимальная подгруппа в 𝐺𝑖 для всех 𝑖 ∈ {0, 1, . . . , 𝑛}.
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Доказательство. Достаточность. Ïóñòü 𝐻 ∩ 𝐺𝑖 � F-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â 𝐺𝑖

äëÿ ëþáîãî 𝑖 ∈ {0, 1, . . . , 𝑛}. Òîãäà𝐻∩𝐺0 = 𝐻 � F-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â 𝐺. Èíäóêöèåé
ïî ïîðÿäêó ãðóïïû 𝐺 äîêàæåì, ÷òî 𝐻 ÿâëÿåòñÿ F𝜔-èíúåêòîðîì ãðóïïû 𝐺. Åñëè 𝐺 = 1, òî
𝐻 = 𝐺� F𝜔-èíúåêòîð ãðóïïû 𝐺. Ïóñòü 𝐺 ̸= 1. Ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî 𝐺𝑖 ̸= 𝐺𝑖−1 äëÿ ëþáîãî
𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛}.

Ïîêàæåì, ÷òî ïîäãðóïïà 𝐺1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ òåîðåìû. Äåéñòâèòåëüíî, 1 = 𝐺𝑛 ◁
◁ 𝐺𝑛−1 ◁ . . . ◁ 𝐺2 ◁ 𝐺1 �ðÿä ãðóïïû 𝐺1 ñ àáåëåâûìè ôàêòîðàìè. Èç 𝜋(𝐺1) ⊆ 𝜔 ñëåäóåò,
÷òî 𝜋(𝐺2) ⊆ 𝜔. Ïóñòü 𝐻1 := 𝐻 ∩ 𝐺1. Ïîêàæåì, ÷òî 𝐻1 ∩ 𝐺𝑖 � F-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà
â 𝐺𝑖 äëÿ ëþáîãî 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛}. Ïóñòü 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛. Òîãäà 𝐻1 ∩ 𝐺𝑖 = 𝐻 ∩ 𝐺1 ∩ 𝐺𝑖 = 𝐻 ∩ 𝐺𝑖

� F-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â 𝐺𝑖 ïî óñëîâèþ. Òàêèì îáðàçîì, ãðóïïà 𝐺1 óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ òåîðåìû. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî èíäóêöèè 𝐻1 ÿâëÿåòñÿ F𝜔-èíúåêòîðîì â 𝐺1.

Òàê êàê 𝐺/𝐺1 � àáåëåâà ãðóïïà, òî 𝐺′ ⊆ 𝐺1. Òîãäà 𝐺′ � ñóáíîðìàëüíàÿ 𝜔-ïîäãðóïïà â
𝐺1 è ïî ëåììå 2 𝐻1 ∩𝐺′ � F𝜔-èíúåêòîð â 𝐺′. Îòñþäà ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà 𝐻1 ∩𝐺′ = 𝐻 ∩𝐺′

ïî òåîðåìå 2 ïîëó÷àåì, ÷òî 𝐻 ÿâëÿåòñÿ F𝜔-èíúåêòîðîì ãðóïïû 𝐺.
Необходимость. Ïóñòü 𝐻 � F𝜔-èíúåêòîð ãðóïïû 𝐺. Òîãäà ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1

𝐻 = 𝐻 ∩ 𝐺0 � F-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â 𝐺0. Ïóñòü 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛. Òàê êàê 𝐺𝑖 � ñóáíîð-
ìàëüíàÿ 𝜔-ïîäãðóïïà ãðóïïû 𝐺, òî ïî îïðåäåëåíèþ 1 𝐻 ∩ 𝐺𝑖 ÿâëÿåòñÿ F-ìàêñèìàëüíîé
ïîäãðóïïîé â 𝐺𝑖. □

Следствие 3 ([17, ñëåäñòâèå 1 òåîðåìû 5.46]). Пусть F— класс Фиттинга и 1 = 𝐺𝑛 ◁
◁ 𝐺𝑛−1 ◁ . . . ◁ 𝐺1 ◁ 𝐺0 = 𝐺— ряд группы 𝐺 с абелевыми факторами 𝐺𝑖/𝐺𝑖+1. Подгруппа

𝐻 является F-инъектором группы 𝐺 тогда и только тогда, когда 𝐻∩𝐺𝑖 — F-максимальная
подгруппа в 𝐺𝑖 для всех 𝑖.

Следствие 4. Пусть F—непустой класс Фиттинга, 𝜔—непустое множество про-

стых чисел, 𝐺— разрешимая группа, удовлетворяющая условию 𝜋(𝐺′) ⊆ 𝜔. Если 𝐻 —

F𝜔-инъектор группы 𝐺 и 𝐻 ⩽ 𝐾 ⩽ 𝐺, то 𝐻 является F𝜔-инъектором в подгруппе 𝐾.

Доказательство. Ïóñòü 𝐻 � F𝜔-èíúåêòîð ãðóïïû 𝐺 è 𝐻 ⩽ 𝐾 ⩽ 𝐺. Óñòàíîâèì, ÷òî
𝐻 ÿâëÿåòñÿ F𝜔-èíúåêòîðîì â 𝐾. Ïóñòü 𝑑(𝐺) = 𝑛, 𝐺0 = 𝐺 è 𝐺𝑖 := 𝐺(𝑖), 𝑖 = 1, 𝑛. Òîãäà
1 = 𝐺𝑛 ◁ 𝐺𝑛−1 ◁ . . . ◁ 𝐺1 ◁ 𝐺0 = 𝐺�ðÿä ãðóïïû 𝐺 ñ àáåëåâûìè ôàêòîðàìè. Ïóñòü
𝐾𝑖 := 𝐾 ∩𝐺𝑖, 𝑖 = 0, 𝑛. Òîãäà 𝐾𝑖 ◁ 𝐾𝑖−1 è

𝐾𝑖−1/𝐾𝑖 = (𝐾 ∩𝐺𝑖−1)/(𝐾 ∩𝐺𝑖) ∼= (𝐾 ∩𝐺𝑖−1)𝐺𝑖/𝐺𝑖 ⩽ 𝐺𝑖−1/𝐺𝑖

äëÿ ëþáîãî 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛}. Ïîýòîìó 1 = 𝐾𝑛 ◁ 𝐾𝑛−1 ◁ . . . ◁ 𝐾1 ◁ 𝐾0 = 𝐾 �ðÿä ãðóïïû 𝐾 ñ
àáåëåâûìè ôàêòîðàìè. Òàê êàê 𝐾1 ⩽ 𝐺1 = 𝐺′, òî 𝜋(𝐾1) ⊆ 𝜔.

Ïîêàæåì, ÷òî 𝐻 ∩ 𝐾𝑖 � F-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â 𝐾𝑖 äëÿ âñåõ 𝑖 ∈ {0, 1, . . . , 𝑛}. Ïî-
ñêîëüêó 𝐻 � F𝜔-èíúåêòîð ãðóïïû 𝐺, òî 𝐻 ÿâëÿåòñÿ F-ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïîé â 𝐺. Îò-
ñþäà ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ 𝐻 ⩽ 𝐾 ⩽ 𝐺 ñëåäóåò, ÷òî 𝐻 = 𝐻 ∩𝐾0 � F-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà
â 𝐾 = 𝐾0.

Ïóñòü 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛} è 𝐻∩𝐾𝑖 ⩽ 𝑀𝑖 ⩽ 𝐾𝑖, ãäå𝑀𝑖 ∈ F. Òàê êàê 𝐺𝑖 � ñóáíîðìàëüíàÿ 𝜔-ïîä-
ãðóïïà ãðóïïû 𝐺, òî ïî îïðåäåëåíèþ 1 𝐻 ∩𝐾𝑖 = 𝐻 ∩𝐾 ∩ 𝐺𝑖 = 𝐻 ∩ 𝐺𝑖 � F-ìàêñèìàëüíàÿ
ïîäãðóïïà ãðóïïû 𝐺𝑖. Èç 𝐻 ∩ 𝐾𝑖 ⩽ 𝑀𝑖 ⩽ 𝐺𝑖 ïîëó÷àåì, ÷òî 𝐻 ∩ 𝐾𝑖 = 𝑀𝑖. Ñëåäîâàòåëü-
íî, 𝐻 ∩ 𝐾𝑖 ÿâëÿåòñÿ F-ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïîé â 𝐾𝑖. Òîãäà ïî òåîðåìå 3 𝐻 ÿâëÿåòñÿ
F𝜔-èíúåêòîðîì ãðóïïû 𝐾. □

Следствие 5 ([17, ñëåäñòâèå 3 òåîðåìû 5.46]). Пусть F—непустой класс Фиттинга,

𝐺— разрешимая группа. Если 𝐻 — F-инъектор группы 𝐺 и 𝐻 ⩽ 𝐾 ⩽ 𝐺, то 𝐻 является

F-инъектором в подгруппе 𝐾.

Теорема 4. Пусть F—непустой класс Фиттинга, 𝜔—непустое множество про-

стых чисел, 𝐺— группа с нильпотентным коммутантом 𝐺′, удовлетворяющая условию

𝜋(𝐺′) ⊆ 𝜔. Подгруппа 𝐻 группы 𝐺 является F𝜔-инъектором в 𝐺 тогда и только тогда, ко-

гда 𝐻 — F-максимальная подгруппа группы 𝐺, которая содержит 𝜒(F)-холлову подгруппу
из 𝐺′.
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Доказательство. Необходимость. Ïóñòü 𝐻 � F𝜔-èíúåêòîð ãðóïïû 𝐺. Òîãäà ñîãëàñíî
îïðåäåëåíèþ 1 𝐻 � F-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â 𝐺.

Ïîêàæåì, ÷òî 𝐻 ñîäåðæèò 𝜒(F)-õîëëîâó ïîäãðóïïó èç 𝐺′. Òàê êàê 𝜋(𝐺′) ⊆ 𝜔, òî ïî ëåì-
ìå 2 ïîäãðóïïà 𝐻1 := 𝐻 ∩𝐺′ ÿâëÿåòñÿ F𝜔-èíúåêòîðîì â 𝐺′ è, çíà÷èò, 𝐻1 � F-ìàêñèìàëüíàÿ
ïîäãðóïïà â 𝐺′. Ïîñêîëüêó 𝐺′ ∈ N, òî ñîãëàñíî ï. 3 ëåììû 1 𝐻1 � 𝜒(F)-õîëëîâà ïîäãðóïïà
â 𝐺′. Òàêèì îáðàçîì, 𝐻 ñîäåðæèò 𝜒(F)-õîëëîâó ïîäãðóïïó èç 𝐺′.

Достаточность. Ïóñòü 𝐻 � F-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû 𝐺, êîòîðàÿ ñîäåðæèò
𝜒(F)-õîëëîâó ïîäãðóïïó ãðóïïû 𝐺′. Ïîêàæåì, ÷òî 𝐻 ÿâëÿåòñÿ F𝜔-èíúåêòîðîì â 𝐺.

Òàê êàê 𝐺�ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà è 𝜋(𝐺′) ⊆ 𝜔, òî ïî òåîðåìå 1 𝐺 îáëàäàåò F𝜔-èíúåêòîðîì
𝐾. Ñîãëàñíî ëåììå 2 𝐾1 := 𝐾 ∩ 𝐺′ ÿâëÿåòñÿ F𝜔-èíúåêòîðîì â 𝐺′ è, çíà÷èò, 𝐾1 �
F-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â 𝐺′. Òîãäà â ñèëó ï. 3 ëåììû 1 𝐾1 � 𝜒(F)-õîëëîâà ïîäãðóï-
ïà ãðóïïû 𝐺′. Òàê êàê 𝐺′ ∈ N, òî 𝐾1 � åäèíñòâåííàÿ 𝜒(F)-õîëëîâà ïîäãðóïïà â 𝐺′ è ïî
óñëîâèþ 𝐾1 ⊆ 𝐻.

Òàê êàê 𝐻 è 𝐾 � F-ìàêñèìàëüíûå ïîäãðóïïû â 𝐺, ñîäåðæàùèå 𝐾1, òî ñîãëàñíî ï. 2
ëåììû 1 ïîäãðóïïû 𝐻 è 𝐾 ñîïðÿæåíû â 𝐺, ò.å. 𝐻 = 𝐾𝑔 äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà 𝑔 ∈ 𝐺.
Ïî ëåììå 3 ïîäãðóïïà 𝐾𝑔 ÿâëÿåòñÿ F𝜔-èíúåêòîðîì â 𝐺 è, çíà÷èò, 𝐻 � F𝜔-èíúåêòîð â 𝐺. □

Следствие 6 ([17, òåîðåìà 5.48]). Пусть F—непустой класс Фиттинга, 𝐺— группа с

нильпотентным коммутантом 𝐺′. Подгруппа 𝐻 группы 𝐺 является F-инъектором в 𝐺
тогда и только тогда, когда 𝐻 — F-максимальная подгруппа группы 𝐺, которая содержит

𝜒(F)-холлову подгруппу из 𝐺′.

Èç òåîðåìû 4 è ñëåäñòâèÿ 6 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Следствие 7. Пусть F—непустой класс Фиттинга, 𝜔—непустое множество про-

стых чисел, 𝐺— разрешимая группа, удовлетворяющая условию 𝜋(𝐺′) ⊆ 𝜔. Если 𝐺′ ∈ N,
то всякий F𝜔-инъектор группы 𝐺 является ее F-инъектором.

Óñëîâèå 𝜋(𝐺′) ⊆ 𝜔 â ñëåäñòâèè 7 ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì, åãî íåëüçÿ îïóñòèòü. Äåé-
ñòâèòåëüíî, â ïðèìåðàõ 2 è 3 êëàññ ãðóïï F = N åñòü êëàññ Ôèòòèíãà, ðàññìàòðèâàåìûå
ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ ðàçðåøèìûìè è êîììóòàíò êàæäîé èç íèõ íèëüïîòåíòåí, íî íå ÿâëÿåòñÿ
𝜔-ãðóïïîé (â ïðèìåðå 2 𝐺′ ∼= 𝐶3; â ïðèìåðå 3 𝐺′ ∼= 𝐶21). Ïðè ýòîì â êàæäîé èç ðàññìàòðè-
âàåìûõ ãðóïï èìååòñÿ N𝜔-èíúåêòîð, íå ÿâëÿþùèéñÿ N-èíúåêòîðîì.

Заключение

Â ðàáîòå ðåøåíû ñëåäóþùèå çàäà÷è:
1) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íåïóñòîãî êëàññà Ôèòòèíãà F è ïðîèçâîëüíîãî íåïóñòîãî ìíî-

æåñòâà 𝜔 ïðîñòûõ ÷èñåë äîêàçàíî, ÷òî â ëþáîé êîíå÷íîé ðàçðåøèìîé ãðóïïå, êîììóòàíò
êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ 𝜔-ãðóïïîé, ñóùåñòâóþò F𝜔-èíúåêòîðû è ëþáûå äâà èç íèõ ÿâëÿþòñÿ ñî-
ïðÿæåííûìè â ãðóïïå (òåîðåìà 1);

2) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íåïóñòîãî êëàññà Ôèòòèíãà F è ïðîèçâîëüíîãî íåïóñòîãî ìíî-
æåñòâà 𝜔 ïðîñòûõ ÷èñåë óñòàíîâëåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ
ïîäãðóïïà ðàçðåøèìîé ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ åå F𝜔-èíúåêòîðîì (òåîðåìû 2�4).

Òåîðåìà 1 ðàçâèâàåò îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû [1]. Ïðèâåäåííûå ñëåäñòâèÿ òåîðåì 2�4
ïðåäñòàâëÿþò èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû î F-èíúåêòîðàõ ãðóïï (ñì., íàïðèìåð, [17, ãë. 5]). Ïî-
ëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ïîëåçíûìè â äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèÿõ ïîäãðóïïîâîãî
ñòðîåíèÿ êîíå÷íûõ ãðóïï ìåòîäàìè òåîðèè êëàññîâ ãðóïï.
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