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Аннотация. В работе предлагается метод определения механиче-

ских свойств высокоэластичного материала методом индентирова-

ния тонкой круглой пластинки. Новизной предлагаемого метода яв-

ляется учёт влияния трения в области контакта индентора и образ-

ца. Математическая модель основана на теории нелинейно-упругих

мембран и модели трения Кулона. Мембрана изготовлена из изо-

тропного несжимаемого материала. Процесс индентирования счи-

тается квазистатическим, а деформация мембраны осесимметрич-

ной. Задача сводится к краевой задаче для двух систем обыкно-

венных дифференциальных уравнений с параметром (неизвестной

границей контакта штампа и мембраны). Краевая задача решает-

ся методом пристрелки. Численный анализ проведён для неогу-

ковской модели материала. На основе численных данных кривая

«сила вдавливания— перемещение индентора» аппроксимирована

полиномиальным выражением. Определение постоянной материа-

ла основано на минимизации разницы между экспериментальной

кривой «сила — перемещение» и аппроксимирующим выражением.

Метод апробирован на экспериментальных данных индентирова-

ния тонкой резиновой ленты при различных условиях контакта (без

смазки и со смазкой). Для этого проведены эксперименты: по опре-

делению коэффициента трения, по индентированию, одноосному и

равномерному двухосному растяжению. Значение восстановленной

постоянной материала, определённой из опыта по индентированию,
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близко к результатам классических методов. В случае, если при моделировании трение не учиты-

вать, то значение постоянной материала будет существенно завышенным.
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Abstract. The paper proposes a method for determining the mechanical properties of a highly elastic

material by indenting a thin round plate. The novelty of the proposed method is to take into account

the influence of friction in the contact area of the indenter and the specimen. The mathematical model is

based on the theory of nonlinear-elastic membranes and the Coulomb friction model. The membrane is

made of an isotropic incompressible material. The indentation process is considered quasi-static and the

membrane deformation is axisymmetric. The problem is reduced to a boundary value problem for two

systems of ordinary differential equations with a parameter (unknown contact boundary of the indenter

and membrane). The boundary value problem is solved by the shooting method. Numerical analyses are

carried out for the neo-Hookean model of the material. Based on the numerical results, the “indentation

force — indenter displacement” curve is approximated by a polynomial expression. The determining of the

material constant is based on minimising the difference between the experimental “force — displacement”

curve and the approximating expression. The method is validated on experimental data of indentation

of a thin rubber band under different contact conditions (without lubrication and with lubrication). For

this purpose, experiments were carried out: on determination of the friction coefficient, on indentation,

uniaxial and uniform biaxial stretching. The value of the restored material constant determined from the

indentation experiment is close to the results of classical methods. In the case when friction is not taken

into account during modeling, the value of the material constant will be significantly overestimated.

Keywords: hyperelastic membrane, indentation, contact problem, friction, neo-Hookean material, inverse

problem, material constant
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Введение

Âûñîêîýëàñòè÷íûå ìåìáðàíû àêòèâíî èññëåäóþòñÿ ñî âòîðîé ïîëîâèíû XX â. Èõ îòëè-
÷èòåëüíûìè îñîáåííîñòÿìè ÿâëÿþòñÿ ãèáêîñòü, ðàñòÿæèìîñòü è ïðåíåáðåæèìî ìàëîå ñî-
ïðîòèâëåíèå èçãèáó. Îíè âîñòðåáîâàíû â îáëàñòè èíæåíåðèè, â ìåäèöèíå, ÿâëÿþòñÿ ÷àñòüþ
èñêóññòâåííûõ è ïðèðîäíûõ êîíñòðóêöèé. Äëÿ òîãî ÷òîáû ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàòü âû-
ñîêîýëàñòè÷íûå ìåìáðàíû, íåîáõîäèìî çíàòü èõ ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ
ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìåìáðàí ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå âèäû èñïûòàíèé. Îäíèì èç ìåòîäîâ
èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ âäàâëèâàíèå (èíäåíòèðîâàíèå).

Ïåðâîé ðàáîòîé ïî èññëåäîâàíèþ âäàâëèâàíèÿ ñôåðè÷åñêîãî øòàìïà â íåëèíåéíî-óïðó-
ãóþ ìåìáðàíó ïðè áîëüøèõ äåôîðìàöèÿõ ÿâëÿåòñÿ ðàáîòà [1]. Â íåé c èñïîëüçîâàíèåì
íåëèíåéíîé òåîðèè áåçìîìåíòíûõ îáîëî÷åê ðàññìàòðèâàåòñÿ îñåñèììåòðè÷íàÿ äåôîðìàöèÿ
ìåìáðàíû. Êîíòàêò ìîäåëèðóåòñÿ êàê èäåàëüíûé áåç ó÷¼òà òðåíèÿ.

Â áîëüøèíñòâå èññëåäîâàíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ âûñîêîýëàñòè÷-
íûõ ìåìáðàí èç îïûòà ïî èíäåíòèðîâàíèþ îñíîâíûìè ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè ÿâ-
ëÿþòñÿ ñèëà âäàâëèâàíèÿ è ïåðåìåùåíèå èíäåíòîðà [2�5]. Â ðàáîòå [6] ïðåäëîæåí ìåòîä
äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ òîíêèõ âûñîêîýëàñòè÷íûõ ïë¼íîê ïî ôîðìå äåôîð-
ìèðîâàííîé ìåìáðàíû ïîä äåéñòâèåì ïîñòîÿííîé íàãðóçêè. Â ðàáîòå [7] äëÿ îïðåäåëåíèÿ
ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ìàòåðèàëà ìåìáðàíû ïðåäëàãàþòñÿ äâà ïîäõîäà, îñíîâàííûå
íà äàííûõ êðèâîé ¾ñèëà � ïðîãèá¿ è äàííûõ ìåòîäà òð¼õìåðíîé êîððåëÿöèè öèôðîâûõ
èçîáðàæåíèé (3D-DIC).

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåññà èíäåíòèðîâàíèÿ âàæíûì âîïðîñîì ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå êîí-
òàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìàññèâíîãî òâ¼ðäîãî øòàìïà ñ óïðóãîé ìåìáðàíîé. Â áîëüøèíñòâå
èññëåäîâàíèé ýòî âîçäåéñòâèå øòàìïà îïèñûâàþò êàê ðàñïðåäåë¼ííîå íîðìàëüíîå äàâëåíèå,
ò.å. ïðåíåáðåãàþò âëèÿíèåì òðåíèÿ [3�7]. Â ðàáîòàõ [8�10] ïðîâåäåíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå
è òåîðåòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ èíäåíòèðîâàíèÿ êðóãîâîé ìåìáðàíû ñ ó÷¼òîì òðåíèÿ â îá-
ëàñòè êîíòàêòà. Ïîêàçàíî, ÷òî òðåíèå èãðàåò ñóùåñòâåííóþ ðîëü ïðè èíäåíòèðîâàíèè, çà
èñêëþ÷åíèåì ìàëûõ ïðîãèáîâ è äåôîðìàöèé ìåìáðàíû â íà÷àëå ïðîöåññà èíäåíòèðîâàíèÿ.

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä îïðåäåëåíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ òîíêèõ âûñî-
êîýëàñòè÷íûõ ìåìáðàí íà îñíîâå ýêñïåðèìåíòà ïî èíäåíòèðîâàíèþ ñôåðè÷åñêèì øòàìïîì
ñ ó÷¼òîì òðåíèÿ.

1. Математическая постановка

Ðàññìàòðèâàåòñÿ êðóãîâàÿ ìåìáðàíà òîëùèíû ℎ ≪ 𝑟𝐵, ãäå 𝑟𝐵 �ðàäèóñ ìåìáðàíû. Â
íåäåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè ïîëîæåíèå òî÷åê ìåìáðàíû ìîæíî çàäàòü ñ ïîìîùüþ öè-
ëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò {𝑟 ∈ [0, 𝑟𝐵], 𝜙 ∈ [0, 2𝜋], 𝑧 = 0}.

Äëÿ îñåñèììåòðè÷íîé äåôîðìàöèè ïîëîæåíèå òî÷åê ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè äåôîðìè-
ðîâàííîé ìåìáðàíû ìîæíî çàïèñàòü â òîé æå öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò {𝑅(𝑟), 𝜓,
𝑍(𝑟)}. Ãëàâíûå êðàòíîñòè óäëèíåíèé 𝜆𝑖 è êðèâèçíû 𝜅𝑖 ïîâåðõíîñòè äåôîðìèðîâàííîé ìåì-
áðàíû âûðàæàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

𝜆1 =

⎯⎸⎸⎷(︃𝑑𝑅
𝑑𝑟

)︃2

+

(︃
𝑑𝑍

𝑑𝑟

)︃2

, 𝜆2 =
𝑅

𝑟
,

𝜅1 =
1

𝜆1

𝑑𝜓

𝑑𝑟
, 𝜅2 =

sin𝜓

𝑟𝜆2
, tan𝜓 =

𝑑𝑍

𝑑𝑟

(︃
𝑑𝑅

𝑑𝑟

)︃−1

.

Çäåñü 𝜓(𝑟)� óãîë íàêëîíà êàñàòåëüíîé ê ïîâåðõíîñòè äåôîðìèðîâàííîé ìåìáðàíû â ïëîñ-
êîñòè 𝑅𝑍.

Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðè îñåñèììåòðè÷íîé äåôîðìàöèè èìåþò âèä [10,11]

𝑑𝜎1
𝑑𝑟

+
𝜎1 − 𝜎2
𝑅

𝑑𝑅

𝑑𝑟
+ 𝜆1𝑞1 = 0, 𝜎1𝜅1 + 𝜎2𝜅2 + 𝑞 = 0. (1)
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Çäåñü 𝑞1 = 𝑞1(𝑟) è 𝑞 = 𝑞(𝑟)�êàñàòåëüíàÿ è íîðìàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùèå ïîâåðõíîñòíîé íà-
ãðóçêè, 𝜎1 è 𝜎2 � ãëàâíûå óñèëèÿ â ìåìáðàíå, îïðåäåëÿåìûå äëÿ âûñîêîýëàñòè÷íîãî íåñæè-
ìàåìîãî ìàòåðèàëà ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè óäåëüíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè 𝑊 (𝜆1, 𝜆2) ñëåäó-
þùèì îáðàçîì:

𝜎1 =
ℎ𝑊1

𝜆2
, 𝜎2 =

ℎ𝑊2

𝜆1
, 𝑊𝑖 =

𝜕𝑊

𝜕𝜆𝑖
, 𝑊𝑖𝑗 =

𝜕2𝑊

𝜕𝜆𝑖𝜕𝜆𝑗
.

Îòìåòèì, ÷òî íåñæèìàåìîñòü ìàòåðèàëà ó÷èòûâàåòñÿ ÷åðåç èçìåíåíèå òîëùèíû ìåì-
áðàíû.

1.1. Область контакта

Â îáëàñòè êîíòàêòà ìåìáðàíà ïëîòíî ïðèëåãàåò ê èíäåíòîðó ðàäèóñà 𝑅0 è ïîâòîðÿåò
åãî ôîðìó (ðèñ. 1). Òîãäà å¼ ïîâåðõíîñòü ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

𝑅(𝜓) = 𝑅0 sin(𝜓), 𝑍(𝜓) = 𝑅0(1− cos(𝜓)), 𝜓 ∈ [0, 𝜓𝐶 ]. (2)

A

C

B

Q
Z

R

ψC
ψC

R0

q

q1

Рис. 1. Сечение мембраны при индентировании
Fig. 1. Membrane cross-section under indentation

Çäåñü 𝜓𝐶 � çíà÷åíèå ïàðàìåòðà 𝜓 â çàðà-
íåå íåèçâåñòíîé òî÷êå 𝐶, â êîòîðîé ïðå-
êðàùàåòñÿ êîíòàêò ìåìáðàíû è èíäåí-
òîðà.

Â îáëàñòè êîíòàêòà ïðèíèìàåì, ÷òî
äëÿ êàñàòåëüíîé êîìïîíåíòû ïîâåðõ-
íîñòíîé íàãðóçêè âûïîëíÿåòñÿ çàêîí Êó-
ëîíà â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå ñðàçó âî âñåé
îáëàñòè, ò. å. |𝑞1| = 𝑓 |𝑞|. Ó÷èòûâàÿ íà-
ïðàâëåíèå âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ è âû-
ðàæåíèÿ (2), óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (1)
ñâîäÿòñÿ ê äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíå-
íèþ âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ 𝜓(𝑟) è âûðàæå-
íèþ äëÿ íîðìàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé äàâ-
ëåíèÿ 𝑞(𝑟):

𝑑2𝜓

𝑑𝑟2
𝑊11𝑅0𝑟 +

𝑑𝜓

𝑑𝑟

(︀
𝑊12𝑅0 cos𝜓 −𝑊1𝑟𝑓

)︀
−𝑊12

𝑅0

𝑟
sin𝜓 +𝑊1 −𝑊2

(︀
cos𝜓 + 𝑓 sin𝜓

)︀
= 0,

𝑞 = − ℎ

𝑅2
0

(︃
𝑟

sin𝜓
𝑊1 +𝑊2

(︂
𝑑𝜓

𝑑𝑟

)︂−1
)︃
.

1.2. Область вне контакта

Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (1) äëÿ îáëàñòè ìåìáðàíû âíå êîíòàêòà ñ èíäåíòîðîì ñâîäÿòñÿ
ê ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [11]:

𝑑𝜆1
𝑑𝑟

= − 1

𝑟𝑊11

[︂
(𝜆1 cos𝜓 − 𝜆2)𝑊12 −𝑊2 cos𝜓 +𝑊1

]︂
,

𝑑𝜓

𝑑𝑟
= −𝑊2 sin𝜓

𝑟𝑊1
,

𝑑𝜆2
𝑑𝑟

=
1

𝑟
(𝜆1 cos𝜓 − 𝜆2) ,

𝑑𝑅

𝑑𝑟
= 𝜆1 cos𝜓,

𝑑𝑍

𝑑𝑟
= 𝜆1 sin𝜓.

1.3. Краевая задача

Â öåíòðå ïëàñòèíû (òî÷êà 𝐴) íà ôóíêöèþ 𝜓(𝑟) íàêëàäûâàþòñÿ ñëåäóþùèå ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ:

𝜓(0) = 0,
𝑑𝜓

𝑑𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑟=0

= 𝛾.
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Çäåñü 𝛾 �íåèçâåñòíàÿ çàðàíåå âåëè÷èíà, êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåò äåôîðìàöèþ â òî÷êå 𝐴.
Â íóëåâîé òî÷êå ñóùåñòâóåò îñîáåííîñòü, ïîýòîìó â êà÷åñòâå íà÷àëüíîé òî÷êè áåð¼òñÿ ìàëîå
îòñòóïëåíèå îò íóëÿ 𝜀:

𝜓(𝜀) =
𝛾 · 𝜀
𝑅0

,
𝑑𝜓

𝑑𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝜀

=
𝛾

𝑅0
.

Äàííîå ïðèáëèæåíèå ñîîòâåòñòâóåò ñîñòîÿíèþ ðàâíîìåðíîãî äâóõîñíîãî ðàñòÿæåíèÿ, âîç-
íèêàþùåìó â öåíòðå ìåìáðàíû.

Â òî÷êå 𝐵 ìåìáðàíà çàêðåïëåíà:

𝑅(𝑟𝐵) = 𝛼𝑟𝐵, 𝜆2(𝑟𝐵) = 𝛼.

Çäåñü 𝛼 ⩾ 1�êðàòíîñòü ïðåäâàðèòåëüíîãî íàòÿæåíèÿ ìåìáðàíû.
Ðåøåíèÿ íà êîíöå ó÷àñòêà 𝐴𝐶 ÿâëÿþòñÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè äëÿ ó÷àñòêà 𝐶𝐵:

𝑅𝐶𝐵(𝑟𝐶) = 𝑅𝐴𝐶(𝑟𝐶), 𝑍𝐶𝐵(𝑟𝐶) = 𝑍𝐴𝐶(𝑟𝐶),

𝜓𝐶𝐵(𝑟𝐶) = 𝜓𝐴𝐶(𝑟𝐶), 𝜆𝐶𝐵
1 (𝑟𝐶) = 𝜆𝐴𝐶

1 (𝑟𝐶), 𝜆𝐶𝐵
2 (𝑟𝐶) = 𝜆𝐴𝐶

2 (𝑟𝐶).

Ïðè ýòîì ãðàíèöà 𝑟𝐶 çàðàíåå íå èçâåñòíà.
Äëÿ ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç øàðîâîãî èíäåíòîðà è ó÷àñòêà ìåìáðàíû 𝐴𝐶, óðàâíåíèå

ðàâíîâåñèÿ ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

𝑄 = 2𝜋𝑅0(sin𝜓(𝑟𝐶))
2𝜎1(𝑟𝐶). (3)

Çäåñü 𝑄� ñèëà âäàâëèâàíèÿ. Äàííîå óñëîâèå ìîæíî èñïîëüçîâàòü êàê äëÿ îïðåäåëåíèÿ
ãðàíèöû 𝑟𝐶 ïî çàäàííîé ñèëå 𝑄, òàê è äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñèëû 𝑄 ïî çàäàííîé êîîðäè-
íàòå 𝑟𝐶 .

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòàâëåíà êðàåâàÿ çàäà÷à î íàõîæäåíèè òàêîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà 𝛾,
ïðè êîòîðîì 𝜆2(𝑟𝐵) = 𝛼.

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è óäîáíåå çàäàâàòü ãðàíèöó êîíòàêòà 𝑟𝐶 , çàòåì
îïðåäåëÿòü íà÷àëüíîå çíà÷åíèå 𝛾 ìåòîäîì ïðèñòðåëêè. Ïîñëå ðåøåíèÿ çàäà÷è ñèëà âäàâëè-
âàíèÿ 𝑄 âû÷èñëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ (3). ×èñëåííûé ìåòîä ïðèñòðåëêè ðåàëèçîâàí àâòîðàìè
íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ Python.

2. Результаты моделирования

Òåîðåòè÷åñêèå ðàñ÷¼òû ïðîâîäèëèñü äëÿ íåîãóêîâñêîé ìîäåëè ìàòåðèàëà. Ôóíêöèÿ ïî-
òåíöèàëüíîé ýíåðãèè â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä

𝑊 (𝜆1, 𝜆2) =
𝜇

2

(︂
𝜆21 + 𝜆22 +

1

𝜆21𝜆
2
2

− 3

)︂
. (4)

Çäåñü 𝜇�ïîñòîÿííàÿ ìàòåðèàëà.
Äëÿ äåìîíñòðàöèè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ââåä¼ì áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû

𝑄* =
𝑄

𝜇ℎ𝑅𝐵
, Δ =

𝑍(𝐵)

𝑅𝐵
, 𝑅*

0 =
𝑅0

𝑅𝐵
.

Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ïðîãèáîâ äî âåëè÷èíû ðàäèóñà ìåìáðàíû. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò
ìàêñèìàëüíîé îòíîñèòåëüíîé äåôîðìàöèè ïðèìåðíî 100�150%.

Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ñèëû 𝑄* îò ïåðåìåùåíèÿ èíäåíòîðà Δ ïðè
𝑅*

0 = 0.4 äëÿ ïðåäâàðèòåëüíî íå ðàñòÿíóòîé ìåìáðàíû (ñïëîøíûå ëèíèè� 𝛼 = 1) è ïðåä-
âàðèòåëüíî ðàñòÿíóòîé ìåìáðàíû (øòðèõîâûå ëèíèè� 𝛼 = 1.1). Äëÿ íà÷àëüíîé ñòàäèè èí-
äåíòèðîâàíèÿ òðåíèå îêàçûâàåò ìàëîå âëèÿíèå íà çàâèñèìîñòü ¾ñèëà � ïðîãèá¿. Ñ ðîñòîì
ïðîãèáà âëèÿíèå òðåíèÿ óâåëè÷èâàåòñÿ. Ïðè ïðîãèáå, ðàâíîì ðàäèóñó ìåìáðàíû, âäàâëè-
âàþùàÿ ñèëà ïðè êîýôôèöèåíòå òðåíèÿ 𝑓 = 1.1 áîëüøå ñèëû ïðè 𝑓 = 0 ïðèìåðíî â 1.5
ðàçà.
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Рис. 2. Зависимость силы вдавливания от переме-
щения индентора. Сплошные тёмно-серые линии—
𝛼 = 1, штриховые линии— 𝛼 = 1.1, сплошные светло-
серые тонкие линии— аппроксимирующая функция
для 𝛼 = 1.1. Коэффициент 𝑓 = 0, 0.1, 0.3, ... 1.1, на-

чиная с нижних кривых
Fig. 2. Dependence of indentation force on indenter
displacement. Solid dark grey lines — 𝛼 = 1, dashed
lines — 𝛼 = 1.1, solid light grey thin lines —
approximation function for 𝛼 = 1.1. Coefficient 𝑓 = 0,

0.1, 0.3, ... 1.1, starting from the bottom lines

Íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííî-
ãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðè 𝑅0 = 0.4𝑅𝐵

è 𝛼 = 1.1 çàâèñèìîñòü áåçðàçìåðíîé
ñèëû 𝑄* îò îòíîñèòåëüíîãî ïåðåìåùå-
íèÿ Δ ∈ [0, 1] àïïðîêñèìèðîâàíà ñîîò-
íîøåíèåì

𝑄*
𝑎(Δ, 𝑓) =

2∑︁
𝑖=0

3∑︁
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗Δ
𝑗𝑓 𝑖. (5)

Êîýôôèöèåíòû 𝑎𝑖𝑗 îïðåäåëÿëèñü ìå-
òîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ïðè ìè-
íèìèçàöèè ðàçíèöû ìåæäó àïïðîêñè-
ìèðóþùèì âûðàæåíèåì (5) è ðåçóëü-
òàòàìè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è.
Îíè ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ

𝑎01=0.433, 𝑎02=5.252, 𝑎03=−3.227,

𝑎11=0.027, 𝑎12=−0.449, 𝑎13=2.607,

𝑎21=0.009, 𝑎22=0.089, 𝑎23=−0.757.

Íà ðèñ. 2 ñâåòëî-ñåðûìè òîíêèìè ëè-
íèÿìè ïîêàçàíà àïïðîêñèìèðóþùàÿ
ôóíêöèÿ (5). Ïîãðåøíîñòü àïïðîêñè-
ìàöèè äëÿ Δ ∈ [0; 1] è 𝑓 ∈ [0; 1.1] ñî-
ñòàâëÿåò ìåíåå 2.5%.

3. Эксперименты

3.1. Определение коэффициента трения

Êîýôôèöèåíò òðåíèÿ îïðåäåëÿåì ïî ìåòîäó, ïðåäëîæåííîìó â ðàáîòàõ [11,12]:

𝑓 =
𝐹𝑡

𝑚𝑔

√︀
2𝑅𝑏𝑟𝑠 + 𝑟2𝑠
𝑅𝑏 + 𝑟𝑠

.

Çäåñü 𝐹𝑡 � òÿíóùàÿ ñèëà, 𝑚�ìàññà îáðàçöà, 𝑔� óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ, 𝑅𝑏 �ðàäè-
óñû öèëèíäðîâ îñíîâàíèÿ, 𝑟𝑠 �ðàäèóñ öèëèíäðà îáðàçöà (ðèñ. 3).

Fn

Fn

z

x

Rb Rb

rs

mg

α
Fn

z

y

Ft

Ff

mg

а / a б / b

Рис. 3. Схема эксперимента по определению коэффициента
трения: а— в плоскости 𝑥𝑧; б — в плоскости скольжения 𝑦𝑧
Fig. 3. Scheme of the experiment for determining the coefficient
of friction: a is in the plane 𝑥𝑧; b is in the sliding plane 𝑦𝑧

Ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäèëèñü íà
èñïûòàòåëüíîé ìàøèíå Shimad-
zu AGS-X ñî ñïåöèàëüíîé îñíàñò-
êîé. Öèëèíäðû îñíîâàíèÿ è ïî-
äâèæíûé öèëèíäð èçãîòîâëåíû
ìåòîäîì 3D-ïå÷àòè èç ôîòîïîëè-
ìåðíîé ñìîëû Anycubic Eco Clear
(Shenzhen Anycubic Technology,
Ltd, Êèòàé). Ðåçèíîâàÿ ëåíòà
(GZKBAND, Êèòàé) îáîðà÷èâà-
ëàñü âîêðóã ïîäâèæíîãî öèëèí-
äðà ñ íåáîëüøèì íàòÿæåíèåì.
Ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäèëèñü äëÿ
ñëó÷àÿ ñóõîãî êîíòàêòà (ïîâåðõ-
íîñòè îáðàçöà è îñíîâàíèÿ îáåç-
æèðèâàëèñü èçîïðîïèëîâûì ñïèð-
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òîì) è äëÿ ñëó÷àÿ ñìàçêè ñèëèêîíîâûì ìàñëîì ÏÌÑ-200 (ÈÏ ×àéíèêîâ À. Í., ã. Íèæíèé
Íîâãîðîä, Ðîññèÿ). Â êàæäîì ñëó÷àå ïðîâîäèëîñü 20 ýêñïåðèìåíòîâ ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ
50 ñåêóíä. Ïàðàìåòðû ýêñïåðèìåíòà èìåþò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ:

𝑚 = 0.299 êã, 𝑔 = 9.8 ì/c2, 𝑅𝑏 = 36 ìì, 𝑟𝑠 = 36 ìì.

Äàííûìè ýêñïåðèìåíòà ÿâëÿåòñÿ çàâèñèìîñòü òÿíóùåé ñèëû 𝐹𝑡 îò âðåìåíè ïðè ïîñòî-
ÿííîé ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèÿ òðàâåðñû 1 ìì/ñ. Âûáîðêà òð¼õ ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ êàæäîãî
ñëó÷àÿ ïîêàçàíà ÷¼ðíûìè è ñåðûìè êðèâûìè íà ðèñ. 4.
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2
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4

t (с)

Ft (Н)

5 10 15 20

0.5

1

1.5

t (с)

Ft (Н)

а / a б / b

Рис. 4. Зависимость тянущей силы от времени: а—при сухом контакте; б — со
смазкой силиконовым маслом

Fig. 4. Dependence of pulling force on time: a is with dry contact; b is with silicone
oil lubrication

Äëÿ ñóõîãî êîíòàêòà îïðåäåëÿëàñü ñðåäíÿÿ ñèëà ïî âñåì ýêñïåðèìåíòàì íà íåêîòîðîì
ïðîìåæóòêå âðåìåíè (îò ïåðâîãî ¾ïèêà¿ ñèëû â òå÷åíèå 10 ñ ïîñëå íåãî). Äëÿ êîíòàêòà ñî
ñìàçêîé ñðåäíÿÿ ñèëà îïðåäåëÿëàñü ïî çíà÷åíèþ ïèêîâûõ âåëè÷èí ñèëû (îò ïåðâîãî ¾ïèêà¿
â òå÷åíèå 10 ñ). Íà ðèñ. 4 ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ñèë ïî âñåì ýêñïåðèìåíòàì ïîêàçàíû ÷¼ðíîé
øòðèõîâîé ëèíèåé, à äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû, îïðåäåëÿåìûå ïî ïðàâèëó 2𝜎 è 3𝜎, � ñåðîé
è ñâåòëî-ñåðîé îáëàñòÿìè ñîîòâåòñòâåííî. Èòîãî ïîëó÷àåì çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ
ñ âåðîÿòíîñòüþ 95% (äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë 2𝜎):

𝑓𝑑𝑟𝑦 = 1.00± 0.17, 𝜀 = 17%,

𝑓𝑠𝑜 = 0.50± 0.04, 𝜀 = 8%.

3.2. Одноосное и двухосное растяжение

Äëÿ äàëüíåéøåé ïðîâåðêè ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíòîâ ïî èíäåíòèðîâàíèþ ìåõàíè÷åñêèå
ñâîéñòâà ìàòåðèàëà îïðåäåëÿëèñü èç êëàññè÷åñêèõ îïûòîâ ïî îäíîîñíîìó è ðàâíîìåðíîìó
äâóõîñíîìó ðàñòÿæåíèþ. Îáðàçöû áûëè èçãîòîâëåíû èç ðåçèíîâîé ëåíòû òîëùèíîé 0.6 ìì.
Äëÿ îäíîîñíîãî ðàñòÿæåíèÿ îáðàçöû èìåëè øèðèíó 50 ìì, äëèíó 230 ìì, ðàáî÷óþ îáëàñòü
150 ìì, äëÿ ðàâíîìåðíîãî äâóõîñíîãî ðàñòÿæåíèÿ� êðóãîâóþ ôîðìó ðàäèóñîì 35 ìì.

Ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäèëèñü íà èñïûòàòåëüíîé ìàøèíå Shimadzu AGS-X. Äëÿ îïðåäå-
ëåíèÿ ïðîäîëüíîé è ïîïåðå÷íîé äåôîðìàöèè èñïîëüçîâàëàñü âèäåîñú¼ìêà îáðàçöîâ ñî ñïå-
öèàëüíûìè êîíòðàñòíûìè ìåòêàìè ñ ïîñëåäóþùåé îáðàáîòêîé äàííûõ. Ðàñòÿæåíèå ïðî-
âîäèëîñü öèêëè÷åñêè (ïÿòü öèêëîâ) äî êðàòíîñòè óäëèíåíèÿ 2.4 äëÿ îäíîîñíîãî è 1.8 äëÿ
äâóõîñíîãî ðàñòÿæåíèÿ. Îáðàáîòêó äàííûõ ïðîâîäèëè äëÿ ïÿòîãî öèêëà íàãðóæåíèÿ. Ðå-
çóëüòàòû èñïûòàíèÿ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 5, 6.

Ñâîéñòâà ìàòåðèàëà áóäåì îïèñûâàòü íåîãóêîâñêîé íåñæèìàåìîé ìîäåëüþ (4). Èç äàí-
íûõ î ïîïåðå÷íîé äåôîðìàöèè ïðè îäíîîñíîì ðàñòÿæåíèè (ðèñ. 5) âèäíî, ÷òî ìàòåðèàë
áëèçîê ê íåñæèìàåìîìó, õîòÿ ñ ðîñòîì äåôîðìàöèè ñèëüíåå îòõîäèò îò ýòîé ìîäåëè.
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Рис. 5. Зависимость поперечной кратно-
сти удлинения от продольной при одно-
осном растяжении. Чёрные точки— экс-
периментальные данные, серая штрихо-
вая линия— неогуковская несжимаемая
модель материала, для которой справед-

ливо 𝜆⊥ = 𝜆−
1
2

Fig. 5. Dependence of transverse stretch
ratio on longitudinal stretch ratio
for uniaxial tension. Black dots —
experimental data, grey lines — neo-
Hookean incompressible material model

for which 𝜆⊥ = 𝜆−
1
2

Íà îñíîâå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïî îä-

íîîñíîìó è ðàâíîìåðíîìó äâóõîñíîìó ðàñòÿæå-

íèþ îïðåäåëåíà ïîñòîÿííàÿ ìàòåðèàëà 𝜇 â òð¼õ

âàðèàíòàõ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝜇𝐴 çíà÷åíèå, ïîëó-

÷åííîå íà îñíîâå äàííûõ òîëüêî îäíîîñíîãî ðàñ-

òÿæåíèÿ, 𝜇𝐵 �íà îñíîâå òîëüêî ðàâíîìåðíîãî

äâóõîñíîãî ðàñòÿæåíèÿ, 𝜇0 �íà îñíîâå äâóõ ýêñ-

ïåðèìåíòîâ. Ìèíèìèçèðóÿ ðàçíèöó ìåæäó òåî-

ðåòè÷åñêèìè è ýêñïåðèìåíòàëüíûìè çíà÷åíèÿìè,

ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ïîëó÷åíû ñëåäó-

þùèå âåëè÷èíû:

𝜇𝐴 = 0.457, 𝜇𝐵 = 0.635, 𝜇0 = 0.533 (ÌÏà).

Òåîðåòè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü íàïðÿæåíèé îò

êðàòíîñòè óäëèíåíèÿ ïîêàçàíà íà ðèñ. 6 ñåðûìè

ëèíèÿìè. Ñïëîøíûå ëèíèè ïîñòðîåíû äëÿ çíà-

÷åíèÿ 𝜇0, øòðèõîâûå� 𝜇𝐴, òî÷å÷íûå� 𝜇𝐵. Êàê

âèäíî èç ãðàôèêîâ, íåîãóêîâñêàÿ ìîäåëü íåñæè-

ìàåìîãî ìàòåðèàëà äîñòàòî÷íî õîðîøî îïèñûâàåò

êà÷åñòâåííûå è êîëè÷åñòâåííûå ðåçóëüòàòû ýêñ-

ïåðèìåíòîâ ïî îòäåëüíîñòè. Ðåçóëüòàòû äëÿ äâóõ

ýêñïåðèìåíòîâ âìåñòå ìîäåëüþ íåïëîõî îïèñûâà-

þòñÿ êà÷åñòâåííî, íî êîëè÷åñòâåííàÿ îöåíêà íà-

ïðÿæåíèé äà¼ò ïîãðåøíîñòü äî 20%.

1 1.5 2

0.5

1

λ

σ (МПа)

1.2 1.4 1.6 1.8

0.5

1

λ

σ (МПа)

а / a б / b

Рис. 6. Диаграмма «напряжение – кратность удлинения»: а—для одноосного рас-
тяжения; б —для двухосного растяжения. Чёрные точки— экспериментальные
данные, серые линии— неогуковская модель (сплошная линия— 𝜇0, штриховая

линия— 𝜇𝐴, точечная линия— 𝜇𝐵)
Fig. 6. Diagram “stress – stretch ratio”: a is for uniaxial tension; b is for uniform biaxial
tension. Black dots — experimental data, grey lines — neo-Hookean model (solid line —

𝜇0, dashed line — 𝜇𝐴, dotted line — 𝜇𝐵)

3.3. Индентирование

Îáðàçöû äëÿ èíäåíòèðîâàíèÿ áûëè èçãîòîâëåíû èç ðåçèíîâîé ëåíòû. Òîëùèíà îáðàçöà

ℎ = 0.6 ìì, ðàäèóñ ôèêñàöèè 𝑅𝐵 = 25 ìì (ðàäèóñ îáðàçöà 60 ìì). Èíäåíòîð èìååò øàðî-

îáðàçíóþ ôîðìó ðàäèóñîì 𝑅0 = 10 ìì, èçãîòîâëåí ìåòîäîì 3D-ïå÷àòè èç ôîòîïîëèìåðíîé
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Рис. 7. Схема установки для индентирования

Fig. 7. Device scheme for indentation

ñìîëû Anycubic Eco Clear. Èñïûòà-

íèÿ ïðîâîäèëèñü ïðè ñóõîì êîíòàê-

òå (ïîâåðõíîñòè îáðàçöà è èíäåí-

òîðà îáåçæèðèâàëèñü èçîïðîïèëî-

âûì ñïèðòîì) è ïðè èñïîëüçîâàíèè

ñìàçêè ñèëèêîíîâûì ìàñëîì ÏÌÑ-

200.

Ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäèëèñü íà

èñïûòàòåëüíîé ìàøèíå Shimadzu

AGS-X ñî ñïåöèàëüíîé îñíàñòêîé,

ïîçâîëÿþùåé îñóùåñòâëÿòü ïðåä-
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5
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20
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35

δ (мм)
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Рис. 8. Зависимость приведённой силы от относительно-

го перемещения индентора. Чёрные линии— сухой кон-

такт, серые линии— контакт со смазкой силиконовым

маслом. Серыми кружками обозначена восстановленная

теоретическая кривая при 𝑓 = 1. Тёмно-серыми квад-

ратами— восстановленная теоретическая кривая при

𝑓 = 0.5. Светло-серые области — погрешности восста-

новления

Fig. 8. Dependence of the reduced force on the relative

displacement of the indenter. Black lines — dry contact,

grey lines — contact with silicone oil lubrication. Grey

circles indicate the restored theoretical curve at 𝑓 = 1.

Dark grey squares — restored theoretical curve at 𝑓 = 0.5.

Light grey areas — restoration errors

âàðèòåëüíîå íàòÿæåíèå îáðàçöà

(ðèñ. 7). Êðóãîâàÿ ìåìáðàíà ðà-

äèóñà 𝑅𝐷 = 60 ìì (òîëñòàÿ ñå-

ðàÿ øòðèõîâàÿ ëèíèÿ íà ðèñ. 7)

çàæèìàåòñÿ ìåæäó êîëüöàìè 1

è 2. Çàòåì ïîäâèæíûé çàæèì 3

ñìåùàåòñÿ íà çàäàííóþ âåëè÷èíó

𝑑 = 10 ìì, ïðèæèìàÿ ìåìáðàíó

ê îñíîâàíèþ 1 è ñîçäàâàÿ â ìåì-

áðàíå ïðåäâàðèòåëüíîå ðàñòÿæåíèå

(𝛼 = 1.1 ± 0.01) (òîëñòàÿ ÷¼ðíàÿ

ñïëîøíàÿ ëèíèÿ íà ðèñ. 7).

Ïîñëå ýòîãî èíäåíòîð 4, ñî-

åäèí¼ííûé ñ ñèëîâîé ÿ÷åéêîé è

òðàâåðñîé èñïûòàòåëüíîé ìàøèíû,

îïóñêàåòñÿ âíèç ñ ïîñòîÿííîé ñêî-

ðîñòüþ 1 ìì/ñ. Ïðè èñïûòàíèè

ôèêñèðóþòñÿ ñèëà âäàâëèâàíèÿ 𝑄

è ïåðåìåùåíèå èíäåíòîðà 𝛿.

Ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäèëèñü ñ

ïÿòüþ ìåìáðàíàìè äëÿ êàæäî-

ãî óñëîâèÿ êîíòàêòà, âäàâëèâàíèå

îñóùåñòâëÿëîñü äî ïðîãèáà, ðàâíî-

ãî ðàäèóñó çàôèêñèðîâàííîãî îá-

ðàçöà, ïî ïÿòü öèêëîâ íàãðóçêè è

ðàçãðóçêè â êàæäîì ýêñïåðèìåíòå.

Íà ðèñ. 8 ïîêàçàí ýòàï íàãðóæå-

íèÿ äëÿ ïÿòîãî öèêëà èñïûòàíèÿ

äëÿ ïÿòè ýêñïåðèìåíòîâ áåç ñìàç-

êè (÷¼ðíûå ëèíèè) è ñî ñìàçêîé (ñå-

ðûå ëèíèè).

4. Определение постоянной материала

Ïîñòîÿííóþ ìàòåðèàëà 𝜇 áóäåì íàõîäèòü ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, ìèíèìèçè-

ðóÿ ðàçíîñòü ìåæäó ýêñïåðèìåíòàëüíîé çàâèñèìîñòüþ ¾ñèëà âäàâëèâàíèÿ� ïåðåìåùåíèå

èíäåíòîðà¿, ïðåäñòàâëåííîé ìàññèâîì òî÷åê {𝛿𝑒𝑖 , 𝑄𝑒
𝑖} (𝑖 = 1, ..., 𝑁 , 𝑁 �êîëè÷åñòâî ýêñïåðè-

ìåíòàëüíûõ äàííûõ), è àïïðîêñèìàöèåé (5) íà èíòåðâàëå Δ ∈ [0, 1].
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Ïîëó÷àåì ôîðìóëó äëÿ îïðåäåëåíèÿ 𝜇:

𝜇 =

𝑁∑︀
𝑖=1

𝑄𝑒
𝑖𝑄

*
𝑎(Δ

𝑒
𝑖 , 𝑓)

ℎ𝑅𝐵

𝑁∑︀
𝑖=1

(𝑄*
𝑎(Δ

𝑒
𝑖 , 𝑓))

2

(︂
Δ𝑒

𝑖 =
𝛿𝑒𝑖
𝑅𝐵

)︂
.

Â òàáëèöå ïðåäñòàâëåíû çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííîé ìàòåðèàëà 𝜇, âîññòàíîâëåííûå ïî ðåçóëü-
òàòàì ýêñïåðèìåíòà íà èíäåíòèðîâàíèå èç ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà, è èõ îöåíêà.

Значения постоянной материала 𝜇 (МПа) из опыта по индентированию
Table. Reconstructed values of the material constant 𝜇 (MPa) from the indentation

experiment

Тип контакта Сухой контакт Силиконовое масло
𝜇, МПа 0.533, 0.568, 0.544, 0.580, 0.576 0.536, 0.536, 0.532, 0.564, 0.526

С учетом трения
Среднее 0.560 0.539
[min,max] [0.527; 0.598] [0.513; 0.566]

Без учета трения (𝑓 = 0)
Среднее 0.758 0.656
[min,max] [0.733; 0.782] [0.640; 0.671]

Íà ðèñ. 8 ìàðêåðàìè ïîêàçàíû êðèâûå ¾ñèëà âäàâëèâàíèÿ� ïåðåìåùåíèå èíäåíòîðà¿
äëÿ ñðåäíèõ çíà÷åíèé 𝜇 (ñì. òàáëèöó). Ñåðûå êðóæêè ñîîòâåòñòâóþò êîýôôèöèåíòó òðåíèÿ
𝑓 = 1, ò¼ìíî-ñåðûå êâàäðàòû� 𝑓 = 0.5. Ñâåòëî-ñåðûå îáëàñòè îòìå÷àþò âîçìîæíîå ïîëî-
æåíèå êðèâûõ 𝑄− 𝛿, ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèÿì ïîñòîÿííîé ìàòåðèàëà èç äîâåðèòåëüíîãî
èíòåðâàëà.

Заключение

Ïðåäëîæåí ìåòîä îïðåäåëåíèÿ ïîñòîÿííîé íåîãóêîâñêîãî ìàòåðèàëà íà îñíîâå ýêñïå-
ðèìåíòà ïî èíäåíòèðîâàíèþ ñ ó÷¼òîì òðåíèÿ. Ýêñïåðèìåíòàëüíî è òåîðåòè÷åñêè ïîêàçàíî
ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå òðåíèÿ íà ïðîöåññ èíäåíòèðîâàíèÿ. Ïðè÷¼ì èñïîëüçîâàíèå ñìàçêè
ñíèæàåò òðåíèå, íî íå óáèðàåò åãî ïîëíîñòüþ.

Ìåòîä îïðîáîâàí íà ýêñïåðèìåòàëüíûõ äàííûõ ñ ðåçèíîâîé ëåíòîé. Ýêñïåðèìåíòàëüíî
îïðåäåë¼í êîýôôèöèåíò òðåíèÿ è ïðîâåäåíî èíäåíòèðîâàíèå êðóãîâîãî îáðàçöà áåç ñìàçêè
è ñî ñìàçêîé ñèëèêîíîâûì ìàñëîì. Íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ äàííûõ îïðåäåëåíà ïîñòîÿííàÿ
íåîãóêîâñêîãî ìàòåðèàëà. Çíà÷åíèÿ, ïîëó÷åííûå ïðè ðàçíûõ óñëîâèÿõ êîíòàêòà, áëèçêè.

Ïîñòîÿííàÿ ìàòåðèàëà, ïîëó÷åííàÿ èç îïûòà ïî èíäåíòèðîâàíèþ ïðè ðàçëè÷íûõ óñëî-
âèÿõ êîíòàêòà, áëèçêà ê ïîñòîÿííîé, îïðåäåë¼ííîé èç äâóõ êëàññè÷åñêèõ îïûòîâ. Îòìåòèì,
÷òî åñëè íå ó÷èòûâàòü òðåíèå, òî âû÷èñëåííûå ìàòåðèàëüíûå ïîñòîÿííûå áóäóò ñóùåñòâåí-
íî îòëè÷àòüñÿ äëÿ ðàçíûõ óñëîâèé êîíòàêòà äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà è îò çíà÷åíèÿ, ïîëó-
÷åííîãî êëàññè÷åñêèìè ìåòîäàìè.
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