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1. Введение и формулировка результатов

Çàäà÷à ðàâíîñõîäèìîñòè ñïåêòðàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ ïî ñèñòåìå ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäè-
íåííûõ ôóíêöèé äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà ñ òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ðÿäîì èññëåäîâàíà
Â. À. Èëüèíûì. Â åãî ðàáîòàõ [1,2] ñîáñòâåííûå è ïðèñîåäèíåííûå ôóíêöèè îïðåäåëÿþòñÿ
êàê ðåãóëÿðíûå ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñî ñïåêòðàëüíûìè ïàðàìåòðàìè,
ò. å. íåçàâèñèìûìè îò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Òàì æå íàéäåíî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå
óñëîâèå äëÿ ðàâíîìåðíîé ðàâíîñõîäèìîñòè íà êîìïàêòå áèîðòîãîíàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ ïî
ñèñòåìå ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ ôóíêöèé ñ òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ðÿäîì äèôôåðåí-
öèàëüíîãî îïåðàòîðà ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà ñ ãëàäêèìè êîýôôèöèåíòàìè.

Â. Ì. Êóðáàíîâ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà ñ ñóììèðóåìûìè êîýôôèöèåíòà-
ìè èññëåäîâàë ñêîðîñòü ðàâíîìåðíîé ðàâíîñõîäèìîñòè è ðàâíîñõîäèìîñòü â ìåòðèêàõ 𝐿𝑝,
1 ⩽ 𝑝 < ∞ íà êîìïàêòå [3, 4].

È. Ñ. Ëîìîâ èçó÷àë ñêîðîñòü ðàâíîñõîäèìîñòè â ìåòðèêàõ 𝐿𝑝, 1 ⩽ 𝑝 < ∞ ïðè îïðåäå-
ëåííûõ óñëîâèÿõ íà óáûâàíèå áèîðòîãîíàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ è íà íîðìû ñîáñòâåííûõ
è ïðèñîåäèíåííûõ ôóíêöèé [5, 6].

Äëÿ îïåðàòîðà Øð¼äèíãåðà ñ ìàòðè÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè ðàâíîìåðíàÿ ðàâíîñõîäè-
ìîñòü íà êîìïàêòå èññëåäîâàíà â ðàáîòå [7], à äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ïðîèç-
âîëüíîãî ïîðÿäêà â ìåòðèêàõ 𝐿𝑚

𝑝 , 1 ⩽ 𝑝 ⩽ ∞ ñêîðîñòü ðàâíîñõîäèìîñòè íà êîìïàêòå � â [8],
à òàêæå ïðè 1 ⩽ 𝑝 < ∞� â ðàáîòàõ [9, 10].

Âîïðîñû ïîêîìïîíåíòíîé ðàâíîìåðíîé ðàâíîñõîäèìîñòè íà êîìïàêòå è äðóãèå ñïåê-
òðàëüíûå ñâîéñòâà îïåðàòîðà Äèðàêà èññëåäîâàíû â ðàáîòàõ [11�16].

Ðàññìîòðèì íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå 𝐺 = (𝑎, 𝑏) îïåðàòîð Äèðàêà

𝐷𝑦 = 𝐵
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑃 (𝑥)𝑦, 𝑦(𝑥) = (𝑦1(𝑥), 𝑦2(𝑥))

𝑇 ,

ãäå 𝐵 =

(︂
0 1
−1 0

)︂
, 𝑃 (𝑥) = diag(𝑝1(𝑥), 𝑝2(𝑥))�äåéñòâèòåëüíîçíà÷íàÿ ìàòðèöà-ôóíêöèÿ è

𝑝𝑖(𝑥) ∈ 𝐿1(𝐺), 𝑖 = 1, 2.
Ïóñòü 𝐿2

𝑝(𝐺), 𝑝 ⩾ 1�ïðîñòðàíñòâî âåêòîð-ôóíêöèé 𝑓(𝑥) = (𝑓1(𝑥), 𝑓2(𝑥))
𝑇 ñ íîðìîé

‖𝑓‖𝑝,2,𝐺 ≡ ‖𝑓‖𝑝,2 =
(︁∫︁

𝐺

(︁
|𝑓1(𝑥)|2 + |𝑓2(𝑥)|2

)︁𝑝/2
𝑑𝑥

)︁1/𝑝
.

Â ñëó÷àå 𝑝 = ∞ íîðìà â 𝐿2
∞(𝐺) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

‖𝑓‖∞,2 = sup
𝐺

vrai|𝑓(𝑥)|.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿2
𝑝(𝐺), 𝑔(𝑥) ∈ 𝐿2

𝑞(𝐺), ãäå 𝑝−1+𝑞−1 = 1 (1 ⩽ 𝑝 ⩽ ∞), ñóùåñòâóåò

(𝑓, 𝑔) =

∫︁
𝐺

2∑︁
𝑗=1

𝑓𝑗(𝑥)𝑔𝑗(𝑥)𝑑𝑥.
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Ñëåäóÿ ðàáîòå [1], ïîä ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé îïåðàòîðà 𝐷, îòâå÷àþùåé äåéñòâèòåëüíî-
ìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ 𝜆, áóäåì ïîíèìàòü ëþáóþ òîæäåñòâåííî íå ðàâíóþ íóëþ âåêòîð-
ôóíêöèþ 𝑦(𝑥), êîòîðàÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíà íà çàìêíóòîì èíòåðâàëå 𝐺 = [𝑎, 𝑏] è ïî÷òè
âñþäó â 𝐺 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ 𝐷𝑦 = 𝜆𝑦.

Ïóñòü {𝑢𝑛(𝑥)}∞𝑛=1 �ïðîèçâîëüíàÿ ïîëíàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ â 𝐿2
2(𝐺) ñèñòåìà ñîáñòâåí-

íûõ âåêòîð-ôóíêöèé îïåðàòîðà 𝐷, {𝜆𝑛}∞𝑛=1 � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ çíà-
÷åíèé.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿2
𝑝(𝐺) (𝑝 ⩾ 1) ñîñòàâèì ÷àñòè÷íóþ ñóììó ïîðÿäêà 𝜈 îðòîãî-

íàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ ïî ñèñòåìå {𝑢𝑛(𝑥)}∞𝑛=1:

𝜎𝜈(𝑥, 𝑓) =
∑︁

|𝜆𝑛|⩽𝜈

(𝑓, 𝑢𝑛)𝑢𝑛(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐺.

Äëÿ êàæäîãî 𝑗 = 1, 2 ðàññìîòðèì 𝑗-þ êîìïîíåíòó ÷àñòè÷íîé ñóììû 𝜎𝜈(𝑥, 𝑓):

𝜎𝑗
𝜈(𝑥, 𝑓) =

∑︁
|𝜆𝑛|⩽𝜈

(𝑓, 𝑢𝑛)𝑢
𝑗
𝑛(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐺,

è ñðàâíèì 𝜎𝑗
𝜈(𝑥, 𝑓) ñ ìîäèôèöèðîâàííîé ÷àñòè÷íîé ñóììîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà Ôó-

ðüå, ñîîòâåòñòâóþùåé 𝑗-é êîìïîíåíòå 𝑓𝑗(𝑥) âåêòîð-ôóíêöèè 𝑓(𝑥):

𝑆𝜈(𝑥, 𝑓𝑗) =
1

𝜋

∫︁
𝐺

sin 𝜈(𝑥− 𝑦)

𝑥− 𝑦
𝑓𝑗(𝑦)𝑑𝑦.

Определение 1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî 𝑗-я компонента разложения вектор-функции

𝑓(𝑥) ∈ 𝐿2
𝑝(𝐺) в ортогональный ряд по системе {𝑢𝑛(𝑥)}∞𝑛=1 равносходится в метрике 𝐿𝑠,

𝑠 ∈ [1,∞] на любом компакте множества 𝐺 = (𝑎, 𝑏) с разложением соответствующей 𝑗-й
компоненты 𝑓𝑗(𝑥) вектор-функции 𝑓(𝑥) в тригонометрический ряд Фурье, åñëè íà ëþáîì
êîìïàêòå 𝐾 ⊂ 𝐺

lim
𝜈→+∞

⃦⃦⃦
𝜎𝑗
𝜈(·, 𝑓)− 𝑆𝜈(·, 𝑓𝑗)

⃦⃦⃦
𝐿𝑠(𝐾)

= 0. (1)

Теорема. Пусть 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿2
𝑝(𝐺) (𝑝 > 1), функции 𝑝𝑖(𝑥) (𝑖 = 1, 2) принадлежат классу

𝐿𝛼(𝐺) (𝛼 ⩾ 1) и справедливо неравенство

1

𝛼
− 1

𝑠
< min

{︁1

2
,
1

𝑞

}︁
, 𝑞 =

𝑝

𝑝− 1
.

Тогда на любом компакте 𝐾 ⊂ 𝐺 справедливо равенство (1), т. е. 𝑗-я компонента разло-

жения вектор-функции 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿2
𝑝(𝐺) в ортогональной ряд по системе {𝑢𝑛(𝑥)}∞𝑛=1 равно-

сходится в метрике 𝐿𝑠, 𝑠 ∈ [1,∞] на любом компакте множества 𝐺 = (𝑎, 𝑏) с разложени-

ем соответствующей 𝑗-й компоненты 𝑓𝑗(𝑥) вектор-функции 𝑓(𝑥) в тригонометрический
ряд Фурье.

Замечание. Ïðè 𝑠 = ∞ ðàâåíñòâî (1) îçíà÷àåò, ÷òî

lim
𝜈→+∞

⃦⃦⃦
𝜎𝑗
𝜈(·, 𝑓)− 𝑆𝜈(·, 𝑓𝑗)

⃦⃦⃦
𝐶(𝐾)

= 0.

Ïîýòîìó ïðè 𝛼 > 2 èìååì ðàâíîìåðíóþ ðàâíîñõîäèìîñòü íà ëþáîì êîìïàêòå 𝐾 ⊂ 𝐺
(ñì. [11]).
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2. Некоторые вспомогательные утверждения

Определение 2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî для системы {𝑢𝑛(𝑥)}∞𝑛=1 выполняется неравен-

ство Рисса, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ 𝑀 = 𝑀(𝑝), ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé âåêòîð-
ôóíêöèè 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿2

𝑝(𝐺) (1 < 𝑝 ⩽ 2) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

∞∑︁
𝑛=1

|(𝑓, 𝑢𝑛)|𝑞 ⩽ 𝑀‖𝑓‖𝑞𝑝,2,

ãäå 𝑞 = 𝑝/(𝑝− 1), 𝑀(𝑝)�êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò 𝑓(𝑥).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû íåîáõîäèìû íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå ëåììû.

Лемма 1. Пусть функции 𝑝𝑖(𝑥) (𝑖 = 1, 2) принадлежат классу 𝐿1(𝐺). Тогда существу-
ют такие постоянные 𝐶1 и 𝐶2, что справедливы неравенства

‖𝑢𝑛‖∞,2 ⩽ 𝐶1, (2)∑︁
|𝜇−𝜆𝑛|⩽1

⩽ 𝐶2, (3)

где 𝜇—произвольное действительное число.

Îöåíêè (2) è (3) óñòàíîâëåíû ñîîòâåòñòâåííî â ðàáîòàõ [15,16].
Ïóñòü

Φ1
𝑛(𝑟,𝑅, 𝜈) =

𝑅∫︁
𝑟

sin 𝜈𝑡

𝑡
sin𝜆𝑛(𝑡− 𝑟) 𝑑𝑡,

Φ2
𝑛(𝑟,𝑅, 𝜈) =

𝑅∫︁
𝑟

sin 𝜈𝑡

𝑡
cos𝜆𝑛(𝑡− 𝑟) 𝑑𝑡,

𝑅0

2
⩽ 𝑅 ⩽ 𝑅0, 𝑅0 > 0, 0 < 𝑟 < 𝑅 < ∞, 𝜈 > 0, 𝑛 ∈ 𝑁,

⃦⃦⃦
Φ𝑗
𝑛(·, 𝑅, 𝜈)

⃦⃦⃦
𝑝,[0,𝑅]

≡
{︁ 𝑅∫︁

0

⃒⃒⃒
Φ𝑗
𝑛(𝑟,𝑅, 𝜈)

⃒⃒⃒𝑝
𝑑𝑟
}︁1/𝑝

.

Лемма 2. Если 𝛽 ∈ (0, 1], то для интегралов Φ𝑗
𝑛(𝑟,𝑅, 𝜈) (𝑗 = 1, 2; 𝑛 ∈ 𝑁) справедливы

следующие оценки:

|Φ𝑗
𝑛| ⩽ 𝐶(𝛽)

{︃
|𝜈 − |𝜆𝑛||−𝛽𝑟−𝛽, для |𝜈 − |𝜆𝑛|| ⩾ 1,

max{| ln 𝑟|, | ln𝑅|}, для |𝜈 − |𝜆𝑛|| < 1,
(4)

‖Φ𝑗
𝑛(·, 𝑅, 𝜈)‖𝛾,[0,𝑅] ⩽ 𝐶(𝑅0)

{︃
|𝜈 − |𝜆𝑛||−1/𝛾 , для |𝜈 − |𝜆𝑛|| ⩾ 1, 𝛾 ∈ (1,∞),

1, для |𝜈 − |𝜆𝑛|| < 1,
(5)

‖Φ𝑗
𝑛(·, 𝑅, 𝜈)‖1,[0,𝑅] ⩽ 𝐶(𝑅0)

{︃
|𝜈 − |𝜆𝑛||−1/𝜏 , для |𝜈 − |𝜆𝑛|| ⩾ 1, 𝜏 > 1,

1, для |𝜈 − |𝜆𝑛|| < 1.
(6)

Доказательство. Ðàññìîòðèì òîëüêî ñëó÷àé 𝑗 = 2, èáî ïðè 𝑗 = 1 äîêàçàòåëüñòâî
îöåíêè (4) ïðîâîäèòñÿ ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî. Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî

cos(𝛼− 𝛽) = cos𝛼 cos𝛽 + sin𝛼 sin𝛽,

Математика 7
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äëÿ èíòåãðàëà Φ𝑗
𝑛(𝑟,𝑅, 𝜈) ïîëó÷èì

Φ2
𝑛(𝑟,𝑅, 𝜈) = cos𝜆𝑛𝑟

𝑅∫︁
𝑟

sin 𝜈𝑡

𝑡
cos𝜆𝑛𝑡 𝑑𝑡+ sin𝜆𝑛𝑟

𝑅∫︁
𝑟

sin 𝜈𝑡

𝑡
sin𝜆𝑛𝑡 𝑑𝑡 =

= 𝐻1(𝑟,𝑅, 𝜈, 𝜆𝑛) cos𝜆𝑛𝑟 +𝐻2(𝑟,𝑅, 𝜈, 𝜆𝑛) sin𝜆𝑛𝑟. (7)

Ïðåäñòàâèì èíòåãðàë 𝐻1 â ñëåäóþùåì âèäå:

𝐻1 =

𝑅∫︁
𝑟

sin 𝜈𝑡

𝑡
cos𝜆𝑛𝑡 𝑑𝑡 =

𝑅∫︁
𝑟

sin 𝜈𝑡

𝑡
cos |𝜆𝑛|𝑡 𝑑𝑡 =

∞∫︁
𝑟

−
∞∫︁
𝑅

=

=
1

2

∞∫︁
𝑟

sin(𝜈 − |𝜆𝑛|)𝑡
𝑡

𝑑𝑡+
1

2

∞∫︁
𝑟

sin(𝜈 + |𝜆𝑛|)𝑡
𝑡

𝑑𝑡−

−1

2

∞∫︁
𝑅

sin(𝜈 − |𝜆𝑛|)𝑡
𝑡

𝑑𝑡− 1

2

∞∫︁
𝑅

sin(𝜈 + |𝜆𝑛|)𝑡
𝑡

𝑑𝑡 =

=
1

2
sign (𝜈 − |𝜆𝑛|)

∞∫︁
|𝜈−|𝜆𝑛||𝑟

sin 𝑡

𝑡
𝑑𝑡+

1

2

∞∫︁
(𝜈+|𝜆𝑛|)𝑟

sin 𝑡

𝑡
𝑑𝑡−

−1

2
sign (𝜈 − |𝜆𝑛|)

∞∫︁
|𝜈−|𝜆𝑛||𝑅

sin 𝑡

𝑡
𝑑𝑡− 1

2

∞∫︁
(𝜈+|𝜆𝑛|)𝑅

sin 𝑡

𝑡
𝑑𝑡.

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî |
∞∫︀
𝑥

sin 𝑡
𝑡 𝑑𝑡| ⩽ 𝐶(𝜀)/𝑥𝜀, 𝑥 > 0, 𝜀 ∈ [0, 1], ïîëó÷èì

|𝐻1| ⩽
𝐶1(𝛽)

|𝜈 − |𝜆𝑛||𝛽𝑟𝛽
+

𝐶1(𝛽)

|𝜈 − |𝜆𝑛||𝛽𝑅𝛽
⩽

𝐶(𝛽)

|𝜈 − |𝜆𝑛||𝛽𝑟𝛽
.

Àíàëîãè÷íî äëÿ èíòåãðàëà 𝐻2 ïîëó÷èì

𝐻2 = sign𝜆𝑛

𝑅∫︁
𝑟

sin 𝜈𝑡

𝑡
sin |𝜆𝑛|𝑡 𝑑𝑡 =

sign𝜆𝑛

2

𝑅∫︁
𝑟

cos(𝜈 − |𝜆𝑛|)𝑡
𝑡

𝑑𝑡− sign𝜆𝑛

2

𝑅∫︁
𝑟

cos(𝜈 + |𝜆𝑛|)𝑡
𝑡

𝑑𝑡.

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì
𝑅∫︀
𝑟

cos(𝜈−|𝜆𝑛|)𝑡
𝑡 𝑑𝑡 è ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî | sin𝑥| ⩽ |𝑥|1−𝛽 , 𝛽 ∈ [0, 1],

ïîëó÷èì

⃒⃒⃒ 𝑅∫︁
𝑟

cos(𝜈 − |𝜆𝑛|)𝑡
𝑡

𝑑𝑡
⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒sin(𝜈 − |𝜆𝑛|)𝑡
(𝜈 − |𝜆𝑛|)𝑡

⃒⃒⃒𝑅
𝑟
+

1

𝜈 − |𝜆𝑛|

𝑅∫︁
𝑟

sin(𝜈 + |𝜆𝑛|)𝑡
𝑡2

𝑑𝑡
⃒⃒⃒
⩽

⩽
1

|𝜈 − |𝜆𝑛||𝛽𝑅𝛽
+

1

|𝜈 − |𝜆𝑛||𝛽𝑟𝛽
+

1

|𝜈 − |𝜆𝑛||𝛽

𝑅∫︁
𝑟

𝑑𝑡

𝑡1+𝛽
⩽

⩽
2

|𝜈 − |𝜆𝑛||𝛽𝑟𝛽
+

𝛽−1

|𝜈 − |𝜆𝑛||𝛽
(︁ 1

𝑟𝛽
− 1

𝑅𝛽

)︁
⩽

𝐶2(𝛽)

|𝜈 − |𝜆𝑛||𝛽𝑟𝛽
,

ãäå 𝐶2(𝛽) = 2(1 + 𝛽−1), 𝛽 > 0.
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Àíàëîãè÷íî äëÿ èíòåãðàëà
𝑅∫︀
𝑟

cos(𝜈+|𝜆𝑛|)𝑡
𝑡 𝑑𝑡 èìååì îöåíêó

𝑅∫︁
𝑟

cos(𝜈 + |𝜆𝑛|)𝑡
𝑡

𝑑𝑡 ⩽
𝐶2(𝛽)

|𝜈 + |𝜆𝑛||𝛽𝑟𝛽
.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ èíòåãðàëà 𝐻2 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|𝐻2| ⩽
𝐶(𝛽)

|𝜈 − |𝜆𝑛||𝛽𝑟𝛽
.

Ó÷èòûâàÿ ýòè îöåíêè äëÿ èíòåãðàëîâ 𝐻1 è 𝐻2, èç ðàâåíñòâà (7) ïîëó÷èì

|Φ2
𝑛(𝑟,𝑅, 𝜈)| ⩽ |𝐻1|+ |𝐻2| ⩽

𝐶(𝛽)

|𝜈 − |𝜆𝑛||𝛽𝑟𝛽
.

Âòîðàÿ ÷àñòü îöåíêè (4) ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà

⃒⃒⃒ 𝑅∫︁
𝑟

sin 𝜈𝑡

𝑡
cos𝜆𝑛(𝑡− 𝑟) 𝑑𝑡

⃒⃒⃒
⩽

𝑅∫︁
𝑟

𝑑𝑡

𝑡
⩽ 2max[| ln 𝑟|, | ln𝑅|].

Òåïåðü äîêàæåì îöåíêó (5). Ïóñòü ÷èñëî 𝑅0 > 0 çàôèêñèðîâàíî è ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-
ñòâî |𝜈−|𝜆𝑛|| ⩾ 2

𝑅0
⩾ 1, òîãäà |𝜈−|𝜆𝑛||−1 ⩽ 𝑅0

2 ⩽ 𝑅. Ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâî (𝑎+𝑏)𝑝 ⩽ 2𝑝(𝑎𝑝+𝑏𝑝),

𝑎 ⩾ 0, 𝑏 ⩾ 0, 0 ⩽ 𝑝 < ∞, äëÿ èíòåãðàëà Φ𝑗
𝑛(𝑟,𝑅, 𝜈) (𝑗 = 1, 2) ïîëó÷èì

‖Φ𝑗
𝑛(·, 𝑅, 𝜈)‖𝛾,[0,𝑅] ⩽ 21/𝛾

(︁
‖Φ𝑗

𝑛(·, 𝑅, 𝜈)‖𝛾,[0,|𝜈−|𝜆𝑛||−1] + ‖Φ𝑗
𝑛(·, 𝑅, 𝜈)‖𝛾,[|𝜈−|𝜆𝑛||−1,𝑅]

)︁
.

Äëÿ îöåíêè ‖Φ𝑗
𝑛(·, 𝑅, 𝜈)‖𝛾,[0,|𝜈−|𝜆𝑛||−1] ïðèìåíèì (4) ïðè 𝛽 ∈ (0, 1), 𝛽𝛾 < 1, à äëÿ îöåíêè

‖Φ𝑗
𝑛(·, 𝑅, 𝜈)‖𝛾,[|𝜈−|𝜆𝑛||−1,𝑅] � (4) ïðè 𝛽 = 1. Â ðåçóëüòàå èìååì:

‖Φ𝑗
𝑛(·, 𝑅, 𝜈)‖𝛾,[0,|𝜈−|𝜆𝑛||−1] = 𝑂

(︁(︁ |𝜈−|𝜆𝑛||−1∫︁
0

|𝜈 − |𝜆𝑛||−𝛽𝛾𝑟−𝛽𝛾𝑑𝑟
)︁ 1

𝛾
)︁
=

= 𝑂
(︁
|𝜈 − |𝜆𝑛||−𝛽

)︁
·
(︁
|𝜈 − |𝜆𝑛||𝛾𝛽−1

)︁
= 𝑂

(︁
|𝜈 − |𝜆𝑛||−1/𝛾

)︁
;

‖Φ𝑗
𝑛(·, 𝑅, 𝜈)‖𝛾,[|𝜈−|𝜆𝑛||−1,𝑅] = 𝑂

(︁(︁ 𝑅∫︁
|𝜈−|𝜆𝑛||−1

|𝜈 − |𝜆𝑛||−𝛾𝑟−𝛾𝑑𝑟
)︁ 1

𝛾
)︁
=

= 𝑂
(︁
|𝜈 − |𝜆𝑛||−1

)︁
·
(︁ ∫︁
|𝜈−|𝜆𝑛||−1

𝑟−𝛾𝑑𝑟
)︁1/𝛾

=

= 𝑂
(︁
|𝜈 − |𝜆𝑛||−1

)︁
·
[︁
(𝑅−1)𝛾−1 − |𝜈 − |𝜆𝑛||𝛾−1

]︁1/𝛾
=

= 𝑂
(︁
|𝜈 − |𝜆𝑛||−1

)︁
·
(︁
2|𝜈 − |𝜆𝑛||𝛾−1

)︁1/𝛾
= 𝑂

(︁
|𝜈 − |𝜆𝑛||−1/𝛾

)︁
.

Ïðè 1 ⩽ |𝜈 − |𝜆𝑛|| < 2
𝑅0

â ñèëó îöåíêè (4) äëÿ 𝛽 = 𝛽0 <
1
𝛾 ïîëó÷èì

‖Φ𝑗
𝑛(·, 𝑅, 𝜈)‖𝛾,[0,𝑅] =

(︁
|𝜈 − |𝜆𝑛||−𝛽0

)︁
·
(︁ 𝑅∫︁

0

𝑟−𝛽0𝛾𝑑𝑟
)︁1/𝛾

=
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= 𝑂
(︁
|𝜈 − |𝜆𝑛||−𝛽0

)︁
𝑅

1
𝛾
−𝛽0

0 = 𝑂
(︁
|𝜈 − |𝜆𝑛||−𝛽0

)︁
|𝜈 − |𝜆𝑛||𝛽0− 1

𝛾 = 𝑂
(︁
|𝜈 − |𝜆𝑛||−

1
𝛾

)︁
.

Ïðè |𝜈 − |𝜆𝑛|| < 1 îöåíêà (5) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç îöåíêè (4), ó÷èòûâàÿ èíòåãðè-
ðóåìîñòü ôóíêöèè | ln 𝑟|𝛾 .

Ëåììà 2 äîêàçàíà. □
Ïóñòü 𝑓(𝑥) = (𝑓1(𝑥), 𝑓2(𝑥))

𝑇 ∈ 𝐿2
𝑝(𝐺), 𝑝 > 1. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé ñâÿçíîé êîìïàêò

𝐾 ⊂ 𝐺 è ÷èñëî 𝑅, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ 0 < 2𝑅 < 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐾, 𝜕𝐺).
Ââåäåì äëÿ êàæäîé 𝑥 ∈ 𝐾 ôóíêöèþ

𝜙(𝑥, 𝑦,𝑅, 𝜈) =

{︃
1
𝜋 · sin 𝜈(𝑥−𝑦)

𝑥−𝑦 , ïðè |𝑥− 𝑦| ⩽ 𝑅,

0, ïðè |𝑥− 𝑦| > 𝑅,
(8)

ãäå 𝑦 ∈ 𝐺, 𝜈 > 0.
Îáîçíà÷èì

𝑊 (𝑥, 𝑦,𝑅, 𝜈) = diag (𝜙,𝜙), 𝑊𝑛(𝑥,𝑅, 𝜈) =

∫︁
𝐺

𝑊 (𝑥, 𝑦,𝑅, 𝜈)𝑢𝑛(𝑦) 𝑑𝑦. (9)

Лемма 3. Пусть система {𝑢𝑛(𝑥)}∞𝑛=1 замкнута и минимальна в 𝐿2
𝑝(𝐺), 𝑝 > 1 и для

произвольной функции 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿2
𝑝(𝐺) выполняется оценка⃦⃦⃦ ∞∑︁

𝑛=1

𝑊𝑛𝑓𝑛

⃦⃦⃦
𝑠,2,𝐾

⩽ 𝐶(𝜈,𝐾)‖𝑓‖𝑝,2, 𝑠 ⩾ 1,

где 𝐶(𝜈,𝐾) не зависит от 𝑓(𝑥).
Тогда в метрике 𝐿2

𝑠(𝐾) справедливо равенство

∞∑︁
𝑛=1

𝑊𝑛𝑓𝑛 =

∫︁
𝐺

𝑓(𝑦)𝑊
(︁
|𝑥− 𝑦|, 𝑅, 𝜈

)︁
𝑓(𝑦) 𝑑𝑦,

где 𝑓𝑛 = (𝑓, 𝑢𝑛).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3 ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó èç [8, ëåììà 3].

3. Доказательство теоремы

Ïóñòü 𝑓(𝑥) = (𝑓1(𝑥), 𝑓2(𝑥))
𝑇 ∈ 𝐿2

𝑝(𝐺), 𝑝 > 1. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé ñâÿçíîé êîìïàêò
𝐾 ⊂ 𝐺 è ÷èñëî 𝑅, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ 0 < 2𝑅 < 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐾, 𝜕𝐺).

Ó÷èòûâàÿ (9) è (8), ïîëó÷èì

𝑊𝑛(𝑥,𝑅, 𝜈) =

∫︁
𝐺

𝑊 (𝑥, 𝑦,𝑅, 𝜈)𝑢𝑛(𝑦)𝑑𝑦 =
1

𝜋

∫︁
|𝑥−𝑦|⩽𝑅

sin 𝜈(𝑥− 𝑦)

𝑥− 𝑦
𝑢𝑛(𝑦)𝑑𝑦 =

=
1

𝜋

𝑅∫︁
0

sin 𝜈𝑡

𝑡
{𝑢𝑛(𝑥− 𝑡) + 𝑢𝑛(𝑥+ 𝑡)} 𝑑𝑡 = 2

𝜋

𝑅∫︁
0

sin 𝜈𝑡

𝑡
· 𝑢𝑛(𝑥− 𝑡) + 𝑢𝑛(𝑥+ 𝑡)

2
𝑑𝑡.

Â ñèëó ôîðìóëû ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ (ñì. [11])

𝑢𝑛(𝑥− 𝑡) + 𝑢𝑛(𝑥+ 𝑡)

2
= 𝑢𝑛(𝑥) cos𝜆𝑛𝑡+

+
1

2

𝑥+𝑡∫︁
𝑥−𝑡

{sin𝜆𝑛(𝑡− |𝑥− 𝜉|)𝐼 + sign (𝜉 − 𝑥) cos𝜆𝑛(𝑡− |𝑥− 𝜉|)𝐵}𝑃 (𝜉)𝑢𝑛(𝜉)𝑑𝜉,
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ãäå 𝐼 � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà â 𝐸2, ïîëó÷àåì

𝑊𝑛(𝑥, 𝑦,𝑅, 𝜈) =
2

𝜋
𝑢𝑛(𝑥)

𝑅∫︁
0

sin 𝜈𝑡

𝑡
cos𝜆𝑛𝑡 𝑑𝑡+

+

𝑅∫︁
0

sin 𝜈𝑡

𝑡

𝑥+𝑡∫︁
𝑥−𝑡

{︁
sin𝜆𝑛

(︁
𝑡− |𝑥− 𝜉|

)︁
𝐼 + sign (𝜉 − 𝑥) cos𝜆𝑛

(︁
𝑡− |𝑥− 𝜉|

)︁
𝐵
}︁
𝑃 (𝜉)𝑢𝑛(𝜉)𝑑𝜉 =

=
2

𝜋
𝑢𝑛(𝑥)

𝑅∫︁
0

sin 𝜈𝑡

𝑡
cos𝜆𝑛𝑡 𝑑𝑡+

1

𝜋

𝑥+𝑅∫︁
𝑥−𝑅

(︁ 𝑅∫︁
|𝑥−𝜉|

sin 𝜈𝑡

𝑡

{︁
sin𝜆𝑛

(︁
𝑡− |𝑥− 𝜉|

)︁
𝐼 + sign (𝜉 − 𝑥)×

× cos𝜆𝑛

(︁
𝑡− |𝑥− 𝜉|

)︁
𝐵
}︁
𝑑𝑡
)︁
𝑃 (𝜉)𝑢𝑛(𝜉)𝑑𝜉 =

2

𝜋
𝑢𝑛(𝑥)

𝑅∫︁
0

sin 𝜈𝑡

𝑡
cos𝜆𝑛𝑡 𝑑𝑡+

+
1

𝜋

𝑥+𝑅∫︁
𝑥−𝑅

{︁
Φ1
𝑛(|𝑥− 𝜉|, 𝑅, 𝜈)𝐼 + sign (𝜉 − 𝑥)Φ2

𝑛(|𝑥− 𝜉|, 𝑅, 𝜈)𝐵
}︁
𝑃 (𝜉)𝑢𝑛(𝜉)𝑑𝜉.

Ïðåäñòàâèì ýòó ôîðìóëó â âèäå

𝑊𝑛(𝑥,𝑅, 𝜈) = 𝑢𝑛(𝑥)𝛿(𝜈, 𝜆𝑛) + 𝑢𝑛(𝑥)
{︁ 2

𝜋

𝑅∫︁
0

sin 𝜈𝑡

𝑡
cos𝜆𝑛𝑡 𝑑𝑡− 𝛿(𝜈, 𝜆𝑛)

}︁
+

+
1

𝜋

𝑥+𝑅∫︁
𝑥−𝑅

{︁
Φ1
𝑛(|𝑥− 𝜉|, 𝑅, 𝜈)𝐼 + sign (𝜉 − 𝑥)Φ2

𝑛(|𝑥− 𝜉|, 𝑅, 𝜈)𝐵
}︁
𝑃 (𝜉)𝑢𝑛(𝜉)𝑑𝜉 =

= 𝑢𝑛(𝑥)𝛿(𝜈, 𝜆𝑛) + 𝑢𝑛(𝑥)𝐽(𝜈, 𝜆𝑛)+

+
1

𝜋

𝑥+𝑅∫︁
𝑥−𝑅

{︁
Φ1
𝑛(|𝑥− 𝜉|, 𝑅, 𝜈)𝐼 + sign (𝜉 − 𝑥)Φ2

𝑛(|𝑥− 𝜉|, 𝑅, 𝜈)𝐵
}︁
𝑃 (𝜉)𝑢𝑛(𝜉)𝑑𝜉, (10)

ãäå

𝛿(𝜈, 𝜆𝑛) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1, ïðè 𝜈 > 𝜆𝑛,
1
2 , ïðè 𝜈 = 𝜆𝑛,

0, ïðè 𝜈 < 𝜆𝑛,

𝐽(𝜈, 𝜆𝑛) =
2

𝜋

𝑅∫︁
0

sin 𝜈𝑡

𝑡
cos𝜆𝑛𝑡 𝑑𝑡− 𝛿(𝜈, 𝜆𝑛).

Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü
∞∑︀
𝑛=1

𝑊𝑛𝑓𝑛 − 𝜎𝜈(𝑥, 𝑓), ãäå 𝑓 ∈ 𝐿2
𝑝(𝐺) (𝑝 > 1) è 𝑓𝑛 = (𝑓, 𝑢𝑛).

Ó÷èòûâàÿ çäåñü ôîðìóëó (10), ïîëó÷èì

∞∑︁
𝑛=1

𝑊𝑛𝑓𝑛 − 𝜎𝜈(𝑥, 𝑓) = −1

2

∑︁
|𝜆𝑛|=𝜈

(𝑓, 𝑢𝑛)𝑢𝑛(𝑥) +

∞∑︁
𝑛=1

(𝑓, 𝑢𝑛)𝑢𝑛(𝑥)𝐽(𝜈, 𝜆𝑛)+

+
1

𝜋

∞∑︁
𝑛=1

(𝑓, 𝑢𝑛)

𝑅∫︁
0

{︁
𝑃 (𝑥+ 𝑟)𝑢𝑛(𝑥+ 𝑟) + 𝑃 (𝑥− 𝑟)𝑢𝑛(𝑥− 𝑟)

}︁
Φ1
𝑛(𝑟,𝑅, 𝜈)𝑑𝑟+

+
1

𝜋

∞∑︁
𝑛=1

(𝑓, 𝑢𝑛)

𝑅∫︁
0

{︁
𝑃 (𝑥+ 𝑟)𝑢𝑛(𝑥+ 𝑟)− 𝑃 (𝑥− 𝑟)𝑢𝑛(𝑥− 𝑟)

}︁
Φ2
𝑛(𝑟,𝑅, 𝜈)𝑑𝑟 =
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= 𝐹1(𝑥) + 𝐹2(𝑥) + 𝐹3(𝑥) + 𝐹4(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐾. (11)

Îöåíèì ‖𝐹𝑖‖𝑠,2,𝐾 , 𝑖 = 1, 4.
Èñïîëüçóÿ îöåíêè (2), (3) è íåðàâåíñòâî Ðèññà, èìååì

‖𝐹1‖𝑠,2,𝐾 =
1

2

⃦⃦⃦ ∑︁
|𝜆𝑛|=𝜈

(𝑓, 𝑢𝑛)𝑢𝑛(·)
⃦⃦⃦
𝑠,2,𝐾

⩽
1

2

∑︁
|𝜆𝑛|=𝜈

|(𝑓, 𝑢𝑛)|‖𝑢𝑛‖𝑠,2 ⩽

⩽ 𝐶
∑︁

|𝜆𝑛|=𝜈

|(𝑓, 𝑢𝑛)| ⩽ 𝐶
(︁ ∑︁

|𝜆𝑛|=𝜈

|(𝑓, 𝑢𝑛)|𝑞
)︁ 1

𝑞
(︁ ∑︁

|𝜆𝑛|=𝜈

1
)︁1/𝑝

⩽ 𝐶‖𝑓‖𝑝,2, 1 < 𝑝 ⩽ 2.

Ïðèìåíèâ îöåíêè (2), (3), íåðàâåíñòâî Ðèññà (ñì. [12]) è ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâî (ñì. [9])

|𝐽(𝜈, 𝜆𝑛)| ⩽
𝐶(𝑅)

1 + |𝜈 − |𝜆𝑛||
,

èìååì

‖𝐹2‖𝑠,2,𝐾 =
⃦⃦⃦ ∞∑︁
𝑛=1

(𝑓, 𝑢𝑛)𝑢𝑛(·)𝐽(𝜈, 𝜆𝑛)
⃦⃦⃦
𝑠,2,𝐾

⩽ 𝐶(𝑅)
∞∑︁
𝑛=1

|(𝑓, 𝑢𝑛)||𝐽(𝜈, 𝜆𝑛)|‖𝑢𝑛‖𝑠,2,𝐾 ⩽

⩽ 𝐶

∞∑︁
𝑛=1

|(𝑓, 𝑢𝑛)| · |𝐽(𝜈, 𝜆𝑛)| ⩽ 𝐶
(︁ ∞∑︁

𝑛=1

|(𝑓, 𝑢𝑛)|𝑞
)︁ 1

𝑞
(︁ ∞∑︁

𝑛=1

1

(1 + ||𝜆𝑛| − 𝜈|)𝑝
)︁1/𝑝

⩽

⩽ 𝐶‖𝑓‖𝑝,2
(︁ ∞∑︁

𝑛=1

(︁ 1

1 + 𝑛

)︁𝑝 ∑︁
𝑛⩽|𝜈−|𝜆𝑛||⩽𝑛+1

1
)︁1/𝑝

⩽ 𝐶‖𝑓‖𝑝,2
(︁ ∞∑︁

ℓ=1

ℓ−𝑝
)︁1/𝑝

⩽ 𝐶‖𝑓‖𝑝,2, 1 < 𝑝 ⩽ 2.

Òåïåðü îöåíèì ‖𝐹3‖𝑠,2,𝐾 . Â ñèëó îöåíêè (2) èìååì

|𝐹3(𝑥)| =
1

𝜋

⃒⃒⃒ ∞∑︁
𝑛=1

(𝑓, 𝑢𝑛)

∫︁ 𝑅

0
{𝑃 (𝑥+ 𝑟)𝑢𝑛(𝑥+ 𝑟) + 𝑃 (𝑥− 𝑟)𝑢𝑛(𝑥− 𝑟)}Φ1

𝑛(𝑟,𝑅, 𝜈)𝑑𝑟
⃒⃒⃒
⩽

⩽
1

𝜋

∞∑︁
𝑛=1

|(𝑓, 𝑢𝑛)|
∫︁ 𝑅

0
{
(︁
|𝑝1(𝑥+ 𝑟)𝑢1𝑛(𝑥+ 𝑟)|2 + |𝑝2(𝑥+ 𝑟)𝑢2𝑛(𝑥+ 𝑟)|2

)︁1/2
+

+
(︁
|𝑝1(𝑥− 𝑟)𝑢1𝑛(𝑥− 𝑟)|2 + |𝑝2(𝑥− 𝑟)𝑢2𝑛(𝑥− 𝑟)|2

)︁1/2}︁⃒⃒⃒
Φ1
𝑛(𝑟,𝑅, 𝜈)

⃒⃒⃒
𝑑𝑟 ⩽

⩽ 𝐶
∞∑︁
𝑛=1

|(𝑓, 𝑢𝑛)|
∫︁ 𝑅

0
𝑄(𝑥, 𝑟)

⃒⃒⃒
Φ1
𝑛(𝑟,𝑅, 𝜈)

⃒⃒⃒
𝑑𝑟, (12)

ãäå 𝑄(𝑥, 𝑟) = |𝑝1(𝑥+ 𝑟)|+ |𝑝1(𝑥− 𝑟)|+ |𝑝2(𝑥− 𝑟)|+ |𝑝2(𝑥+ 𝑟)|.
Â ñèëó íåðàâåíñòâà Þíãà (ñì. [17]) äëÿ ýòèõ èíòåãðàëîâ ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖𝑁±‖𝑠,𝐾 =
⃦⃦⃦ ∫︁ 𝑅

0
𝑝1(· ± 𝑟)Φ1

𝑛(𝑟,𝑅, 𝜈)𝑑𝑟
⃦⃦⃦
𝑠,𝐾

⩽ ‖𝑝1‖𝛼‖Φ1
𝑛(·, 𝑅, 𝜈)‖𝛾,[0,𝑅],

‖𝑀±‖𝑠,𝐾 =
⃦⃦⃦ ∫︁ 𝑅

0
𝑝2(· ± 𝑟)Φ1

𝑛(𝑟,𝑅, 𝜈)𝑑𝑟
⃦⃦⃦
𝑠,𝐾

⩽ ‖𝑝2‖𝛼‖Φ1
𝑛(·, 𝑅, 𝜈)‖𝛾,[0,𝑅],

ãäå 𝛾−1 = 1 + 1
𝑠 −

1
𝛼 äëÿ 𝑠 > 𝛼, 𝛾 = 1 äëÿ 𝑠 ⩽ 𝛼.

Èñïîëüçóÿ îöåíêè (5) è (6), ïîëó÷àåì

⃦⃦⃦
𝑁±

⃦⃦⃦
𝑠,𝐾

⩽ 𝐶(𝑅)‖𝑝1‖𝛼

⎧⎪⎨⎪⎩
|𝜈 − |𝜆𝑛||

1
𝛼
− 1

𝑠
−1, äëÿ |𝜈 − |𝜆𝑛|| ⩾ 1, 𝑠 ⩾ 𝛼

|𝜈 − |𝜆𝑛||−
1
𝜏 , äëÿ |𝜈 − |𝜆𝑛|| ⩾ 1, 𝑠 ⩽ 𝛼,

1, äëÿ |𝜈 − |𝜆𝑛|| < 1,

(13)

12 Научный отдел



Э. Дж. Ибадов. Теорема о покомпонентной равносходимости для оператора Дирака

⃦⃦⃦
𝑀±

⃦⃦⃦
𝑠,𝐾

⩽ 𝐶(𝑅)‖𝑝2‖𝛼

⎧⎪⎨⎪⎩
|𝜈 − |𝜆𝑛||

1
𝛼
− 1

𝑠
−1, äëÿ |𝜈 − |𝜆𝑛|| ⩾ 1, 𝑠 ⩾ 𝛼

|𝜈 − |𝜆𝑛||−
1
𝜏 , äëÿ |𝜈 − |𝜆𝑛|| ⩾ 1, 𝑠 ⩽ 𝛼,

1, äëÿ |𝜈 − |𝜆𝑛|| < 1.

(14)

Äëÿ 𝑠 > 𝛼 â ñèëó îöåíêè (13) è (14) èç íåðàâåíñòâà (12) ñëåäóåò

‖𝐹3‖𝑠,2,𝐾 ⩽ 𝐶
∞∑︁
𝑛=1

|(𝑓, 𝑢𝑛)|
⃦⃦⃦ ∫︁ 𝑅

0
𝑄(𝑥, 𝑟)|Φ1

𝑛(𝑟,𝑅, 𝜈)|𝑑𝑟
⃦⃦⃦
𝑠,2,𝐾

⩽

⩽ 𝐶
(︁ ∑︁

|𝜈−𝜆𝑛|<1

|(𝑓, 𝑢𝑛)|
{︁⃦⃦⃦

𝑁+
⃦⃦⃦
𝑠,𝐾

+
⃦⃦⃦
𝑁−

⃦⃦⃦
𝑠,𝐾

+
⃦⃦⃦
𝑀+

⃦⃦⃦
𝑠,𝐾

+
⃦⃦⃦
𝑀−

⃦⃦⃦
𝑠,𝐾

}︁
+

+
∑︁

|𝜈−𝜆𝑛|⩾1

|(𝑓, 𝑢𝑛)|
{︁⃦⃦⃦

𝑁+
⃦⃦⃦
𝑠,𝐾

+
⃦⃦⃦
𝑁−

⃦⃦⃦
𝑠,𝐾

+
⃦⃦⃦
𝑀+

⃦⃦⃦
𝑠,𝐾

+
⃦⃦⃦
𝑀−

⃦⃦⃦
𝑠,𝐾

}︁)︁
⩽

⩽ 𝐶(‖𝑝1‖𝛼 + ‖𝑝2‖𝛼)
{︁ ∑︁

|𝜈−𝜆𝑛|<1

|(𝑓, 𝑢𝑛)|+
∑︁

|𝜈−𝜆𝑛|⩾1

|(𝑓, 𝑢𝑛)| · |𝜈 − 𝜆𝑛|
1
𝛼
− 1

𝑠
−1

}︁
.

Îòñþäà ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Ðèññà, íåðàâåíñòâà 1
𝛼 − 1

𝑠 < 1
𝑞 è (3) ñëåäóåò îöåíêà

‖𝐹3‖𝑠,2,𝐾 ⩽ 𝐶(‖𝑝1‖𝛼 + ‖𝑝2‖𝛼)‖𝑓‖𝑝,2.

Â ñëó÷àå 𝑠 ⩽ 𝛼, ïðèìåíÿÿ îöåíêè (14) ñ ïàðàìåòðîì 𝜏 > 1
𝑝 è íåðàâåíñòâî Ðèññà è

ó÷èòûâàÿ (2), (3), èìååì

‖𝐹3‖𝑠,2,𝐾 ⩽ 𝐶(‖𝑝1‖𝛼 + ‖𝑝2‖𝛼)
{︁ ∑︁

|𝜈−|𝜆𝑛||<1

|(𝑓, 𝑢𝑛)|+
∑︁

|𝜈−|𝜆𝑛||⩾1

|(𝑓, 𝑢𝑛)| · |𝜈 − |𝜆𝑛||−
1
𝜏

}︁
⩽

⩽ 𝐶(‖𝑝1‖𝛼 + ‖𝑝2‖𝛼)‖𝑓‖𝑝,2.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ 1
𝛼 − 1

𝑠 < 1
𝑞 ïîëó÷èì ñïðàâåäëèâîñòü îöåíêè

‖𝐹3‖𝑠,2,𝐾 ⩽ 𝐶(𝐾)‖𝑓‖𝑝,2.

Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåòñÿ îöåíêà äëÿ âåêòîð-ôóíêöèè 𝐹4(𝑥):

‖𝐹4‖𝑠,2,𝐾 ⩽ 𝐶(𝐾)‖𝑓‖𝑝,2.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ïîëó÷åííûõ îöåíîê äëÿ ñóìì 𝐹4(𝑥), 𝑘 = 1, 4 èç (11) ñëåäóåò, ÷òî
äëÿ ëþáîé ôóíêöèè 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿2

𝑝(𝐺), 1 < 𝑝 ⩽ 2 âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

⃦⃦⃦ ∞∑︁
𝑛=1

𝑊𝑛𝑓𝑛 − 𝜎𝜈(·, 𝑓)
⃦⃦⃦
𝑠,2,𝐾

⩽ 𝐶(𝐾)‖𝑓‖𝑝,2, (15)

ãäå 𝑓𝑛 = (𝑓, 𝑢𝑛).
Ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâî 𝐿2

𝑝(𝐺) (𝑝 > 2) âëîæåíî â ïðîñòðàíñòâî 𝐿2
𝑝(𝐺) (1 < 𝑝 ⩽ 2), òî

ïðè óñëîâèè 1
𝛼 − 1

𝑠 < 1
2 îöåíêà (15) ñïðàâåäëèâà è â ñëó÷àå 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿2

𝑝(𝐺) (𝑝 > 2).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè 1
𝛼 − 1

𝑠 < min
{︁

1
2 ,

1
𝑞

}︁
îöåíêà (15) ñïðàâåäëèâà äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿2
𝑝(𝐺) (𝑝 > 1).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîíÿòíà ñïðàâåäëèâîñòü îöåíêè

‖𝜎𝜈(·, 𝑓)‖𝑠,2,𝐾 ⩽
∑︁

|𝜆𝑛|⩽𝜈

|(𝑓, 𝑢𝑛)|‖𝑢𝑛‖𝑠,𝐾 ⩽ 𝐶(𝐾)‖𝑓‖𝑝,2
∑︁

|𝜆𝑛|⩽𝜈

1 ⩽ 𝐶(𝐾)𝜈‖𝑓‖𝑝,2.
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Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿2
𝑝(𝐺), 𝑝 > 1, èìååò ìåñòî îöåíêà⃦⃦⃦ ∞∑︁

𝑛=1

𝑊𝑛𝑓𝑛

⃦⃦⃦
𝑠,2,𝐾

⩽
⃦⃦⃦ ∞∑︁
𝑛=1

𝑊𝑛𝑓𝑛 − 𝜎𝜈(·, 𝑓)
⃦⃦⃦
𝑠,2,𝐾

+ ‖𝜎𝜈(·, 𝑓)‖𝑠,2,𝐾 ⩽ 𝐶(𝐾)𝜈‖𝑓‖𝑝,2.

À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óñëîâèå ëåììû 3 âûïîëíåíî. Ïîýòîìó èç íåðàâåíñòâà (15) ñëåäóåò, ÷òî
äëÿ ëþáîé âåêòîð-ôóíêöèè 𝑓 ∈ 𝐿2

𝑝(𝐺) (𝑝 > 1) âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

‖𝑆𝜈(·, 𝑓)− 𝜎𝜈(·, 𝑓)‖𝑠,2,𝐾 ⩽ 𝐶(𝐾)‖𝑓‖𝑝,2. (16)

Èç çàìêíóòîñòè ñèñòåìû {𝑢𝑛(𝑥)}∞𝑛=1 â 𝐿2
𝑝(𝐺) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî 𝜀 > 0 ñóùåñòâóåò

òàêîå ÷èñëî 𝑛0(𝜀, 𝑓), ÷òî

⃦⃦⃦
𝑓 −

𝑛0(𝜀,𝑓)∑︁
𝑛=1

(𝑓, 𝑢𝑛)𝑢𝑛(𝑥)
⃦⃦⃦
𝑝,2

<
𝜀

2𝐶(𝐾)
.

Îáîçíà÷èì 𝑔(𝑥) =
𝑛0(𝜀,𝑓)∑︀
𝑛=1

(𝑓, 𝑢𝑛)𝑢𝑛(𝑥). Òîãäà â ñèëó íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà

‖𝑆𝜈(·, 𝑓)− 𝜎𝜈(·, 𝑓)‖𝑠,2,𝐾 = ‖𝑆𝜈(·, 𝑓 − 𝑔) + 𝑆𝜈(·, 𝑔)− 𝜎𝜈(·, 𝑓 − 𝑔)− 𝜎𝜈(·, 𝑔)‖𝑠,2,𝐾 ⩽

⩽ ‖𝑆𝜈(·, 𝑓 − 𝑔)− 𝜎𝜈(·, 𝑓 − 𝑔)‖𝑠,2,𝐾 + ‖𝜎𝜈(·, 𝑔)− 𝑆𝜈(·, 𝑔)‖𝑠,2,𝐾 .

Îòñþäà â ñèëó îöåíêè (16) è ðàâåíñòâà 𝜎𝜈(𝑥, 𝑔) = 𝑔(𝑥) äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ 𝜈 ïîëó-
÷èì

‖𝑆𝜈(·, 𝑓)− 𝜎𝜈(·, 𝑓)‖𝑠,2,𝐾 ⩽ 𝐶(𝐾)‖𝑓 − 𝑔‖𝑝,2 + ‖𝑔(·)− 𝑆𝜈(·, 𝑔)‖𝑠,2,𝐾 <

<
𝜀

2
+ ‖𝑔(·)− 𝑆𝜈(·, 𝑔)‖𝑠,2,𝐾 . (17)

Ïîýòîìó ñëåäóåò äîêàçàòü ðàâåíñòâî

lim
𝜈→∞

‖𝑔(·)− 𝑆𝜈(·, 𝑔)‖𝑠,2,𝐾 = 0. (18)

Èç îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííîé ôóíêöèè 𝑢𝑛(𝑥) ñëåäóåò, ÷òî îíà ïðèíàäëåæèò êëàññó𝑊
1
𝛼(𝐺)

(ñì. [15]). Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ 𝑔(𝑥) òàêæå ïðèíàäëåæèò 𝑊 1
𝛼(𝐺). Åñëè 𝑠 ⩽ 2, òî ðàâåí-

ñòâî (18) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì áàçèñíîñòè òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû 𝐿2(𝐺). Åñëè 𝑠 > 2,

òî ïî óñëîâèþ 1
𝛼 − 1

𝑠 < min
{︁

1
2 ,

1
𝑞

}︁
íàõîäèì

𝛼 >
𝑠

𝑠 ·min
{︁

1
2 ,

1
𝑞

}︁
+ 1

> 1.

Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî ôóíêöèÿ 𝑔(𝑥) ïðèíàäëåæèò 𝑊 1
𝛼(𝐺), 𝛼 > 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäàÿ êîìïîíåíòà 𝑔𝑖(𝑥), 𝑖 = 1, 2 âåêòîð-ôóíêöèè 𝑔(𝑥) = (𝑔1(𝑥), 𝑔2(𝑥))
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ãåëüäåðà. Ïîýòîìó íà ëþáîì ôèêñèðîâàííîì êîìïàêòå𝐾 ⊂ 𝐺 ñïðà-
âåäëèâî ðàâåíñòâî

lim
𝜈→∞

‖𝑔(·)− 𝑆𝜈(·, 𝑔)‖𝐶(𝐾) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî (18) äîêàçàíî.
Èç íåðàâåíñòâà (17) ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà (18) ïîëó÷èì, ÷òî ïðè 𝜈 ⩾ 𝜈0 (𝜈0 �äîñòàòî÷íî

áîëüøîå ÷èñëî) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

‖𝑆𝜈(·, 𝑓)− 𝜎𝜈(·, 𝑓)‖𝑠,2,𝐾 < 𝜀.

Òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.
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