
Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер.: Математика. Механика. Информатика. 2026. Т. 26, вып. 1

Известия Саратовского университета. Новая серия. Серия: Математика. Механика. Инфор-
матика. 2026. Т. 26, вып. 1. С. 46–55
Izvestiya of Saratov University. Mathematics. Mechanics. Informatics, 2026, vol. 26, iss. 1, pp. 46–55
https://mmi.sgu.ru DOI: https://doi.org/10.18500/1816-9791-2026-26-1-46-55

EDN: https://elibrary.ru/MCCEEH

Научная статья

УДК 539.3

О прикладной теории сжатия цилиндра

А. О. Ватульян, М. Н. Узлов

Институт математики, механики и компьютерных наук имени И. И. Воровича, Южный федеральный уни-

верситет, Россия, 344090, г. Ростов-на-Дону, ул. Мильчакова, д. 8а

Ватульян Александр Ованесович, доктор физико-математических наук, заведующий кафедрой теории

упругости, aovatulyan@sfedu.ru, https://orcid.org/0000-0003-0444-4496, SPIN: 3865-2040, AuthorID: 3469

Узлов Марк Николаевич, студент, uzlov@sfedu.ru, https://orcid.org/0009-0002-4789-2643

Аннотация. В работе рассматривается задача о сжатии упругих цилиндрических образцов под

действием торцевых нагрузок. Представлены способы построения приближенных моделей дефор-

мирования различного порядка для вытянутых образцов путём введения гипотез о представлении

поля перемещений в виде разложения по радиальным полиномам различного порядка с неизвест-

ными коэффициентами-функциями. Приближённые модели построены с помощью использования

вариационного принципа Лагранжа. Сформирован упрощённый функционал энергии путём инте-

грирования по радиальной координате. С помощью вариационного принципа на базе метода Канто-

ровича задача сведена к системе обыкновенных дифференциальных уравнений с соответствующи-

ми краевыми условиями, причём для однородных тел эти системы дифференциальных уравнений

имеют постоянные коэффициенты, зависящие от коэффициента Пуассона. Построены решения для

упрощённых моделей, показано наличие стержневых и погранслойных решений. Проведена вери-

фикация полученных моделей на основе МКЭ при постоянных и переменных значениях параметров

Ляме, а также осуществлена серия вычислительных экспериментов, которая показала возможность

использования предлагаемых моделей в случае вытянутых образцов, что позволяет оценить их точ-

ность и использовать при решении прикладных задач различного типа.

Ключевые слова: вариационный принцип Лагранжа, метод Канторовича, погранслойные реше-
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Abstract. The paper addresses the problem of the compression of elastic cylindrical specimens under

axial end loads. Approximate deformation models of various orders are developed for slender specimens

by postulating that the displacement field admits an expansion in radial polynomials of different orders

whose coefficients are unknown functions of the axial coordinate. The approximate models are derived

from Lagrange’s variational principle. A reduced energy functional is obtained by integrating the three-

dimensional elastic energy over the radial coordinate. Applying the Kantorovich variational method,

the problem is then reduced to systems of ordinary differential equations with corresponding boundary

conditions; for homogeneous bodies these systems exhibit constant coefficients that depend on Poisson’s

ratio. Closed-form solutions are constructed for the simplified models, and both rod-like (axial) and

boundary-layer solution modes are identified. The proposed models are verified against finite-element

simulations for both constant and spatially heterogeneous Lame parameters, and a series of computational

experiments demonstrates that the models may be used for slender specimens to estimate their accuracy

and to support the solution of diverse applied problems.

Keywords: variational principle of Lagrange, Kantorovich method, boundary-layer solutions, heteroge-

neous cylinder, compression of a cylinder
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Введение

Çàäà÷àì î ðàâíîâåñèè èçîòðîïíîãî óïðóãîãî öèëèíäðà ïîñâÿùåíî ìíîæåñòâî ðàáîò. Èñ-
ñëåäîâàíèå çàäà÷ äëÿ îäíîðîäíîãî êîíå÷íîãî óïðóãîãî öèëèíäðà áåð¼ò ñâî¼ íà÷àëî îò ðàáî-
òû Ôàéëîíà [1] è çà áîëåå ÷åì 100-ëåòíþþ èñòîðèþ ïðîäîëæàåò èíòåðåñîâàòü ñïåöèàëèñòîâ.
Ïðè ýòîì îòìåòèì, ÷òî â ïîñëåäíèå ãîäû èíòåðåñ ê ýòèì çàäà÷àì çàìåòíî âûðîñ, ÷òî ñâÿçàíî
ñ ðîñòîì ÷èñëà ïðèëîæåíèé ê çàäà÷àì äëÿ ïðèçìàòè÷åñêèõ îáðàçöîâ, ÷àñòî èñïîëüçóåìûõ
äëÿ îöåíêè óïðóãèõ ñâîéñòâ (ìîäóëÿ Þíãà è êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà), çàäà÷àì áèîìåõà-
íèêè, çàäà÷àì èäåíòèôèêàöèè ñâîéñòâ íîâûõ ìàòåðèàëîâ.

Îòìåòèì, ÷òî íàèáîëåå âàæíûìè ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è î íàãðóæåíèè òîðöîâ öèëèíäðà. Ñðå-
äè íèõ âûäåëèì çàäà÷ó î äåéñòâèè íîðìàëüíîé íàãðóçêè íà òîðöå, êîãäà îñíîâàíèå æ¼ñòêî
çàùåìëåíî. Äëÿ çàäà÷ òàêîãî âèäà ñî ñâîáîäíîé áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ îñîáóþ ðîëü ïðè-
îáðåòàþò ðåøåíèÿ äëÿ áåñêîíå÷íîãî öèëèíäðà èëè îäíîðîäíûå ðåøåíèÿ [2]. Ýòè ðåøåíèÿ
çàâèñÿò îò êîðíåé íåêîòîðîãî òðàíñöåíäåíòíîãî óðàâíåíèÿ, ïðè óäîâëåòâîðåíèè ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé íà òîðöàõ èõ ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ïðèâîäÿò ê áåñêîíå÷íûì àëãåáðàè÷åñêèì ñè-
ñòåìàì îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèé. Â ðÿäå èññëåäîâàíèé ïîêàçàíî, ÷òî îíè
ÿâëÿþòñÿ êâàçè-ðåãóëÿðíûìè èëè êâàçè-âïîëíå ðåãóëÿðíûìè, è èõ ðåøåíèå ìîæíî ñòðîèòü
ìåòîäîì ðåäóêöèè.

Àëüòåðíàòèâîé òàêîìó ïîäõîäó ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ÊÝ-òåõíîëîãèé. Îòìåòèì, ÷òî
ïðè èíòåðïðåòàöèè äàííûõ ýêñïåðèìåíòîâ è îöåíêå ìîäóëÿÞíãà âåñüìà ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ
ñòåðæíåâàÿ ìîäåëü [3], êîòîðóþ ðåêîìåíäóåòñÿ èñïîëüçîâàòü, êîãäà 𝜀 = 𝑎

ℎ ≪ 1 (𝑎�ðàäèóñ
öèëèíäðà, ℎ� åãî âûñîòà).

Âìåñòå ñ òåì äëÿ ðÿäà ìàòåðèàëîâ (íàïðèìåð, êîñòíàÿ òêàíü) âåñüìà ñëîæíî èçãîòîâèòü
äëèííûå îáðàçöû è ïîäâåðãàòü èõ ñæàòèþ. Ïîýòîìó âàæíîé ïðîáëåìîé ÿâëÿåòñÿ ïîñòðî-
åíèå ïðîìåæóòî÷íûõ ìîäåëåé, ýôôåêòèâíûõ äëÿ çíà÷åíèé (𝜀 = 0.1 ÷ 0.5), äëÿ êîòîðûõ
ìîæíî íàéòè àíàëèòè÷åñêèå èëè ïîëóàíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ. Èìåííî ýòîé ïðîáëåìå è ïî-
ñâÿùåíà íàñòîÿùàÿ ðàáîòà, ãäå ïðèáëèæåííàÿ ìîäåëü ñòðîèòñÿ íà îñíîâå èñïîëüçîâàíèÿ
âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà Ëàãðàíæà [4] â ðàìêàõ ìåòîäà Êàíòîðîâè÷à [5].
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1. Постановка задачи

Ïóñòü îäíîðîäíûé èçîòðîïíûé öèëèíäð ñî ñâîáîäíîé áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ ðàäèóñà 𝑎 è
âûñîòû ℎ ïîäâåðãàåòñÿ ñæàòèþ ñ ïîìîùüþ ïðèëîæåíèÿ ê òîðöó 𝑧 = ℎ íîðìàëüíîé íàãðóçêè
𝑝(𝑟), êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ íà ýòîì òîðöå ðàâíû 0 (ðèñ. 1). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òîðåö
𝑧 = 0 æ¼ñòêî çàùåìë¼í. Çàäà÷ó áóäåì ðàññìàòðèâàòü â îñåñèììåòðè÷íîé ïîñòàíîâêå.

z

h

a

а / a б / b

Рис. 1. Однородный изотропный цилиндр
со свободной боковой поверхностью: а— гео-
метрические параметры образца; б — cхема

нагружения

Fig. 1. Homogeneous isotropic cylinder with
a free lateral surface: a is the geometric
parameters of the sample; b is the loading

scheme

Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ â öèëèíäðè÷åñêîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò èìåþò âèä [6]⎧⎪⎨⎪⎩

𝜕𝜎𝑟𝑟

𝜕𝑟
+

𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝜙𝜙

𝑟
+

𝜕𝜎𝑟𝑧

𝜕𝑧
= 0,

𝜕𝜎𝑟𝑧

𝜕𝑟
+

𝜎𝑟𝑧

𝑟
+

𝜕𝜎𝑧𝑧

𝜕𝑧
= 0.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ñæàòèè öèëèíäðà ïðè
çàùåìëåíèè íèæíåãî òîðöà:⎧⎪⎨⎪⎩
𝑢𝑧 = 0, 𝑢𝑟 = 0, 𝑟 ∈ [0, 𝑎], 𝑧 = 0,

𝜎𝑧𝑧 = −𝑝(𝑟), 𝜎𝑧𝑟 = 0, 𝑟 ∈ [0, 𝑎], 𝑧 = ℎ,

𝜎𝑟𝑟 = 0, 𝜎𝑟𝑧 = 0, 𝑟 = 𝑎, 𝑧 ∈ [0, ℎ].

Ïîñòðîåíèå ïðèêëàäíîé òåîðèè îñóùå-
ñòâèì, áàçèðóÿñü íà âàðèàöèîííîì ïðèíöèïå
Ëàãðàíæà. Â ðàìêàõ îáùåé ïîñòàíîâêè çàäà÷è
ââåä¼ì ñëåäóþùèé ôóíêöèîíàë ïîëíîé ïîòåí-
öèàëüíîé ýíåðãèè:

Π =

∫︁
𝑉
𝑊 𝑑𝑉 −𝐴,

ãäå 𝑊 � óäåëüíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ äåôîðìàöèè, 𝐴�ðàáîòà ïîâåðõíîñòíûõ ñèë íà
òîðöå:

𝑊 =
1

2
(𝜎𝑟𝑟𝜀𝑟𝑟 + 𝜎𝜙𝜙𝜀𝜙𝜙 + 𝜎𝑧𝑧𝜀𝑧𝑧 + 2𝜎𝑟𝑧𝜀𝑟𝑧) , (1)

𝐴 =

∫︁
𝑆
𝑝(𝑟)𝑢𝑧(𝑟, ℎ) 𝑑𝑆, 𝑆 = [0, 𝑎]× [0, 2𝜋],

𝐴 = 2𝜋
(︁
𝑃0𝑢0

⃒⃒
𝑧=ℎ

+ 𝑃2𝑢2

⃒⃒⃒
𝑧=ℎ

)︁
,

𝑃0 =

∫︁ 𝑎

0
𝑝(𝑟)𝑟 𝑑𝑟 𝑃2 =

∫︁ 𝑎

0
𝑝(𝑟)𝑟2 𝑑𝑟.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî óïðîù¼ííûõ ìîäåëåé, â ÷àñòíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà, â êîòîðîé
íåèçâåñòíûìè ÿâëÿþòñÿ òðè ôóíêöèè îñåâîé êîîðäèíàòû 𝑧:{︃

𝑢𝑟(𝑟, 𝑧) = 𝑟𝑢1(𝑧),

𝑢𝑧(𝑟, 𝑧) = 𝑢0(𝑧) + 𝑟𝑢2(𝑧).
(2)

Ïåðåõîä ê ìîäåëè ïåðâîãî ïîðÿäêà îñóùåñòâëÿåòñÿ çà ñ÷¼ò ðàâåíñòâà íóëþ ôóíêöèè 𝑢2:{︃
𝑢𝑟(𝑟, 𝑧) = 𝑟𝑢1(𝑧),

𝑢𝑧(𝑟, 𝑧) = 𝑢0(𝑧).
(3)

Â ðàìêàõ (2) íàéäåì êîìïîíåíòû òåíçîðîâ äåôîðìàöèé è íàïðÿæåíèé:

𝜀𝑟𝑟 =
𝜕𝑢𝑟
𝜕𝑟

= 𝑢1, 𝜀𝜙𝜙 =
𝑢𝑟
𝑟

= 𝑢1, 𝜀𝑧𝑧 =
𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑧

= 𝑢′0 + 𝑟𝑢′2,
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𝜀𝑟𝑧 = 𝜀𝑧𝑟 =
1

2
·
(︂
𝜕𝑢𝑟
𝜕𝑧

+
𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑟

)︂
=

1

2
· (𝑟𝑢′1 + 𝑢2),

𝜎𝑟𝑟 = Θ𝜆+ 2𝜇𝑢1, 𝜎𝜙𝜙 = Θ𝜆+ 2𝜇𝑢1, 𝜎𝑧𝑧 = Θ𝜆+ 2𝜇(𝑢′0 + 𝑟𝑢′2), 𝜎𝑟𝑧 = 𝜎𝑧𝑟 = 𝜇(𝑟𝑢′1 + 𝑢2),

ãäå Θ = 𝜀𝑟𝑟 + 𝜀𝜙𝜙 + 𝜀𝑧𝑧 = 2𝑢1 + 𝑢′0 + 𝑟𝑢′2, 𝜆, 𝜇�ïàðàìåòðû Ëàìå, êîòîðûå ìîãóò çàâèñåòü
îò îñåâîé êîîðäèíàòû.

Òîãäà óäåëüíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ (1) ïðèìåò âèä

𝑊 =
1

2
·
[︀
Θ2𝜆+ 4𝜇𝑢21 + 2𝜇(𝑢′0 + 𝑟𝑢′2)

2 + 𝜇(𝑟𝑢′1 + 𝑢2)
2
]︀
.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë ïîëíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè:

Π =

∫︁ 2𝜋

0

∫︁ ℎ

0

∫︁ 𝑎

0
𝑊𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝑧 𝑑𝜙−𝐴 = Π0 −𝐴.

Ïðîèíòåãðèðîâàâ â ïðåäñòàâëåíèè Π0 ïî ðàäèàëüíîé è óãëîâîé êîîðäèíàòàì, ïîëó÷èì
å¼ óïðîù¼ííîå ïðåäñòàâëåíèå:

Π0 = 𝜋

∫︁ ℎ

0

[︂
𝑎4

4

(︁
(𝜆+ 2𝜇)(𝑢′2)

2 + 𝜇(𝑢′1)
2
)︁
+

𝑎3

3

(︁
(2𝜆+ 4𝜇)𝑢′0𝑢

′
2 + 4𝜆𝑢1𝑢

′
2 + 2𝜇𝑢′1𝑢2

)︁
+

+
𝑎2

2

(︁
(4𝜆+ 4𝜇)𝑢21 + (𝜆+ 2𝜇)(𝑢′0)

2 + 4𝜆𝑢1𝑢
′
0 + 𝜇𝑢22

)︁]︂
𝑑𝑧.

Èñïîëüçóÿ âàðèàöèîííûé ïðèíöèï Ëàãðàíæà, âàðüèðóÿ ôóíêöèîíàë Π0, ïðèðàâíèâàÿ
ê íóëþ êîýôôèöèåíòû ïðè íåçàâèñèìûõ âàðèàöèÿõ 𝛿𝑢0, 𝛿𝑢1, 𝛿𝑢2 è ñ÷èòàÿ ìàòåðèàëüíûå
õàðàêòåðèñòèêè ïîñòîÿííûìè âåëè÷èíàìè, ïîëó÷èì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑎

3
(2κ + 4)𝑢′′2 + (κ + 2)𝑢′′0 + 2κ𝑢′1 = 0,

2κ𝑢′0 + (4κ + 4)𝑢1 +
𝑎

3
(4κ − 2)𝑢′2 −

𝑎2

2
𝑢′′1 = 0,

𝑎2

2
(κ + 2)𝑢′′2 +

𝑎

3
(4κ − 2)𝑢′1 +

𝑎

3
(2κ + 4)𝑢′′0 − 𝑢2 = 0

(4)

ñî ñëåäóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2𝑎

3
(κ + 2)𝑢′2

⃒⃒
𝑧=ℎ

+ (κ + 2)𝑢′0
⃒⃒
𝑧=ℎ

+ 2κ𝑢1
⃒⃒
𝑧=ℎ

=
2𝑃0

𝑎2𝜇
,

3𝑎

4
𝑢′1
⃒⃒
ℎ
+ 𝑢2

⃒⃒
ℎ
= 0,

3𝑎

4
(κ + 2)𝑢′2

⃒⃒
𝑧=ℎ

+ (κ + 2)𝑢′0
⃒⃒
𝑧=ℎ

+ 2κ𝑢1
⃒⃒
𝑧=ℎ

=
3𝑃2

𝑎3𝜇
,

𝑢𝑖
⃒⃒
𝑧=0

= 0, 𝑖 = 0, 2.

(5)

Çäåñü κ =
𝜆

𝜇
=

2𝜈

1− 2𝜈
, 𝜈 �êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà.

Ïðè ïîñòîÿííûõ õàðàêòåðèñòèêàõ âîçìîæíî ïîñòðîèòü îáùåå ðåøåíèå êðàåâîé çà-
äà÷è (4), (5).

2. Общий вид решения краевой задачи

Ðåøåíèå ñèñòåìû (4) áóäåì èñêàòü â âèäå

𝑢𝑖 = 𝐴𝑖𝑒
𝑞𝑧, 𝑖 = 0, 2,
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÷òî ïðèâîäèò ê ëèíåéíîé ñèñòåìå îòíîñèòåëüíî 𝐴𝑖:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(κ + 2)𝑞2𝐴0 + 2κ𝑞𝐴1 +
𝑎

3
(2κ + 4)𝑞2𝐴2 = 0,

2κ𝑞𝐴0 +

(︃
(4κ + 4)−

𝑎2

2
𝑞2

)︃
𝐴1 +

𝑎

3
(4κ − 2)𝑞𝐴2 = 0,

𝑎

3
(2κ + 4)𝑞2𝐴0 +

𝑎

3
(4κ − 2)𝑞𝐴1 +

(︃
𝑎2

2
(κ + 2)𝑞2 − 1

)︃
= 0.

Îòìåòèì, ÷òî íåòðèâèàëüíîå å¼ ðåøåíèå ñóùåñòâóåò, êîãäà îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû ðàâåí
íóëþ, îòêóäà ïîëó÷èì áèêóáè÷åñêîå óðàâíåíèå ñëåäóþùåãî âèäà:

𝑞2
(︁
(κ2 + 4κ + 4)𝑎4𝑞4 − (24κ2 + 66κ + 36)𝑎2𝑞2 + 432κ + 288

)︁
= 0. (6)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî (6) èìååò êðàòíûé íóëåâîé êîðåíü 𝑞1,2 = 0 è äâå ïàðû êîðíåé
𝑞3,4 = ±𝜏1, 𝑞5,6 = ±𝜏2, ãäå

𝜏1 =
(3𝑑3

(︀
𝑑2 + 𝑑

1/2
1

)︀1/2
𝑑3𝑎

, 𝜏2 =
(3𝑑3

(︀
𝑑2 − 𝑑

1/2
1

)︀1/2
𝑑3𝑎

,

𝑑1 = 16κ2 − 24κ − 23, 𝑑2 = 4κ + 3, 𝑑3 = κ + 2.

Îòìåòèì, ÷òî ýòè êîðíè ìîãóò áûòü êàê âåùåñòâåííûìè ïðè 𝑑1 > 0, òàê è êîìïëåêñíûìè
ïðè 𝑑1 < 0, ÷òî îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì κ.

Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä⎧⎪⎨⎪⎩
𝑢0 = 𝐶1 + 𝛼0𝐶2𝑧 + 𝛼1(𝐶3𝑒

−𝜏1𝑧 − 𝐶4𝑒
𝜏1𝑧) + 𝛼2(𝐶5𝑒

−𝜏2𝑧 − 𝐶6𝑒
𝜏2𝑧),

𝑢1 = 𝐶2 + 𝐶3𝑒
−𝜏1𝑧 + 𝐶4𝑒

𝜏1𝑧 + 𝐶5𝑒
−𝜏2𝑧 + 𝐶6𝑒

𝜏2𝑧,

𝑢2 = 𝛽1(𝐶3𝑒
−𝜏1𝑧 − 𝐶4𝑒

𝜏1𝑧) + 𝛽2(𝐶5𝑒
−𝜏2𝑧 − 𝐶6𝑒

𝜏2𝑧),

ãäå èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ

𝛼0 = −2(κ + 1)

κ
, (7)

𝛼𝑖 = −(𝑎2𝜏2𝑖 (κ + 2)− 28κ − 16)

2𝜏𝑖(κ + 2)
, 𝛽𝑖 =

3(𝑎2𝜏2𝑖 (κ + 2)− 24κ − 16)

4𝑎𝜏𝑖(κ + 2)
, 𝑖 = 1, 2.

Ïîñòîÿííûå 𝐶𝑗 îïðåäåëÿþòñÿ èç óäîâëåòâîðåíèÿ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (5), çäåñü íå ïðè-
âîäÿòñÿ â ñèëó ãðîìîçäêîñòè.

3. Аналитическое решение для модели первого порядка

Îòìåòèì, ÷òî äàëüíåéøåå èññëåäîâàíèå ïîëó÷åííûõ àíàëèòè÷åñêèõ çàâèñèìîñòåé ìîæåò
áûòü îñóùåñòâëåííî ëèøü ÷èñëåííî, ïîýòîìó îáðàòèìñÿ ê áîëåå ïðîñòîé ìîäåëè ïåðâîãî
ïîðÿäêà (3). Ïåðåéä¼ì ê áåçðàçìåðíûì êîîðäèíàòàì 𝜉 = 𝑧

ℎ : 𝜉 ∈ [0, 1] è 𝜂 = 𝑟
ℎ : 𝜂 ∈ [0, 𝜀].

Îáåçðàçìåðèì íàãðóçêó, ââåäÿ 𝑝(𝑟) = 𝑝0𝑝(𝜂).
Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå ïîãðàíñëîéíîé ôóíêöèè

𝜁(𝑧) = exp (−𝛾𝜉) , 𝛾 =
2
√
2
√︀
(κ + 2)(3κ + 2)

𝜀(κ + 2)
.

Òîãäà ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé êðàåâîé çàäà÷è ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå{︃
𝑢̃0 = 𝐶1 + 𝛼0𝐶2𝜉 + 𝛼1(𝐶3𝜁(𝜉)− 𝐶4𝜁(−𝜉)),

𝑢̃1 = 𝐶2 + 𝐶3𝜁(𝜉) + 𝐶4𝜁(−𝜉).
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Îòìåòèì, ÷òî 𝛼0 îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (7), à 𝛼1 =
2κ

𝛾(κ+2) .

Âûðàæåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ 𝐶𝑗 èìåþò âèä

𝐶1 = −
4𝑘𝜈2𝑃0

(︀
𝜁(1)− 𝜁(−1)

)︀
𝜀2𝛾(𝜈 − 1)

(︀
𝜁(1) + 𝜁(−1)

)︀ , 𝐶2 = −2𝑘𝑃0𝜈

𝜀2
, 𝐶3 =

2𝑘𝜁(−1)𝑃0𝜈

𝜀2
(︀
𝜁(1) + 𝜁(−1)

)︀ ,
𝐶4 =

2𝑘𝜁(1)𝑃0𝜈

𝜀2
(︀
𝜁(1) + 𝜁(−1)

)︀ , 𝑘 =
𝑝0
𝐸
.

4. Переменные параметры Ламе

Ðàññìîòðèì èñõîäíóþ çàäà÷ó, ïðåäâàðèòåëüíî îáåçðàçìåðèâ å¼, ñ÷èòàÿ ïàðàìåòðû Ëàìå
ôóíêöèÿìè îñåâîé êîîðäèíàòû: 𝜆(𝑧) = 𝐸0𝜆̃(𝜉), 𝜇(𝑧) = 𝐸0𝜇̃(𝜉).

Îñóùåñòâèâ îïåðàöèþ âàðüèðîâàíèÿ è ïðèðàâíÿâ ê íóëþ êîýôôèöèåíòû ïðè íåçàâèñè-
ìûõ âàðèàöèÿõ 𝛿𝑢̃0, 𝛿𝑢̃1, 𝛿𝑢̃2, óðàâíåíèÿ, àíàëîãè÷íûå (4), (5), èìåþò ñëåäóþùèé âèä:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2𝜀

3

(︁
(𝜆̃+ 2𝜇̃)𝑢̃′2

)︁′
+
(︁
(𝜆̃+ 2𝜇̃)𝑢̃′0

)︁′
+ 2(𝜆̃𝑢̃1)

′ = 0,

−
𝜀2

2
(𝜇̃𝑢̃′1)

′ +
2𝜀

3

(︁
2𝜆̃𝑢̃′2 − (𝜇̃𝑢̃2)

′
)︁
+ 4(𝜆̃+ 𝜇̃)𝑢̃1 + 2𝜆̃𝑢̃′0 = 0,

𝜀2

2

(︁
(𝜆̃+ 2𝜇̃)𝑢̃′2

)︁′
+

2𝜀

3

(︁
2(𝜆̃𝑢̃1)

′ − 𝜇̃𝑢̃′1 + ((𝜆̃+ 2𝜇̃)𝑢̃′0)
′
)︁
− 𝜇̃𝑢̃2 = 0,

(8)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2𝜀

3
(𝜆̃+ 2𝜇̃)𝑢̃′2

⃒⃒
𝜉=1

+ (𝜆̃+ 2𝜇̃)𝑢̃′0
⃒⃒
𝜉=1

+ 2𝜆̃𝑢̃1
⃒⃒
𝜉=1

=
2𝑃0𝑘

𝜀2
,

3𝜀

4
𝜇̃𝑢̃′1

⃒⃒
𝜉=1

+ 𝜇̃𝑢̃2
⃒⃒
𝜉=1

= 0,

3𝜀

4
(𝜆̃+ 2𝜇̃)𝑢̃′2

⃒⃒
𝜉=1

+ (𝜆̃+ 2𝜇̃)𝑢̃′0
⃒⃒
𝜉=1

+ 2𝜆̃𝑢̃1
⃒⃒
𝜉=1

=
3𝑃2𝑘

𝜀3
,

𝑢̃𝑖(0) = 0, 𝑖 = 0, 2.

(9)

5. Анализ

Äëÿ ñðàâíåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïðèâåä¼ì ãðàôè÷åñêóþ èëëþñòðàöèþ ðåøåíèé
êðàåâûõ çàäà÷ (4), (5) è (8), (9), à òàêæå ñðàâíèì èõ ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè ïîñðåä-
ñòâîì ÊÝ ïàêåòà FlexPDE.

Îñîáîå âíèìàíèå óäåëåíî ïåðåìåùåíèþ 𝑢𝑟 = 𝜂ℎ · 𝑢̃1 íà áîêîâîé ãðàíèöå îáðàçöà 𝜂 = 𝜀
ñ öåëüþ èçó÷åíèÿ ïîãðàíñëîÿ âáëèçè òîðöåâîé çàäåëêè. Ïðîâåäåíà ñåðèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ
ýêñïåðèìåíòîâ ïî ðàñ÷¼òó ïîëåé ñìåùåíèé íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà äëÿ ðàçëè÷-
íûõ çàêîíîâ èçìåíåíèÿ 𝜆 = 𝐸0𝜆̃(𝜉) è 𝜇 = 𝐸0𝜇̃(𝜉).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíû ñìåùåíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé.
Èç íèõ âèäíî, ÷òî ìîäåëü âòîðîãî ïîðÿäêà äà¼ò ëó÷øåå ïðèáëèæåíèå ïî îòíîøåíèþ ê

êîíå÷íîýëåìåíòíîé ìîäåëè, ÷åì ìîäåëü ïåðâîãî ïîðÿäêà.
Òàêæå íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ îïèñàíèÿ ïåðåìåùåíèé ïðè ïîñòîÿííûõ çíà÷åíèÿõ

ïàðàìåòðîâ Ëàìå íà ó÷àñòêå 𝜉 ∈ [0.4, 1] ìîæíî èñïîëüçîâàòü èçâåñòíóþ ñòåðæíåâóþ ìîäåëü.
Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ñòåðæíåâîé ìîäåëè íîðìàòèâíàÿ äîêóìåíòàöèÿ ðåêîìåíäóåò âûäåð-

æèâàòü ñîîòíîøåíèå 𝜀 ⩽ 1
5
1. Ñ öåëüþ îöåíêè îáëàñòè ïðèìåíåíèÿ ïðåäëîæåííûõ ìîäåëåé

áûëè ïðîâåäåíû ðàñ÷¼òû äëÿ ñëó÷àÿ 𝜀 = 1
2 . Ðåçóëüòàòû ïîêàçàëè, ÷òî ñ ðîñòîì ïàðàìåòðà

𝜀 çîíà âëèÿíèÿ ïîãðàíñëîÿ óâåëè÷èâàåòñÿ, íî íåñìîòðÿ íà ýòî, ìîäåëè ïåðâîãî è âòîðîãî
ïîðÿäêîâ äîñòàòî÷íî òî÷íî îòðàæàþò ñòðóêòóðó ïåðåìåùåíèé è ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû
ïðè àíàëèçå îáðàòíîé çàäà÷è, ðåêîíñòðóêöèè ôèçè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ìàòåðèàëà öèëèí-
äðà.

1ГОСТ 1497-84. Металлы. Методы испытания на растяжение. Введен 1986-01-01. Москва : Стандартин-
форм, 2005. 35 с.
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а / a б / b

в / c г / d

Рис. 2. Перемещения 𝑢𝑟

⃒⃒
𝜂=𝜀

при 𝜀 = 1
5 : а— 𝐸̃(𝜉) = 1, 𝜈(𝜉) = 0.3; б — 𝐸̃(𝜉) = 1+𝜉2, 𝜈(𝜉) = 0.2+0.15𝜉2;

в — 𝐸̃(𝜉) =
1

1 + 𝜉2
, 𝜈(𝜉) = 0.4− 0.2𝜉2; г — 𝐸̃(𝜉) = 1 + 0.2 sin(2𝜋𝜉), 𝜈(𝜉) = 0.3 + 0.04 cos(2𝜋𝜉)

Fig. 2. Displacements 𝑢𝑟

⃒⃒
𝜂=𝜀

for 𝜀 = 1
5 : a— 𝐸̃(𝜉) = 1, 𝜈(𝜉) = 0.3; b — 𝐸̃(𝜉) = 1 + 𝜉2, 𝜈(𝜉) = 0.2 + 0.15𝜉2;

c — 𝐸̃(𝜉) =
1

1 + 𝜉2
, 𝜈(𝜉) = 0.4− 0.2𝜉2; d — 𝐸̃(𝜉) = 1 + 0.2 sin(2𝜋𝜉), 𝜈(𝜉) = 0.3 + 0.04 cos(2𝜋𝜉)

6. Обратная задача

Ïóñòü èçâåñòíû çíà÷åíèÿ ïåðåìåùåíèé 𝑢𝑟(𝜉), 𝑢𝑧(𝜉) äëÿ íàáîðà òî÷åê íà áîêîâîé ïî-
âåðõíîñòè îáðàçöà. Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ óïðóãèõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà îáðàòèìñÿ ê ìîäåëè
ïåðâîãî ïîðÿäêà, äëÿ êîòîðîé ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ãðàíè÷íûìè óñëî-
âèÿìè ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:⎧⎪⎨⎪⎩

(︁
(𝜆̃+ 2𝜇̃)𝑢̃′0

)︁′
+ 2(𝜆̃𝑢̃1)

′ = 0,

−
𝜀2

2
(𝜇̃𝑢̃′1)

′ + 4(𝜆̃+ 𝜇̃)𝑢̃1 + 2𝜆̃𝑢̃′0 = 0,
(10)

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
(𝜆̃+ 2𝜇̃)𝑢̃′0

⃒⃒
𝜉=1

+ 2𝜆̃𝑢̃1
⃒⃒
𝜉=1

=
2𝑃0𝑘

𝜀2
,

𝜇̃𝑢̃′1
⃒⃒
𝜉=1

= 0,

𝑢̃𝑖(0) = 0, 𝑖 = 0, 1.

(11)

Àíàëèç çàäà÷è (10), (11) ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî ïåðåìåùåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíû 𝑃0,
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ïîýòîìó ïîëîæèì â äàëüíåéøèõ ðàñ÷¼òàõ 𝑃0 = 1. Èç êðàåâîé çàäà÷è (10), (11) ïîëó÷èì
ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå èñêîìûå ïàðàìåòðû Ëàìå:

𝜆̃(𝜉) = 𝛼1(𝜉)𝜇̃(𝜉) + 𝛽1(𝜉),

𝜇̃′(𝜉) = 𝛼2(𝜉)𝜇̃(𝜉) + 𝛽2(𝜉), (12)

ãäå

𝛼1 = − 2𝑢̃′0
𝑢̃′0 + 2𝑢̃1

, 𝛽1 =
2𝑘

𝜀2(𝑢̃′0 + 2𝑢̃1)
,

𝛼2 =
−𝜀2𝑢̃′′1 + 8𝑢̃1(𝛼1 + 1) + 4𝛼1𝑢̃

′
0

𝜀2𝑢̃′1
, 𝛽2 =

4𝛽1(2𝑢̃1 + 𝑢̃′0)

𝜀2𝑢̃′1
.

Ââèäó îòñóòñòâèÿ ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ äëÿ 𝜇 èñõîäíàÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ÿâëÿåò-
ñÿ íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííîé [7]. Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ íåêîððåêòíîñòè áóäåì îòûñêèâàòü 𝜇 â
ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå [8,9]:

𝜇̃(𝜉) = exp(Φ(𝜉)c), (13)

Φ(𝜉) = (𝜙1(𝜉), ..., 𝜙𝑁 (𝜉))𝑇 � âåêòîð ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé, c = (𝑐1, ..., 𝑐𝑁 )𝑇 � âåê-
òîð íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ.

Ââåä¼ì ðàâíîìåðíóþ ñåòêó {𝜉𝑗}𝑀𝑗=1 è ïîòðåáóåì âûïîëíåíèÿ (13) â óçëàõ 𝜉𝑗 , ÷òî ïðè-
âîäèò ê íåëèíåéíîé ñèñòåìå îòíîñèòåëüíî c (𝑀 > 𝑁). Ïðè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ñèñòåìà
ñîñòàâëÿåòñÿ â äèñêðåòíûõ óçëàõ 𝜉𝑗 , âûðàæåíèÿ íåâÿçêè 𝑟𝑗(c) äëÿ êîòîðûõ ïðèìóò ñëåäó-
þùèé âèä:

𝑟𝑗(c) = exp(Φ(𝜉𝑗)c)(Φ
′(𝜉𝑗)c− 𝛼2(𝜉𝑗))− 𝛽2(𝜉𝑗), 𝑗 = 1,𝑀, (14)

Φ′(𝜉) = (𝜙′
1(𝜉), ..., 𝜙

′
𝑁 (𝜉))𝑇 � âåêòîð ïðîèçâîäíûõ áàçèñíûõ ôóíêöèé. Äëÿ ïðåäîòâðàùåíèÿ

÷èñëåííîãî ïåðåïîëíåíèÿ ïðè ýêñïîíåíöèàëüíîé àïïðîêñèìàöèè áàçèñíûå ôóíêöèè è èõ
ïðîèçâîäíûå íîðìèðóþòñÿ.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ (12) âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ðåãóëÿðèçàöèè À. Í. Òèõîíî-
âà [10], êîòîðûé áàçèðóåòñÿ íà ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà, ñ äîáàâëåíèåì êîððåêòèðóþùèõ
ñëàãàåìûõ [11]:

min
c

𝐽(c), 𝐽(c) = ‖r(c)‖22 + 𝛾𝑟𝑒𝑔‖𝐿c‖22 + 𝛾𝑑𝑖𝑎𝑔‖c‖22, (15)

r(c) = (𝑟1(c), ..., 𝑟𝑀 (c))𝑇 � âåêòîð íåâÿçîê, 𝛾𝑟𝑒𝑔 �ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè, îïðåäåëÿåìûé
ñ ïîìîùüþ ìåòîäà 𝐿-êðèâîé [12�14], 𝛾𝑑𝑖𝑎𝑔 �êîýôôèöèåíò ñòàáèëèçàöèè, îòâå÷àþùèé çà
ïðåäîòâðàùåíèå âûðîæäåíèÿ ñèñòåìû è ïîäàâëåíèå ñëèøêîì áîëüøèõ çíà÷åíèé 𝑐𝑖, 𝐿�
ðåãóëÿðèçàòîð âòîðîãî ïîðÿäêà. Íîðìàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ (15) áûëè ïîëó÷åíû ñ èñïîëü-
çîâàíèåì èòåðàòèâíîãî ìåòîäà Ãàóññà �Íüþòîíà:

(𝐽𝑇
𝑟 𝐽𝑟 + 𝛾𝑟𝑒𝑔𝐿

𝑇𝐿+ 𝛾𝑑𝑖𝑎𝑔𝐼)Δc = −𝐽𝑇
𝑟 r(c)− 𝛾𝑟𝑒𝑔𝐿

𝑇𝐿c− 𝛾𝑑𝑖𝑎𝑔𝐼c,

ãäå

(𝐽𝑟)𝑗𝑘 = 𝜇̃(𝜉𝑗)𝜙
′
𝑘(𝜉𝑗) + 𝜇̃(𝜉𝑗)

(︀
Φ′(𝜉𝑗)c− 𝛼2(𝜉𝑗)

)︀
𝜙𝑘(𝜉𝑗) ,

𝐼 � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Äîáàâëåíèå äèàãîíàëüíîãî ÷ëåíà 𝛾𝑑𝑖𝑎𝑔𝐼 ýêâèâàëåíòíî ðåãóëÿðèçà-
öèè íóëåâîãî ïîðÿäêà è îáåñïå÷èâàåò ÷èñëåííóþ óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ.

Äëÿ îöåíêè êà÷åñòâà ðåêîíñòðóêöèè áûë ïðîâåä¼í ðÿä ÷èñëåííûõ èñïûòàíèé äëÿ ôóíê-
öèîíàëüíî-ãðàäèåíòíûõ ìàòåðèàëîâ ïðè ðàçëè÷íîì𝑀 . Â êà÷åñòâå áàçèñíûõ ôóíêöèé áûëè
âûáðàíû øëÿïíûå ôóíêöèè, 𝐵-ñïëàéíû è ïîëèíîìû Ëåæàíäðà. Èç àíàëèçà äàííûõ ðèñ. 3
ñëåäóåò, ÷òî ïðè ïðèáëèæåíèè ê çàùåìë¼ííîé ãðàíèöå íàáëþäàåòñÿ ðîñò ïîãðåøíîñòè âîñ-
ñòàíîâëåííûõ ïàðàìåòðîâ. Îòìåòèì, ÷òî 𝐵-ñïëàéíû ñ 𝑃 -ñïëàéí øòðàôîì âòîðîãî ïîðÿäêà
ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü õîðîøèå ðåçóëüòàòû ðåêîíñòðóêöèè.
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а / a б / b

Рис. 3. Реконструкция обезразмеренных параметров Ламе для случая 𝐸̃ = 1 + 0.2 sin(2𝜋𝜉),

𝜈(𝜉) = 0.3 + 0.04 cos(2𝜋𝜉) при 𝑀 = 10: а—параметр 𝜇̃; б —параметр 𝜆̃
Fig. 3. Reconstruction of the dimensionless Lame parameters for the case 𝐸̃ = 1 + 0.2 sin(2𝜋𝜉),

𝜈(𝜉) = 0.3 + 0.04 cos(2𝜋𝜉) at 𝑀 = 10: a is parameter 𝜇̃; b is parameter 𝜆̃

Заключение

Ðàññìîòðåíà çàäà÷à î ñæàòèè öèëèíäðà ñ òîðöåâûì çàùåìëåíèåì, ãäå ïàðàìåòðû Ëà-
ìå ëèáî ïîñòîÿííûå, ëèáî ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè îñåâîé êîîðäèíàòû. Íà îñíîâå
ãèïîòåç îòíîñèòåëüíî ïîëåé ïåðåìåùåíèé ïîñòðîåíû äâå ïðèáëèæ¼ííûå ìîäåëè: ïåðâîãî è
âòîðîãî ïîðÿäêà. Îöåíåíà èõ ýôôåêòèâíîñòü íà îñíîâå ñðàâíåíèÿ ñ ÊÝ-ðàñ÷¼òàìè. Ïðåä-
ñòàâëåíà ñõåìà ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è. Ïðîâåäåíû âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû.
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