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Аннотация. Рассмотрены особенности персонификации конечно-элементной модели роговицы для

диагностики ее биомеханических свойств при кератоконусе и прогнозирования результатов лечения.

Ключевая проблема существующих моделей — использование усредненных параметров, не учиты-

вающих индивидуальные особенности пациента и сложную структуру зон сниженной жесткости

при кератоконусе. На основе клинических данных 256 глаз, полученных с помощью топографа

Pentacam AXL и тонометра Corvis ST, разработана методика построения персонализированных

3D-моделей в COMSOL Multiphysics. Для описания поведения роговицы использована гиперупругая

модель материала Yeoh, показавшая наименьшую погрешность при моделировании. При решении

различных задач применены специализированные алгоритмы оптимизации: метод внутренней точ-

ки (IPOPT)— для определения корректной недеформированной конфигурации роговицы под внут-

риглазным давлением; алгоритм Левенберга –Марквардта — для идентификации параметров мате-

риала здоровой ткани по данным динамической пневмотонометрии; алгоритм Нелдера –Мида—

для определения характеристик локальных областей сниженной жесткости, моделирующих кера-

токонус, по данным кератотопографии. Разработанная модель обеспечивает высокую точность пер-

сонализации биомеханических свойств и перспективна для планирования индивидуализированного

лечения кератоконуса: среднеквадратичное отклонение геометрических параметров менее 0.1%, ко-

эффициент корреляции расчетных и экспериментальных параметров деформации 0.94.
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Abstract. This study explores the personalization of a 3D finite element model of the cornea for

diagnosing its biomechanical properties in keratoconus and predicting treatment outcomes. A key limita-

tion of existing models is their reliance on averaged parameters, which fail to account for individual patient

variations and the presence/distribution of areas of reduced stiffness in keratoconus. Using clinical data

from 256 eyes obtained with Pentacam AXL and Corvis ST, a methodology for building personalized 3D

models in COMSOL Multiphysics was developed. The hyperelastic Yeoh material model, demonstrating

the lowest error, was used. Specialized optimization algorithms were applied for different tasks. The

Interior Point Optimizer (IPOPT) determined the undeformed configuration under intraocular pressure.

The Levenberg-Marquardt algorithm identified the material parameters of healthy tissue based on Corvis

ST dynamic tonometry data. Finally, the Nelder-Mead algorithm characterized local areas of reduced

stiffness using corneal topography data. The model provides high accuracy, with root mean square

deviation between modeled and measured geometric parameters below 0.1% and a correlation coefficient

of 0.94 between modeled and measured deformation parameters.
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Введение

Êåðàòîêîíóñ � ïðîãðåññèðóþùåå íåâîñïàëèòåëüíîå çàáîëåâàíèå ðîãîâèöû, õàðàêòåðèçó-
þùååñÿ íàðóøåíèåì ñòðóêòóðû êîëëàãåíîâûõ ôèáðèëë, ëîêàëüíûì èñòîí÷åíèåì è êîíè÷å-
ñêèì âûïÿ÷èâàíèåì ðîãîâèöû. Îíî ïðåèìóùåñòâåííî ïîðàæàåò ìîëîäûõ è ëþäåé ñðåäíåãî
âîçðàñòà, âûçûâàÿ óõóäøåíèå çðåíèÿ èç-çà íåïðàâèëüíîãî àñòèãìàòèçìà è âûñîêîé áëèçî-
ðóêîñòè [1�3].

Òî÷íàÿ äèàãíîñòèêà áèîìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ðîãîâèöû ïðè êåðàòîêîíóñå ÿâëÿåòñÿ êðè-
òè÷åñêè âàæíîé çàäà÷åé äëÿ ïîíèìàíèÿ ïàòîãåíåçà çàáîëåâàíèÿ è îöåíêè åãî ïðîãðåññèðî-
âàíèÿ. Ñîâðåìåííûå ìåòîäû äèàãíîñòèêè, âêëþ÷àþùèå òîïîãðàôèþ ðîãîâèöû ñ ïîìîùüþ
Øàéìïôëþã-àíàëèçàòîðîâ è áåñêîíòàêòíóþ òîíîìåòðèþ, îáåñïå÷èâàþò âûñîêîòî÷íûå äàí-
íûå î ãåîìåòðèè ðîãîâèöû è åå äåôîðìàöèîííûõ õàðàêòåðèñòèêàõ [4, 5].

Ïðèìåíåíèå êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîçâîëÿåò êîëè÷åñòâåííî îöåíèâàòü áèîìå-
õàíè÷åñêèå ïàðàìåòðû ðîãîâèöû íà îñíîâå êëèíè÷åñêèõ äàííûõ. Èññëåäîâàíèÿ â îáëàñòè
áèîìåõàíè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ðîãîâèöû äåëÿòñÿ íà íåñêîëüêî íàïðàâëåíèé, ãäå ðîãîâè-
öà ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ãèïåðóïðóãàÿ èçîòðîïíàÿ èëè àíèçîòðîïíàÿ îáîëî÷êà ñ çîíàìè ðàç-
ëè÷íîé æåñòêîñòè [6�9]. Íàïðèìåð, â ðàáîòàõ À. Ïàíäîëüôè [9] àíèçîòðîïíûå ñâîéñòâà ðî-
ãîâèöû îïèñàíû ñ èñïîëüçîâàíèåì ìîäèôèöèðîâàííîé ìîäåëè Õîëüöàïôåëÿ, a Áàî è äð. [7]
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èñïîëüçîâàëè ìîäåëü Îãäåíà äëÿ îïèñàíèÿ ìåõàíè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ñòðîìû ðîãîâèöû è
ñêëåðû, ðàññìàòðèâàÿ èõ êàê ãèïåðýëàñòè÷íûé, èçîòðîïíûé è ïðàêòè÷åñêè íåñæèìàåìûé
ìàòåðèàë ñ ðàçëè÷íûìè õàðàêòåðèñòèêàìè.

Îäíàêî ñóùåñòâóþùèå ìîäåëè [1�9] èìåþò ðÿä îãðàíè÷åíèé äëÿ êëèíè÷åñêîãî ïðèìå-
íåíèÿ. Äëÿ ïîâûøåíèÿ äèàãíîñòè÷åñêîé öåííîñòè ìîäåëåé âàæíî áîëåå òî÷íî ó÷èòûâàòü
èíäèâèäóàëüíûå âàðèàöèè áèîìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ðîãîâèöû, îñîáåííî ëîêàëüíîå ñíèæå-
íèå æåñòêîñòè òêàíè íà ðàçëè÷íûõ ñòàäèÿõ êåðàòîêîíóñà. Ýòî ïîçâîëèò óëó÷øèòü òî÷íîñòü
ðàñ÷åòíîé äèàãíîñòèêè è ïðîãíîçèðîâàíèÿ ïîñëåîïåðàöèîííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Öåëü ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â ðàçðàáîòêå àëãîðèòìîâ ïåðñîíàëèçàöèè 3D-êîíå÷íî-ýëå-
ìåíòíîé ìîäåëè ðîãîâèöû äëÿ öèôðîâîé äèàãíîñòèêè èíäèâèäóàëüíûõ áèîìåõàíè÷åñêèõ
ñâîéñòâ ïðè êåðàòîêîíóñå è ïðîãíîçèðîâàíèÿ ýôôåêòèâíîñòè ëå÷åíèÿ íà îñíîâå äàííûõ
êëèíè÷åñêîãî îáñëåäîâàíèÿ ïàöèåíòà.

1. Экспериментальные данные и задачи исследования

Ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå èññëåäîâàíèÿ âêëþ÷àëè ðåçóëüòàòû êîìïëåêñíîãî êëèíè-
÷åñêîãî îáñëåäîâàíèÿ 256 ãëàç, ðàçäåëåííûõ íà ÷åòûðå ãðóïïû â çàâèñèìîñòè îò ñòàäèè
çàáîëåâàíèÿ. Êîíòðîëüíóþ ãðóïïó ñîñòàâèëè 174 ãëàçà çäîðîâûõ ïàöèåíòîâ ñ íîðìàëüíîé
ðîãîâèöåé ðàçëè÷íîé ðåôðàêöèè, ãðóïïû ñ êåðàòîêîíóñîì âêëþ÷àëè: I ñòàäèÿ� 16 ãëàç,
II ñòàäèÿ� 20 ãëàç, III ñòàäèÿ� 46 ãëàç.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ òîïîãðàôè÷åñêèõ è òîìîãðàôè÷åñêèõ äàííûõ èñïîëüçîâàëñÿ Øàéìï-
ôëþã-àíàëèçàòîð Pentacam AXL (OCULUS Optikgerate GmbH, Ãåðìàíèÿ), ñêàíèðóþùèé
ðîãîâèöó ñ ðàçðåøåíèåì ñâûøå 19 000 òî÷åê, ñ ðåãèñòðàöèåé êàðò âûñîò, ïàõèìåòðèè, êðè-
âèçíû è ýëåâàöèè çàäíåé ïîâåðõíîñòè. Áèîìåõàíè÷åñêèå ïàðàìåòðû îïðåäåëÿëèñü òîíîìåò-
ðîì Corvis ST, èçìåðÿþùèì äåôîðìàöèþ ðîãîâèöû ïîä âîçäóøíûì èìïóëüñîì. Âåðèôè-
êàöèÿ ìîäåëåé îñóùåñòâëÿëàñü ñ ïîìîùüþ îïòè÷åñêîé êîãåðåíòíîé òîìîãðàôèè ðîãîâèöû
âûñîêîãî ðàçðåøåíèÿ. Äëÿ îöåíêè òî÷íîñòè ìîäåëè áûëî ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ëîêàëü-
íîé àäàïòàöèè ñåòêè, âêëþ÷àþùåå ïîñòåïåííîå óòî÷íåíèå ñåòêè â ìåñòàõ ñ íàèáîëüøèìè
îøèáêàìè. Êðèòåðèåì äîñòèæåíèÿ ñåòî÷íîé ñõîäèìîñòè ñëóæèëà àìïëèòóäà ïåðåìåùåíèÿ
ðîãîâèöû ìåíåå ÷åì íà 1% ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè ïëîòíîñòè ñåòêè.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ áèîìåõàíè÷åñêèõ è ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ðîãîâèöû ïðè êåðàòî-
êîíóñå èññëåäîâàíèå ðàçäåëåíî íà äâà ýòàïà: 1) ñîçäàíèå ïåðñîíàëèçèðîâàííîé 3D-ìîäåëè
ðîãîâèöû ñ ó÷åòîì âíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ è âîçäóøíîãî èìïóëüñà íà áåñêîíòàêòíîì òî-
íîìåòðå äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåäåôîðìèðîâàííîé êîíôèãóðàöèè è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé; 2) èäåí-
òèôèêàöèÿ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà ðîãîâèöû, âêëþ÷àÿ ïàðàìåòðû ãèïåðóïðóãîé ìîäåëè äëÿ
èíòàêòíûõ ó÷àñòêîâ è çîí ïîíèæåííîé æåñòêîñòè ïðè êåðàòîêîíóñå. Íà êàæäîì ýòàïå ðàç-
ðàáîòàíû àëãîðèòìû ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêîé îïòèìèçàöèè äëÿ ìèíèìèçàöèè îòêëîíåíèé
ìåæäó ðàñ÷åòíûìè è ýêñïåðèìåíòàëüíûìè êåðàòîòîïîãðàôè÷åñêèìè è áèîìåõàíè÷åñêèìè
äàííûìè.

2. Основные уравнения и граничные условия

Ãåîìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü ðîãîâèöû ôîðìèðóåòñÿ íà îñíîâå òîïîãðàôè÷åñêèõ è òîìîãðà-
ôè÷åñêèõ äàííûõ êåðàòîòîïîãðàôà Pentacam AXL. Èñõîäíûå äàííûå âêëþ÷àþò êîîðäè-
íàòû òî÷åê ïåðåäíåé è çàäíåé ïîâåðõíîñòåé ðîãîâèöû â âèäå äâóìåðíûõ ìàññèâîâ (ïðè-
ìåðíî 9300 è 7300 òî÷åê ñîîòâåòñòâåííî) [10,11]. Òðåõìåðíàÿ ìîäåëü ñîçäàåòñÿ â COMSOL
Multiphysics ñ èñïîëüçîâàíèåì ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, ãäå ãðà-
íè÷íûå ïîâåðõíîñòè àïïðîêñèìèðóþòñÿ ïî çàäàííûì âûñîòíûì êîîðäèíàòàì. Äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷ çàäàþòñÿ óðàâíåíèÿ êâàçèñòàòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ

∇ · (𝐹𝑆)𝑇 + 𝑓𝑉 = 0,

ãäå∇� îïåðàòîð íàáëà; 𝑇 � ñèìâîë òðàíñïîíèðîâàíèÿ; 𝑓𝑉 � âåêòîð îáúåìíûõ ñèë; 𝑆 � âòî-
ðîé òåíçîð íàïðÿæåíèé Ïèîëû�Êèðõãîôà; 𝐹 � ãðàäèåíò äåôîðìàöèè.
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Ìàòåðèàë ðîãîâèöû ñ÷èòàåòñÿ ãèïåðóïðóãèì, åãî çàêîí äåôîðìèðîâàíèÿ çàäàåòñÿ ñîîò-
íîøåíèåì ôóíêöèè ïëîòíîñòè ýíåðãèè óïðóãîé äåôîðìàöèè 𝑊𝑠 è âòîðîãî òåíçîðà íàïðÿ-
æåíèé Ïèîëû�Êèðõãîôà 𝑆 [12]:

𝑆 = 𝑆ext +
𝜕𝑊𝑠

𝜕𝐸
, (1)

ãäå 𝑆ext � òåíçîð âíåøíèõ (äîïîëíèòåëüíûõ) íàïðÿæåíèé; 𝐸 � òåíçîð äåôîðìàöèè Ãðèíà �
Ëàãðàíæà.

Ôóíêöèÿ 𝑊𝑠 ìîæåò ó÷èòûâàòü ñîîòíîøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì ìåõàíèçìàì
äåôîðìèðîâàíèÿ ìàòåðèàëà, [13]:

𝑊𝑠 =𝑊iso +𝑊vol, (2)

ãäå 𝑊𝑠 �ïëîòíîñòü ýíåðãèè óïðóãîé äåôîðìàöèè; 𝑊iso �èçîòðîïíàÿ ÷àñòü óäåëüíîé ýíåð-
ãèè óïðóãîé äåôîðìàöèè; 𝑊vol � ýíåðãèÿ îáúåìíîé óïðóãîé äåôîðìàöèè.

Îáùàÿ ïîñòàíîâêà ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ çàäàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ è
óðàâíåíèé ñîâìåñòíîñòè äåôîðìàöèé â âèäå, ïðèâåäåííîì â [10, 11], ôèçè÷åñêèìè ñîîòíî-
øåíèÿìè (1), (2), à òàêæå ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, çàäàííûìè íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîâåðõ-
íîñòÿõ Γ ðîãîâèöû (ðèñ. 1).

Рис. 1. Общий вид сечения геометрической модели роговицы, схема нагружения
и закрепления граничных поверхностей при обследовании на приборе CORVIS

(цвет онлайн)
Fig. 1. General view of the cross-section of the corneal geometric model, loading and
boundary surface fixation scheme during examination with the CORVIS (color online)

1. Îòñóòñòâèå ïåðåìåùåíèé íà ïîâåðõíîñòÿõ Γ𝑆 , ïðèìûêàþùåé ê ñêëåðå:

𝑢 = 0, Γ ∈ Γ𝑆 . (3)

2. Äåéñòâèå íà çàäíåé ïîâåðõíîñòè ðîãîâèöû ïîâåðõíîñòíî ðàñïðåäåëåííîé íàãðóçêè
èíòåíñèâíîñòüþ 𝑞𝑏 (âäîëü ñîñòàâëÿþùèõ âåêòîðà íîðìàëè 𝑛):

𝑆 · 𝑛 = 𝑞𝑏, Γ ∈ Γ𝑏. (4)

3. Äåéñòâèå íà ïåðåäíåé ïîâåðõíîñòè ðîãîâèöû ïîâåðõíîñòíî ðàñïðåäåëåííîé íàãðóçêè
èíòåíñèâíîñòüþ 𝑞𝑓

𝑆 · 𝑛 = 𝑞𝑓 , Γ ∈ Γ𝑓 . (5)

3. Алгоритмы и методы решения задачи

3.1. Алгоритм построения начальной конфигурации модели роговицы

Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ ðîãîâèöû, ïîëó÷åííàÿ íà òîïîãðàôå Pentacam in vivo, îò-
ðàæàåò åå äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ïîä âîçäåéñòâèåì âíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ (ÂÃÄ).
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Ïðÿìîå èñïîëüçîâàíèå òàêîé êîíôèãóðàöèè íåêîððåêòíî, ïîñêîëüêó ïðèëîæåíèå ÂÃÄ âû-
çîâåò ñìåùåíèå òî÷åê îò ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ïîçèöèé. Èñêëþ÷åíèå ÂÃÄ äëÿ ñîõðàíåíèÿ
ýêñïåðèìåíòàëüíîé ãåîìåòðèè óñòðàíÿåò ñîîòâåòñòâóþùèå íàïðÿæåíèÿ, ñíèæàÿ òî÷íîñòü
àíàëèçà.

Â ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå COMSOL Multiphysics äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ ìî-
äóëü îïòèìèçàöèè ãåîìåòðèè ïåðåäíåé è çàäíåé ïîâåðõíîñòåé ðîãîâèöû. Êðèòåðèé îïòè-
ìèçàöèè çàêëþ÷àåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ïîâåðõíîñòåé ðîãîâèöû ïðè âîçäåéñòâèè ÂÃÄ ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíûì äàííûì êîîðäèíàò ñ ïðèáîðà òîïîãðàôèè Pentacam. Òåñòîâûå ðàñ÷åòû
ïîêàçàëè, ÷òî íàèìåíüøàÿ ïîãðåøíîñòü äëÿ ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìîâ îïòèìèçàöèè òðåõìåð-
íîé ìîäåëè [14] äîñòèãàåòñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà âíóòðåííåé òî÷êè (IPOPT� Interior
Point Optimizer).

Ñîãëàñíî àëãîðèòìó èñõîäíàÿ ãåîìåòðèÿ, ïîëó÷åííàÿ èç äàííûõ êåðàòîòîïîãðàôèè ïà-
öèåíòà, èòåðàöèîííî êîððåêòèðóåòñÿ â íåäåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè, ÷òîáû ïðè âîçäåé-
ñòâèè ÂÃÄ äåôîðìèðîâàííàÿ êîíôèãóðàöèÿ ðîãîâèöû ñîîòâåòñòâîâàëà ýêñïåðèìåíòàëüíûì
äàííûì ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ 𝜀. Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ïðè ýòîì îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:

𝐹x(𝑦, 𝑧) =

∫︁
Γ𝑏

|𝑋э(𝑦, 𝑧)−𝑋р(𝑦, 𝑧)| 𝑑𝑆 +

∫︁
Γ𝑓

|𝑋э(𝑦, 𝑧)−𝑋р(𝑦, 𝑧)| 𝑑𝑆 → min, (6)

ãäå𝑋э(𝑦, 𝑧)� ýêñïåðèìåíòàëüíûå âûñîòû ïîâåðõíîñòè ðîãîâèöû ïðè òîïîãðàôèè Pentacam;
𝑋р(𝑦, 𝑧)� ñîîòâåòñòâóþùèå ðàñ÷åòíûå âûñîòû ïîâåðõíîñòè ðîãîâèöû.

Ïðîöåäóðà èäåíòèôèêàöèè íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ðîãîâèöû ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 2.

а / a

б / b

в / c г / d

Рис. 2. Нахождение исходной формы роговицы: а—модель роговицы без давления; б —модель
роговицы под действием ВГД с погрешностью 𝛿 > 0.1%; в —модель роговицы под действи-
ем ВГД с погрешностью 𝛿 < 0.1%; г — схема определения начального состояния роговицы

(цвет онлайн)
Fig. 2. Determination of the initial corneal shape: a is the cornea model without pressure; b is the
cornea model under the influence of IOP with an error 𝛿 > 0.1%; c is the cornea model under the
influence of IOP with an error 𝛿 < 0.1%; d is the scheme for determining the initial state of the

cornea (color online)
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Îíà âêëþ÷àåò ñëåäóþùèå øàãè:
1) íà îñíîâå äàííûõ êåðàòîòîïîãðàôèè (Pentacam AXL) ñîçäàåòñÿ èíäèâèäóàëüíàÿ 3D-

ìîäåëü ðîãîâèöû (ðèñ. 2, а) ñ çàäàíèåì ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ (øàã 1, ðèñ. 2, г):
𝑐𝑖 = 𝑐𝑖ср , 𝜓𝑗 = 𝑅𝑗 = 0;

2) çàäàåòñÿ âîçäåéñòâèå ÂÃÄ íà çàäíþþ ïîâåðõíîñòü Γ𝑏 ðîãîâèöû ïî (4), îïðåäåëÿÿ
ôîðìó ïîä ÂÃÄ (øàã 2, ðèñ. 2, д), êîòîðàÿ ìîæåò íå ñîâïàäàòü ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè
äàííûìè (ðèñ. 2, б );

3) ïðîâîäèòñÿ îïòèìèçàöèÿ ôîðìû (øàã 3, ðèñ. 2, г) ìåòîäîì âíóòðåííåé òî÷êè ïî (7)
ñ îãðàíè÷åíèÿìè 𝐷max = 0.2 ìì, 𝑅min = 0.02 ìì.

Íà÷àëüíàÿ ãåîìåòðèÿ ñ÷èòàåòñÿ íàéäåííîé, êîãäà ñóììàðíîå îòêëîíåíèå (6) ðàñ÷åòíûõ
è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ êîîðäèíàò äîñòèãàåò 𝛿𝑥 < 𝜀 = 0.1% (ðèñ. 2, в). Íàïðÿæåíèÿ îáíó-
ëÿþòñÿ, ìîäåëü íàãðóæàåòñÿ ÂÃÄ äëÿ ðàñ÷åòà íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ
(ÍÄÑ) è îáíîâëåíèÿ êîíôèãóðàöèè ïîâåðõíîñòåé ðîãîâèöû.

3.2. Алгоритм определения биомеханических свойств материала роговицы

Âûáîð ìîäåëè ãèïåðóïðóãîñòè (2) ïðîèçâîäèòñÿ ïî ðåçóëüòàòàì ñîïîñòàâëåíèÿ ðàñ÷åò-
íîé àìïëèòóäû ïåðåìåùåíèÿ ðîãîâèöû ïîä äåéñòâèåì ïíåâìàòè÷åñêîãî èìïóëüñà è ýêñïå-
ðèìåíòàëüíûõ äàííûõ îáñëåäîâàíèÿ ïàöèåíòîâ íà ïíåâìîòîíîìåòðå.

Ïî ðåçóëüòàòàì èññëåäîâàíèÿ â êà÷åñòâå áàçîâîé ïðèíÿòà ìîäåëü Yeoh, â ðàìêàõ êîòîðîé
ñîñòàâëÿþùèå ôóíêöèè 𝑊𝑠 â (2) ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå

𝑊s = (1− 𝜓𝑘𝑐) ·
[︀
𝑐1(𝐼1 − 3) + 𝑐2(𝐼1 − 3)2 + 𝑐3(𝐼1 − 3)3

]︀
+

1

2
𝜅(𝐽𝑒𝑙 − 1)2, (7)

ãäå 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3 � ýìïèðè÷åñêèå ïàðàìåòðû ìîäåëè; 𝐼1 �ïåðâûé èíâàðèàíò (ñëåä) òåíçîðà 𝐶;
𝐶 �èçîõîðíûé óïðóãèé ïðàâûé òåíçîð äåôîðìàöèè Êîøè�Ãðèíà; 𝐽𝑒𝑙 � óïðóãàÿ îáúåìíàÿ
äåôîðìàöèÿ; 𝜅�ìîäóëü îáúåìíîé óïðóãîñòè; 𝜓𝑘𝑐 � ñóììàðíîå ñíèæåíèå æåñòêîñòè â çîíå
êåðàòîêîíóñà.

Ïåðñîíàëèçàöèÿ ïàðàìåòðîâ (𝑐𝑖) ìîäåëè ìàòåðèàëà (7) ïðîâîäèòñÿ íà îñíîâå ñîãëàñî-
âàíèÿ ðàñ÷åòíûõ äàííûõ î äåôîðìàöèÿõ ðîãîâèöû è êëèíè÷åñêèõ äàííûõ îáñëåäîâàíèÿ
ïàöèåíòà íà ïíåâìîòîíîìåòðå òèïà Corvis ST. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ìåòîäîì íàè-
ìåíüøèõ êâàäðàòîâ öåëåâîé ôóíêöèè, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé ñóììó êâàäðàòîâ îòêëîíåíèé
ðàñ÷åòíûõ çíà÷åíèé îò ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äëÿ àìïëèòóäû è ñêîðîñòè ñìåùåíèÿ â àïåêñå:

𝐹𝑥𝐴(𝑐𝑖) =
∑︁

[𝐷𝐴э(𝑡)−𝐷𝐴р(𝑡, 𝑐𝑖)]
2 → min, (8)

ãäå 𝐷𝐴�ïåðåìåùåíèÿ òî÷åê ðîãîâèöû ïðè áåñêîíòàêòíîé òîíîìåòðèè âî âðåìåíè.
Ìèíèìèçàöèÿ âûïîëíÿåòñÿ ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà Ëåâåíáåðãà �Ìàðêâàðäòà äëÿ âñåõ

âðåìåííûõ øàãîâ ïóòåì ïîèñêà êîýôôèöèåíòîâ, îáåñïå÷èâàþùèõ íàèëó÷øåå ñîîòâåòñòâèå
ðàñ÷åòíûõ êðèâûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì.

Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ êåðàòîêîíóñà èñïîëüçóåòñÿ ñèñòåìà ëîêàëüíûõ îáëàñòåé, äëÿ êîòî-
ðûõ â âûðàæåíèè (7) çàäàþòñÿ êîýôôèöèåíòû ñíèæåíèÿ æåñòêîñòè ìàòåðèàëà (ðèñ. 3) [11]:

𝜓𝑘𝑐 =
∑︁

𝜓𝑗 · exp
[︁
𝜃𝑗𝑥𝑥

2/𝑎2𝑗𝑥 + 𝜃𝑗𝑦𝑦
2/𝑎2𝑗𝑦 + 𝜃𝑗𝑧𝑧

2/𝑎2𝑗𝑧

]︁
, (9)

ãäå 𝑥𝑗 , 𝑦𝑗 , 𝑧𝑗 �ëîêàëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò, ñâÿçàííàÿ ñ öåíòðîì 𝑗-é çîíû ïîíèæåííîé
æåñòêîñòè � òî÷êîé 𝑆𝑗 ; 𝜓𝑗 �ìàêñèìàëüíîå îòíîñèòåëüíîå ñíèæåíèå æåñòêîñòè â òî÷êå 𝑆𝑗 ;
𝑎𝑗 , 𝑏𝑗 , 𝑐𝑗 �ïàðàìåòðû, óñòàíàâëèâàþùèå ãðàäèåíò èçìåíåíèÿ ñâîéñòâ ïî ðàññìàòðèâàåìîé
îáëàñòè âäîëü ñîîòâåòñòâóþùåé îñè.

Ïðèíÿòû ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ â (9): 𝜃𝑗𝑥 = 𝜃𝑗𝑦 = 𝜃𝑗𝑧 = −0.693; 𝑎𝑗𝑥 = 𝑎𝑗𝑦 =
= 𝑎𝑗𝑧 = 𝑅𝑗 , ÷òî ñîîòâåòñòâóåò 50%-ìó ñíèæåíèþ çíà÷åíèé ôóíêöèè 𝜓𝑗 íà ðàññòîÿíèè 𝑅𝑗

îò òî÷êè 𝑆𝑗 .
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Öåíòðû îáëàñòåé ïîíèæåííîé æåñòêîñòè ðàñïîëàãàþòñÿ â ïÿòè îïîðíûõ òî÷êàõ: àïåê-
ñå (Apex), ìèíèìàëüíîé ïàõèìåòðèè (𝑃min), íàèáîëüøåé çàäíåé ýëåâàöèè (𝑒max), ìàêñè-
ìàëüíîé èíòåíñèâíîñòè äåôîðìàöèé (𝜀max), ìàêñèìàëüíîé êðèâèçíû ïåðåäíåé ïîâåðõíîñòè
(𝐾max), à òàêæå â 14 ïðîìåæóòî÷íûõ� ðàâíîóäàëåííûõ îò îïîðíûõ (âñåãî 19 òî÷åê 𝑆𝑗). Çà
ñ÷åò ýòîãî ñîçäàåòñÿ ðåàëèñòè÷íîå ðàñïðåäåëåíèå ñâîéñòâ â ïàòîëîãè÷åñêè èçìåíåííîé ðî-
ãîâèöå (ðèñ. 3, в).

а / a

б / b в / c

Рис. 3. Многоочаговая модель зоны пониженной жесткости в области кератоконуса в объ-
еме роговицы по ее передней (а), задней (в) поверхностям и в сечениях по толщине (б )

(цвет онлайн)
Fig. 3. The multifocal model of the zone of reduced stiffness in the area of keratoconus in the
volume of the cornea along its anterior (a), posterior (c) surfaces and in the sections along the

thickness (b) (color online)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ çîíû êåðàòîêîíóñà (ìàêñèìàëüíîå ñíèæåíèå æåñòêîñòè è
ýôôåêòèâíûé ðàäèóñ 𝑅𝑗) íà îñíîâå äàííûõ òàíãåíöèàëüíîé êðèâèçíû ïåðåäíåé ïîâåðõíî-
ñòè ðîãîâèöû áûë âûáðàí àëãîðèòì Íåëäåðà �Ìèäà. Ýòî ðåøåíèå îñíîâàíî íà ñðàâíèòåëü-
íîì àíàëèçå (òàáëèöà), ïîêàçàâøåì, ÷òî äàííûé ìåòîä îáåñïå÷èâàåò íàèìåíüøóþ ïîãðåø-
íîñòü â îïðåäåëåíèè äëÿ óñëîâíî çäîðîâûõ ðîãîâèö (0.021±0.026) è ðîãîâèö ñ êåðàòîêîíóñîì
(I ñòàäèÿ� 0.077 ± 0.028; II ñòàäèÿ� 0.186 ± 0.047; III ñòàäèÿ� 0.394 ± 0.01) ïî ñðàâíåíèþ
ñ àëüòåðíàòèâíûìè àëãîðèòìàìè îïòèìèçàöèè (COBYLA, BOBYQA, MMA è IPOPT).

Погрешность алгоритмов оптимизации параметров зоны пониженной жесткости
Table. The error of the algorithms for optimizing the parameters of the reduced stiffness zone

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è âûäåëÿþòñÿ êëþ÷åâûå ýòàïû: îïðåäåëåíèå îáëàñòè ìàêñèìàëüíîé
êðèâèçíû íà òîïîãðàôè÷åñêîé êàðòå ðîãîâèöû; çàäàíèå íà÷àëüíûõ ïàðàìåòðîâ çîíû êåðà-
òîêîíóñà äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ åãî âëèÿíèÿ íà äåôîðìàöèè ðîãîâèöû; îïðåäåëåíèå çíà÷åíèé
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𝜓𝑗 è 𝑅𝑗 ìåòîäîì Íåëäåðà �Ìèäà ïóòåì ìèíèìèçàöèè öåëåâîé ôóíêöèè, îòðàæàþùåé îò-
êëîíåíèå ðàñ÷åòíîé òàíãåíöèàëüíîé êðèâèçíû ïåðåäíåé ïîâåðõíîñòè ðîãîâèöû îò äàííûõ
êåðàòîòîïîãðàôà Pentacam AXL:

𝐹𝐾(𝜓𝑗 , 𝑅𝑗) =
∑︁

[𝐾𝑡э(𝑦, 𝑧)−𝐾𝑡р(𝑦, 𝑧, 𝜓𝑗 , 𝑅𝑗)]
2 → min, (10)

ãäå 𝐾𝑡 �êðèâèçíà ïåðåäíåé ïîâåðõíîñòè ðîãîâèöû â çàâèñèìîñòè îò ìàêñèìàëüíîãî îòíî-
ñèòåëüíîãî ñíèæåíèÿ æåñòêîñòè 𝜓𝑗 è ðàäèóñà 𝑅𝑗 .

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò âàëèäèðóåòñÿ èç ñîïîñòàâëåíèÿ ñ îáúåêòèâíûìè êëèíè÷åñêèìè
ïîêàçàòåëÿìè�ìàêñèìàëüíîå ñíèæåíèå óïðóãèõ êîýôôèöèåíòîâ 𝜓max, ìàêñèìàëüíûé ýô-
ôåêòèâíûé ðàäèóñ 𝑅𝑘.

Íà îñíîâå ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè, ðåàëèçîâàííûõ â COMSOL Multiphysics, ðàçðàáîòàí
àëãîðèòì ðàñ÷åòà áèîìåõàíè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ðîãîâèöû ïî ôîðìóëå (7). Àëãîðèòì ñî-
ñòîèò èç äâóõ ìîäóëåé: îïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ èíòàêòíîé òêàíè (ðèñ. 4, áëîê À) è èäåí-
òèôèêàöèÿ õàðàêòåðèñòèê çîí ïîíèæåííîé æåñòêîñòè ïðè êåðàòîêîíóñå (ðèñ. 4, áëîê Á).
Ýòà ñõåìà (ðèñ. 4) ó÷èòûâàåò íåëèíåéíóþ ãèïåðóïðóãîñòü ìàòåðèàëà è èíäèâèäóàëüíóþ
ãåîìåòðèþ ðîãîâèöû.

Рис. 4. Процедура определения биомеханических параметров роговицы
Fig. 4. Procedure for determining the biomechanical parameters of the cornea

Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ìàòåðèàëà íàçíà÷àþòñÿ ïî ðå-
çóëüòàòàì ñåðèè ïðåäâàðèòåëüíûõ ðàñ÷åòîâ êàê ñðåäíèå äëÿ çäîðîâûõ ðîãîâèö (𝑐1 = 0.225
ÌÏà; 𝑐2 = −28.3 ÌÏà; 𝑐3 = 2460 ÌÏà, 𝜓𝑘𝑐 = 0). Óñòàíàâëèâàåòñÿ íà÷àëüíîå íåäåôîðìèðî-
âàííîå ñîñòîÿíèå ðîãîâèöû (ñì. ðèñ. 3), ïðîèçâîäèòñÿ åå íàãðóæåíèå BÃÄ è îïðåäåëÿåòñÿ
íà÷àëüíîå ÍÄÑ ìàòåðèàëà.

3.3. Определение биомеханических параметров роговицы в здоровой части

Íà îñíîâå óñòàíîâëåííîé êîíôèãóðàöèè è íà÷àëüíîãî íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî
ñîñòîÿíèÿ ðîãîâèöû ðåøàåòñÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à (3)�(5) î äåôîðìàöèÿõ ïîä âîçäåéñòâèåì âîç-
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äóøíîãî èìïóëüñà ïðè òîíîìåòðèè íà ïðèáîðå Corvis ST. Äëÿ ìèíèìèçàöèè öåëåâîé ôóíê-
öèè (8) ñ èñïîëüçîâàíèåì ïàðàìåòðîâ 𝑐𝑖 ïðèìåíÿåòñÿ àëãîðèòì Ëåâåíáåðãà �Ìàðêâàðäòà,
ïðè ýòîì äëÿ çäîðîâîé ðîãîâèöû ïàðàìåòðû 𝜓𝑗 , 𝑅𝑗 ïðèíèìàþòñÿ ðàâíûìè íóëþ. Íà ñëåäó-
þùåì ýòàïå ïàðàìåòðû çäîðîâîé òêàíè (𝑐𝑖) è ïðåäâàðèòåëüíûå õàðàêòåðèñòèêè çîí êåðàòî-
êîíóñà (𝜓𝑗 , 𝑅𝑗), ïîëó÷åííûå â áëîêå À (ñì. ðèñ. 4), èñïîëüçóþòñÿ â áëîêå Á äëÿ îáåñïå÷åíèÿ
ñîãëàñîâàííîñòè ðàñ÷åòîâ. Çíà÷åíèÿ 𝜓𝑗 , 𝑅𝑗 çàäàþòñÿ íà îñíîâå êëèíè÷åñêèõ äàííûõ, ó÷è-
òûâàþùèõ èíòåíñèâíîñòü äåôîðìàöèé, ñòàäèþ êåðàòîêîíóñà è ðàçìåð çîíû ìèíèìàëüíîé
òîëùèíû ðîãîâèöû [13].

3.4. Поиск параметров в зоне пониженной жесткости кератоконуса

Â áëîêå Á àëãîðèòìà (ñì. ðèñ. 4) óòî÷íÿþòñÿ ïàðàìåòðû 𝜓𝑗 è 𝑅𝑗 â ôîðìóëå (7) ñ èñïîëü-
çîâàíèåì ìíîãîî÷àãîâîé ìîäåëè êåðàòîêîíóñà (ñì. ðèñ. 3), ãäå ðàäèóñ è ñòåïåíü ñíèæåíèÿ
æåñòêîñòè îïðåäåëÿþòñÿ äëÿ 19 ëîêàëüíûõ îáëàñòåé âîêðóã 5 êëþ÷åâûõ òî÷åê ðîãîâèöû
(38 ïàðàìåòðîâ). Îáðàòíàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ ìåòîäîì Íåëäåðà �Ìèäà ïóòåì ìèíèìèçàöèè
öåëåâîé ôóíêöèè (10), îòðàæàþùåé îòêëîíåíèå ðàñ÷åòíîé òàíãåíöèàëüíîé êðèâèçíû îò
êëèíè÷åñêèõ äàííûõ. Çàòåì êîýôôèöèåíòû ìîäåëè Yeoh (𝑐1, 𝑐2, 𝑐3) ðåêàëèáðóþòñÿ â áëî-
êå À ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Ëåâåíáåðãà �Ìàðêâàðäòà. Îêîí÷àòåëüíàÿ âåðèôèêàöèÿ ìîäåëè
ïðîâîäèòñÿ ïóòåì ñðàâíåíèÿ ðàñ÷åòíûõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ òîíîìåòðà Corvis
ST: ìàêñèìàëüíîé àìïëèòóäû äåôîðìàöèè, âðåìåíè åå äîñòèæåíèÿ, ñêîðîñòè äåôîðìàöèè
è ðàñïðåäåëåíèÿ äåôîðìàöèé ïî ðîãîâèöå. Ðàçðàáîòàííûé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (Áëîê À
→ Áëîê Á → Ðåêàëèáðîâêà → Âåðèôèêàöèÿ) îáåñïå÷èâàåò òî÷íîå îïðåäåëåíèå áèîìåõàíè-
÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ðîãîâèöû, ó÷èòûâàÿ èíäèâèäóàëüíûå îñîáåííîñòè, è ïîçâîëÿåò ïðîãíî-
çèðîâàòü ýôôåêòèâíîñòü ëå÷åíèÿ êåðàòîêîíóñà.

4. Полученные результаты и их обсуждение

а / a б / b в / c

г / d д / e е / f

Рис. 5. Сопоставление экспериментальных (верхний ряд)
и расчетных (нижний ряд) карт для передней поверхно-
сти роговицы: а, г —карты толщины; б, д —карты танген-
циальной кривизны; в, е —карты сагиттальной кривизны

(цвет онлайн)

Fig. 5. Comparison of experimental maps with calculated maps
for the anterior corneal surface: a, d are the maps of thickness;
b, e are maps tangential curvature; c, f are the sagittal

curvature maps (color online)

Ðàçðàáîòàííàÿ ìåòîäèêà ïî-
ñòðîåíèÿ ïàöèåíò-ñïåöèôè÷åñ-
êîé òðåõìåðíîé ÌÊÝ-ìîäåëè
ðîãîâèöû áûëà âåðèôèöèðîâà-
íà ïóòåì ñðàâíåíèÿ ðàñ÷åòíûõ
äàííûõ ñ êëèíè÷åñêèìè èçìå-
ðåíèÿìè äëÿ ãðóïïû ïàöèåí-
òîâ (ðàçëè÷íûå ñòàäèè êåðà-
òîêîíóñà è çäîðîâûå ðîãîâè-
öû). Àíàëèç ïîêàçàë âûñîêóþ
òî÷íîñòü ñîîòâåòñòâèÿ ãåîìåò-
ðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ. Îïòèìè-
çàöèÿ íåäåôîðìèðîâàííîé êîí-
ôèãóðàöèè àëãîðèòìîì IPOPT
(ðàäèóñ ôèëüòðà 0.02 ìì, îãðà-
íè÷åíèå íà ìàêñèìàëüíîå ïåðå-
ìåùåíèå 0.2 ìì) òðåáîâàëà 48�
56 èòåðàöèé.

Íà ðèñ. 5 ïðèâîäÿòñÿ ýêñïå-
ðèìåíòàëüíûå è ðàñ÷åòíûå êàð-
òû òîëùèíû, òàíãåíöèàëüíîé è
ñàãèòòàëüíîé êðèâèçíû ïåðåä-
íåé ïîâåðõíîñòè ðîãîâèöû ëåâî-
ãî ãëàçà ïàöèåíòà Ä. ñ êåðàòîêî-
íóñîì II ñòàäèè.
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Ïðè ñðàâíåíèè ñìîäåëèðîâàííîé ãåîìåòðèè ïåðåäíåé ïîâåðõíîñòè ðîãîâèöû ñ äàííûìè
òîïîãðàôèè Pentacam AXL (ðèñ. 6) ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå ñîñòàâèëî ìåíåå 0.1%,
ñ ìàêñèìàëüíûìè îòêëîíåíèÿìè äî 2 ìêì â ïåðèôåðè÷åñêèõ çîíàõ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò òî÷-
íîñòè îáîðóäîâàíèÿ.

а / a б / b

в / c г / d

Рис. 6. Картины деформаций в сечении роговицы при: а— 0 мс; б — 7.62 мс; в — 11.3 мс;
г — 18.7 мс (цвет онлайн)

Fig. 6. Deformation patterns in the section of the cornea at: a is for 0 ms; b is for 7.62 ms;
c is for 11.3 ms; d is for 18.7 ms (color online)

Äëÿ çàäíåé ïîâåðõíîñòè îòêëîíåíèå ñîñòàâèëî ìåíåå 0.15%. Ìîäåëü òî÷íî âîñïðîèçâî-
äèò âðåìåííûå õàðàêòåðèñòèêè äåôîðìàöèè ðîãîâèöû, âêëþ÷àÿ âðåìÿ, àìïëèòóäó è ñêî-
ðîñòü âîññòàíîâëåíèÿ ôîðìû, ñ êîýôôèöèåíòàìè êîððåëÿöèè 0.94 äëÿ çäîðîâûõ ðîãîâèö è
0.91 äëÿ ðîãîâèö ñ êåðàòîêîíóñîì, à ìàêñèìàëüíûå îòêëîíåíèÿ íå ïðåâûøàëè 8.0%. Ñðàâ-
íåíèå ïðîôèëåé ðîãîâèöû ñ äàííûìè òîíîìåòðà Corvis ST ïîêàçàëî, ÷òî êâàçèñòàòè÷åñêàÿ
ìîäåëü, èãíîðèðóþùàÿ êîëåáàíèÿ, îáåñïå÷èâàåò òî÷íîñòü àìïëèòóäû äåôîðìàöèè â àïåêñå
äî 1.0% áëàãîäàðÿ îïòèìèçàöèîííûì àëãîðèòìàì, ÷òî äåëàåò åå ýôôåêòèâíîé äëÿ îïðåäå-
ëåíèÿ áèîìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ðîãîâèöû. Ïðåäëîæåííàÿ ìîäåëü ðîãîâèöû ñ èñïîëüçîâà-
íèåì àëãîðèòìîâ îïòèìèçàöèè åå ïàðàìåòðîâ ïî îáùåé òî÷íîñòè ñîîòâåòñòâóåò èçâåñòíûì
ðåøåíèÿì [1�9, 13], à ïî ðÿäó ïàðàìåòðîâ, òàêèõ êàê òî÷íîñòü ðåêîíñòðóêöèè êîîðäèíàò
ïîâåðõíîñòè è òîëùèíû ðîãîâèöû (äî 2 ìêì), à òàêæå àìïëèòóäû åå ïåðåìåùåíèÿ ïðè
íàãðóæåíèè (ñ ïîãðåøíîñòüþ äî 3.0%), ïîêàçûâàåò ñòàòèñòè÷åñêè çíà÷èìîå óëó÷øåíèå.

Выводы

Ðàçðàáîòàííàÿ ìåòîäèêà ïåðñîíàëèçàöèè êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé 3D-ìîäåëè ðîãîâèöû ïðè
êåðàòîêîíóñå áàçèðóåòñÿ íà êîìïëåêñíîì àëãîðèòìå ÷èñëåííîãî àíàëèçà êëèíè÷åñêèõ äàí-
íûõ (òîïîãðàôèè Pentacam AXL è òîíîìåòðà Corvis ST) ïàöèåíòà ñ ïîìîùüþ ïîýòàïíîé
èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû. Ïîñëåäîâàòåëüíîå îïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ, íà÷èíàÿ ñ íåäåôîð-
ìèðîâàííîé ãåîìåòðèè ðîãîâèöû, çàòåì ñâîéñòâ çäîðîâîé òêàíè è íàêîíåö ïàðàìåòðîâ ïà-
òîëîãè÷åñêîé îáëàñòè, ïîçâîëÿåò êîððåêòíî ðàçäåëèòü âëèÿíèå êàæäîãî ôàêòîðà, èçáåæàòü
íåîïðåäåëåííîñòè â ðåçóëüòàòàõ è èñïîëüçîâàòü äëÿ êàæäîãî èç ýòàïîâ íàèáîëåå ýôôåêòèâ-
íûå ìåòîäû îïòèìèçàöèè.

Âûáîð àëãîðèòìà îïòèìèçàöèè äëÿ ïåðñîíàëèçàöèè ìîäåëè ðîãîâèöû íàïðÿìóþ çàâèñèò
îò ñïåöèôèêè ðåøàåìîé ïîäçàäà÷è. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïåðñîíàëèçèðîâàííîé ìîäåëè ðîãîâè-
öû íà ýòàïå îïðåäåëåíèÿ íåäåôîðìèðîâàííîé êîíôèãóðàöèè, êîãäà òðåáóåòñÿ îïòèìèçàöèÿ
òûñÿ÷ ïàðàìåòðîâ ïðè æåñòêèõ îãðàíè÷åíèÿõ, íàèáîëüøóþ ýôôåêòèâíîñòü ïîêàçàë àëãî-
ðèòì âíóòðåííåé òî÷êè IPOPT. Àëãîðèòì Ëåâåíáåðãà �Ìàðêâàðäòà îïòèìàëüíî ïîäõîäèò
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äëÿ èäåíòèôèêàöèè ïàðàìåòðîâ çäîðîâîé òêàíè íà îñíîâå äàííûõ äèíàìè÷åñêîãî îòêëèêà,
÷åìó ñîîòâåòñòâóåò íåáîëüøîå êîëè÷åñòâî èñêîìûõ êîýôôèöèåíòîâ è ìèíèìèçàöèÿ ãëàä-
êîé ôóíêöèè. Â òî æå âðåìÿ àëãîðèòì Íåëäåðà �Ìèäà ïðîäåìîíñòðèðîâàë íàèáîëüøóþ
òî÷íîñòü äëÿ ïàðàìåòðèçàöèè çîí êåðàòîêîíóñà (38 ïàðàìåòðîâ ïî 𝜓𝑗 è 𝑅𝑗), ãäå òðåáóåòñÿ
ðàáîòà ñ çàøóìëåííûìè òîïîãðàôè÷åñêèìè äàííûìè. Ôèíàëüíàÿ ðåêàëèáðîâêà âûïîëíÿ-
åòñÿ ïîâòîðíî ìåòîäîì Ëåâåíáåðãà �Ìàðêâàðäòà äëÿ ñîãëàñîâàíèÿ ãëîáàëüíûõ ïàðàìåòðîâ
ìîäåëè.
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