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Аннотация. Рассматривается задача о начальном этапе вертикального и кавитационного движе-

ния кругового цилиндра под свободной поверхностью идеальной, несжимаемой, тяжелой жидкости.

Изучается динамика образующейся присоединенной каверны на малых временах с учетом погран-

слойных решений в точках отрыва. Данная задача считается корректно поставленной, если в точках

отрыва выполняется условие Кутты–Жуковского, а давление в жидкости является положитель-

ной величиной. В общем случае задача рассматривается с учетом искусственной кавитации. При

этом важную роль играет динамика точек отрыва, для учета которой делается специальная за-

мена переменных, фиксирующая их положение. Исследуется вопрос о возможности представления

решения преобразованной задачи в виде асимптотического разложения по целым степеням мало-

го времени. Показывается, что искомое разложение, содержащее первые два члена асимптотики,

существует только для определенных физических ситуаций. В случае самого простого закона ис-

кусственной кавитации, когда давление в каверне является постоянной величиной, эти ситуации

характеризуются вполне определенным числом Фруда, которое равно единице. В общем случае сте-

пенную структуру решения преобразованной задачи на малых временах можно сохранить, если во

втором асимптотическом приближении провести сглаживание соответствующей граничной функ-

ции. В работе уделяется большое внимание поведению внутренней свободной границы жидкости

(границы каверны) вблизи точки отрыва. Показывается, что в главном приближении по времени

эта граница подходит к точке отрыва под прямым углом (возникает корень квадратный из разности

соответствующих угловых координат). Уточнение этого главного приближения для более умерен-

ных времен приводит к различным картинам течения жидкости вблизи точки отрыва. В одних

случаях сглаживающая квадратный корень кривая выходит из точки отрыва и располагается от

нее только по одну сторону. В других случаях кривая вблизи точки отрыва расположена по разные

стороны от нее.

Ключевые слова: идеальная несжимаемая жидкость, присоединенная каверна, точки отрыва,
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Для цитирования: Норкин М. В. Некоторые особенности начального этапа кавитационного дви-

жения кругового цилиндра под свободной поверхностью тяжелой жидкости // Известия Саратов-

ского университета. Новая серия. Серия: Математика. Механика. Информатика. 2026. Т. 26, вып. 1.

С. 68–80. DOI: https://doi.org/10.18500/1816-9791-2026-26-1-68-80, EDN: MLDMKY

Статья опубликована на условиях лицензии Creative Commons Attribution 4.0 International (CC-BY 4.0)

© Норкин М. В., 2026

https://mmi.sgu.ru
https://doi.org/10.18500/1816-9791-2026-26-1-\pageref *{Nor_page1}-\pageref *{Nor_pageN}
https://elibrary.ru/MLDMKY
https://orcid.org/0000-0002-9508-5996
https://elibrary.ru/author_profile.asp?id=110093
https://elibrary.ru/author_profile.asp?id=110093
https://doi.org/10.18500/1816-9791-2026-26-1-\pageref *{Nor_page1}-\pageref *{Nor_pageN}
https://elibrary.ru/MLDMKY


М. В. Норкин. Некоторые особенности начального этапа кавитационного движения цилиндра

Article

Some features of the initial stage of cavitation motion of a circular cylinder
under the free surface of a heavy liquid

M. V. Norkin

Institute of Mathematics, Mechanics and Computer Sciences named after I. I. Vorovich, Southern Federal Univer-

sity, 8a Milchakova St., Rostov-on-Don 344090, Russia

Mikhail V. Norkin, norkinmi@mail.ru, https://orcid.org/0000-0002-9508-5996, SPIN: 1638-4892, AuthorID:

110093

Abstract. The problem of the initial stage of vertical and cavitational motion of a circular cylinder

under the free surface of an ideal, incompressible, heavy fluid is considered. The dynamics of the attached

cavity at short times is studied taking into account the boundary layer solutions at the separation points.

The problem is considered to be correctly stated if the Kutta – Zhukovsky condition is satisfied at the

separation points and the pressure in the liquid is a positive value. In the general case, the problem

is considered taking into account artificial cavitation. In this case, an important role is played by the

dynamics of the separation points, for which a special change of variables is made, fixing their position.

The question of the possibility of representing the solution of the transformed problem as an asymptotic

expansion in integer powers of short time is investigated. It is shown that the desired expansion containing

the first two terms of the asymptotics exists only for certain physical situations. In the case of the simplest

law of artificial cavitation, when the pressure in the cavity is a constant, these situations are characterized

by a well-defined Froude number, which is equal to unity. In the general case, the power structure of the

solution of the transformed problem at small times can be preserved if the corresponding boundary

function is smoothed in the second asymptotic approximation. In this paper, much attention is paid to

the behavior of the internal free boundary of the fluid (the boundary of the cavity) near the separation

point. It is shown that in the leading approximation in time, this boundary approaches the separation

point at a right angle (the square root of the difference of the corresponding angular coordinates arises).

Refinement of this leading approximation for more moderate times leads to different patterns of fluid flow

near the separation point. In some cases, the curve smoothing the square root comes out of the separation

point and is located only on one side of it. In other cases, the curve near the separation point is located

on different sides of it.

Keywords: ideal incompressible fluid, attached cavity, separation points, small times, asymptotics,

boundary layer solutions, Froude number, cavity pressure
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Введение

Èññëåäîâàíèå íà÷àëüíîé ñòàäèè äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà â æèäêîñòè, èìåþùåé ñâîáîä-

íûå ãðàíèöû, ïðîâîäèòñÿ â îñíîâíîì àíàëèòè÷åñêèìè ìåòîäàìè, ñðåäè êîòîðûõ âàæíóþ

ðîëü èãðàåò àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç íà ìàëûõ âðåìåíàõ. Áîëüøèíñòâî ðàáîò â ýòîì íà-

ïðàâëåíèè ïîñâÿùåíî ïðîáëåìå ãåíåðàöèè âîëí äâèæóùèìñÿ â æèäêîñòè òåëîì (ïîäðîáíàÿ

áèáëèîãðàôèÿ ïðèâîäèòñÿ â [1, 2]). Ïðè ýòîì ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ÿâëåíèå êàâèòàöèè ïðåäñòàâ-

ëÿåò ñîáîé îòäåëüíóþ çàäà÷ó è ïîýòîìó ïðè àíàëèçå âîëíîâîé êàðòèíû íå ó÷èòûâàåòñÿ.

Ïåðâûå èññëåäîâàíèÿ ïî äèíàìèêå êàâèòàöèîííîãî îòðûâà æèäêîñòè îò òåëà íà ìàëûõ

âðåìåíàõ áûëè ïðîâåäåíû â ñòàòüå [3], ãäå ðàññìàòðèâàëàñü çàäà÷à î ãîðèçîíòàëüíîì óäàðå

êðóãîâîãî öèëèíäðà, ïîëóïîãðóæåííîãî â æèäêîñòü. Â íåé ïîëîæåíèå òî÷êè îòðûâà ïîñëå
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óäàðà îïðåäåëÿëîñü èç óñëîâèÿ Êóòòû�Æóêîâñêîãî, à äàâëåíèå â æèäêîñòè íå äîëæíî áû-

ëî îïóñêàòüñÿ íèæå íåêîòîðîé ìàëåíüêîé ïîëîæèòåëüíîé âåëè÷èíû 𝑝𝑑, ãäå 𝑝𝑑 �äàâëåíèå

íàñûùåííûõ ïàðîâ æèäêîñòè èëè ãàçà. Â äàëüíåéøåì ýòîò ðåçóëüòàò áûë ïåðåíåñåí íà çà-

äà÷ó î ãîðèçîíòàëüíîì ðàçãîíå êðóãîâîãî öèëèíäðà ïîä ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ òÿæåëîé

æèäêîñòè [4]. Â ãëàâíîì àñèìïòîòè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè ïðè ìàëûõ âðåìåíàõ áûëà ñôîð-

ìóëèðîâàíà çàäà÷à ñ îäíîñòîðîííèìè îãðàíè÷åíèÿìè, îáîáùàþùàÿ êëàññè÷åñêóþ ìîäåëü

óäàðà ñ îòðûâîì, ïîñòàâëåííóþ â [5], íà ñëó÷àé áîëüøèõ óñêîðåíèé öèëèíäðà (óäàðó ñîîò-

âåòñòâóþò áåñêîíå÷íî áîëüøèå óñêîðåíèÿ). Ó÷åò âòîðîãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ

ïîçâîëèë îïðåäåëèòü ôîðìû ïðèñîåäèíåííûõ êàâåðí â øèðîêîì âðåìåííîì äèàïàçîíå.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðåçóëüòàòû ñòàòüè [4] îáîáùàþòñÿ íà ñëó÷àé âåðòèêàëüíîãî äâèæå-

íèÿ êðóãîâîãî öèëèíäðà â æèäêîñòè. Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùèõ ðàáîò àâòîðà, ïðè ðàññìîò-

ðåíèè êîíêðåòíûõ ïðèìåðîâ óñëîâèå Êóòòû�Æóêîâñêîãî â òî÷êàõ îòðûâà îáåñïå÷èâàåòñÿ

íå çà ñ÷åò âûáîðà èõ ïîëîæåíèÿ â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè, à çà ñ÷åò ñïåöèàëüíîãî çà-

êîíà äâèæåíèÿ öèëèíäðà. Ïðè ýòîì äèíàìèêà òî÷åê îòðûâà íà ìàëûõ âðåìåíàõ çàäàåòñÿ

ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì. Îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä ê ïðåîáðàçîâàííîé çàäà÷å, â êîòîðîé ïî-

ëîæåíèÿ òî÷åê îòðûâà ÿâëÿþòñÿ ôèêñèðîâàííûìè. Äëÿ ýòîé çàäà÷è èçó÷àåòñÿ âîïðîñ î

âîçìîæíîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ åå ðåøåíèÿ â âèäå àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ïî öåëûì

ñòåïåíÿì ìàëîãî âðåìåíè. Ïîñêîëüêó ðåøåíèå ýòîãî âîïðîñà ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò âû-

ïîëíåíèÿ óñëîâèÿ Êóòòû�Æóêîâñêîãî â òî÷êàõ îòðûâà, òî ìîæíî ãîâîðèòü î ïîèñêå òàêèõ

ôèçè÷åñêèõ ñèòóàöèé, ïðè êîòîðûõ ñòðîãî âûïîëíÿåòñÿ äàííîå óñëîâèå.

Òàêîé âîïðîñ èçó÷àëñÿ â ñòàòüå [6] ïðè äîïîëíèòåëüíîì óïðîùàþùåì ïðåäïîëîæåíèè

î íåïîäâèæíîñòè òî÷åê îòðûâà (â ýòîì ñëó÷àå òåõíè÷åñêàÿ ðàáîòà ñèëüíî óïðîùàåòñÿ).

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ñôîðìóëèðîâàííîå ñ ó÷åòîì äèíàìèêè òî÷åê îòðûâà óñëîâèå ðå-

ãóëÿðíîñòè, îáåñïå÷èâàþùåå âûïîëíåíèå óñëîâèÿ Êóòòû�Æóêîâñêîãî, ñîâïàäàåò ñ àíàëî-

ãè÷íûì óñëîâèåì ðàáîòû [6]. Ïðè íàðóøåíèè óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè ñòðóêòóðó ðåøåíèÿ

çàäà÷è òàêæå ìîæíî ñîõðàíèòü, åñëè âî âòîðîì àñèìïòîòè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè ïðîâåñòè

ñãëàæèâàíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ãðàíè÷íîé ôóíêöèè â ìàëåíüêèõ îêðåñòíîñòÿõ òî÷åê îòðû-

âà. Êðîìå ýòîãî, èçó÷àåòñÿ ïîâåäåíèå âíóòðåííåé ñâîáîäíîé ãðàíèöû æèäêîñòè (ãðàíèöû

êàâåðíû) âáëèçè òî÷êè îòðûâà. Îáüÿñíÿåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ñâîáîäíàÿ ãðàíèöà âáëèçè òî÷-

êè îòðûâà íàõîäèòñÿ îò íåå ïî ðàçíûå ñòîðîíû. Â çàäà÷àõ óäàðà è ðàçãîíà ýòîò ñëó÷àé íå

ðàññìàòðèâàëñÿ.

Ñðåäè áëèçêèõ ðàáîò, â êîòîðûõ âàæíóþ ðîëü èãðàåò ÿâëåíèå êàâèòàöèè, îòìåòèì ñëå-

äóþùèå çàäà÷è: ïðîíèêàíèÿ òåë â æèäêîñòü ñ ó÷åòîì îòðûâà ÷àñòèö æèäêîñòè îò èõ ïî-

âåðõíîñòåé [7]; ïîäâîäíîãî ñòàðòà ðàêåò êàâèòàöèîííûì ñïîñîáîì [8]; ýêñïåðèìåíòàëüíîå

èçó÷åíèå êàâèòàöèè ïðè óäàðíîì âçàèìîäåéñòâèè òâåðäûõ òåë ñ æèäêîñòüþ [9, 10]. Îáùèå

ïðèíöèïû êàâèòàöèîííûõ òå÷åíèé ïðè âçàèìîäåéñòâèè òâåðäûõ òåë ñ æèäêîñòüþ èçëîæåíû

â [11,12].

1. Постановка задачи

Èññëåäóåòñÿ ïëîñêàÿ çàäà÷à î íà÷àëüíîì ýòàïå äâèæåíèÿ êðóãîâîãî öèëèíäðà ïîä ñâî-

áîäíîé ïîâåðõíîñòüþ èäåàëüíîé, íåñæèìàåìîé, òÿæåëîé æèäêîñòè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

äâèæåíèå öèëèíäðà ïðîèñõîäèò èç ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ âäîëü âåêòîðà ñèëû òÿæåñòè ïî ïîëè-

íîìèàëüíîìó çàêîíó. Ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ ñðàçó ïîñëå íà÷àëà äâèæåíèÿ íàáëþäà-

åòñÿ îòðûâ ÷àñòèö æèäêîñòè îò ïîâåðõíîñòè òåëà è îáðàçóåòñÿ ïðèñîåäèíåííàÿ êàâåðíà.

Ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà îòðûâ îêàçûâàþò äâà ôàêòîðà � íà÷àëüíîå óñêîðåíèå öèëèíäðà

è èñêóññòâåííàÿ êàâèòàöèÿ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä íà÷àëîì äâèæåíèÿ

íà ãðàíèöå öèëèíäðà (â ïðåäïîëàãàåìîé çîíå îòðûâà) ñîçäàåòñÿ îïðåäåëåííîå äàâëåíèå ãà-

çà, ïîñòóïàþùåãî ñî ñòîðîíû òåëà. Â ñëó÷àå áîëüøèõ çíà÷åíèé äàâëåíèÿ ãàçà êàâèòàöèÿ

ìîæåò íà÷èíàòüñÿ äàæå ïðè íåáîëüøîì íà÷àëüíîì óñêîðåíèè öèëèíäðà. Òðåáóåòñÿ èçó÷èòü
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äèíàìèêó êàâåðíû íà ìàëûõ âðåìåíàõ ñ ó÷åòîì ïîãðàíñëîéíûõ ðåøåíèé â òî÷êàõ îòðûâà.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è, çàïèñàííàÿ â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ â ïîäâèæíîé

ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñâÿçàííîé ñ öèëèíäðîì, èìååò âèä (ðèñ. 1, 2):

△Φ = 0, 𝑅 ∈ Ω(𝑡), (1)

𝜕Φ

𝜕𝑛
= ℎ̇(𝑡)𝑛𝑦, 𝑅 ∈ 𝑆11(𝑡), (2)

𝜕Φ

𝜕𝑡
− ℎ̇(𝑡)

𝜕Φ

𝜕𝑦
+ 0.5 (∇Φ)2 + 𝐹𝑟−2 (𝑦 + ℎ(𝑡)−𝐻)− 0.5𝜒 = 0, 𝑅 ∈ 𝑆12(𝑡), (3)

𝜕Φ

𝜕𝑟
− ℎ̇(𝑡) sin 𝜃 =

𝜕𝜂

𝜕𝜃
𝜃(𝑡) +

𝜕𝜂

𝜕𝑡
, 𝑅 ∈ 𝑆12(𝑡), (4)

𝜃(𝑡) = 𝑟−2𝜕Φ

𝜕𝜃
− 𝑟−1ℎ̇(𝑡) cos 𝜃,

𝜕Φ

𝜕𝑡
− ℎ̇(𝑡)

𝜕Φ

𝜕𝑦
+ 0.5 (∇Φ)2 + 𝐹𝑟−2𝜉(𝑥, 𝑡) = 0, 𝑅 ∈ 𝑆2(𝑡), (5)

𝜕Φ

𝜕𝑦
=

𝜕𝜉

𝜕𝑥

𝜕Φ

𝜕𝑥
+

𝜕𝜉

𝜕𝑡
, 𝑅 ∈ 𝑆2(𝑡), (6)

∇Φ → 0, 𝑅 → ∞, (7)

Φ(𝑥, 𝑦, 0) = 0, 𝜂(𝜃, 0) = 0, 𝜉(𝑥, 0) = 0, (8)

ℎ(𝑡) = −0.5𝑡2 − 0.25𝑝𝑡4. (9)

Çàäà÷à (1)�(9) ñîäåðæèò ñëåäóþùèå õàðàêòåðíûå ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû:

S
12

(t)

S
2
(t)

S
11

(t)

Рис. 1. Согласование погранслой-
ных решений (пунктирные ли-
нии) с внешним разложением при
𝑡 = 0.4. Случай, когда кривая рас-
положена только по одну сторо-
ну от точки отрыва. Условие ре-

гулярности выполнено
Fig. 1. Agreement of boundary layer
solutions (dashed lines) with the
outer expansion at 𝑡 = 0.4. The case
when the curve is located only on
one side of the separation point. The
regularity condition is satisfied

𝐹𝑟 =

√︂
𝑤

𝑔
, 𝜒 = 2

𝑝𝑎 − 𝑝𝑐
𝜌𝑤𝑎

.

ãäå 𝐹𝑟�÷èñëî Ôðóäà, ñâÿçàííîå ñ íà÷àëüíûì óñêîðå-
íèåì öèëèíäðà 𝑤; 𝑔� óñêîðåíèå ñèëû òÿæåñòè; 𝜒� áåç-
ðàçìåðíàÿ ðàçíîñòü äàâëåíèé íà âíåøíåé ñâîáîäíîé ïî-
âåðõíîñòè è â êàâåðíå; 𝜌�ïëîòíîñòü æèäêîñòè; 𝑝𝑎 �
àòìîñôåðíîå äàâëåíèå; 𝑝𝑐 �äàâëåíèå â êàâåðíå (äîïóñ-
êàåòñÿ çàâèñèìîñòü 𝑝𝑐 îò âðåìåíè è óãëîâîé êîîðäèíà-
òû); 𝑎�ðàäèóñ öèëèíäðà.

Áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå ââîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ ðà-
âåíñòâ (øòðèõàìè ïîìå÷àþòñÿ ðàçìåðíûå âåëè÷èíû):

𝑡′ =

√︂
𝑎

𝑤
𝑡, 𝑥′ = 𝑎𝑥, 𝑦′ = 𝑎𝑦,

Φ′ = 𝑎
√
𝑤𝑎Φ, 𝑝′ = 𝜌𝑤𝑎𝑝.

Ñâÿçü íåïîäâèæíûõ êîîðäèíàò 𝑋, 𝑌 ñ ïîäâèæíûìè
𝑥, 𝑦 óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèé: 𝑋 = 𝑥,
𝑌 = 𝑦+ℎ(𝑡), ãäå ℎ(𝑡)� çàêîí äâèæåíèÿ öèëèíäðà. Êàð-
òèíà òå÷åíèÿ æèäêîñòè ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé îòíî-
ñèòåëüíî îñè 𝑦, êîòîðàÿ íàïðàâëåíà ïðîòèâ âåêòîðà ñè-
ëû òÿæåñòè. Íà÷àëî ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò íà-
õîäèòñÿ â öåíòðå öèëèíäðà.

Â ðàáîòå òàêæå èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: Ω(𝑡)� îáëàñòü, çàíÿòàÿ æèäêî-
ñòüþ; 𝑆11(𝑡)�÷àñòü ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà, íà êîòîðîé ïðîèñõîäèò áåçîòðûâíîå îáòåêàíèå;
𝑆12(𝑡)� âíóòðåííÿÿ ñâîáîäíàÿ ãðàíèöà æèäêîñòè; 𝑆2(𝑡)� âíåøíÿÿ ñâîáîäíàÿ ïîâåðõíîñòü
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а / a б / b

Рис. 2. Согласование погранслойных решений с внешним разложени-
ем: а—при 𝑡 = 0.4; б —при 𝑡 = 0.6. Случай, когда кривая расположе-
на только по одну сторону от точки отрыва. Условие регулярности

нарушено
Fig. 2. Agreement of boundary layer solutions with the outer expansion:
a is at 𝑡 = 0.4; b is at 𝑡 = 0.6. The case when the curve is located only
on one side of the separation point. The regularity condition is violated

(𝑦 = 𝐻 � åå íåâîçìóùåííûé óðîâåíü); 𝜃𝑠(𝑡), 𝜋− 𝜃𝑠(𝑡)� óãëîâûå êîîðäèíàòû ñèììåòðè÷íûõ
òî÷åê îòðûâà; 𝑟, 𝜃�ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû (𝑥 = 𝑟 cos 𝜃, 𝑦 = 𝑟 sin 𝜃); 𝑅 = (𝑥, 𝑦).

Ôîðìû âíóòðåííåé è âíåøíåé ñâîáîäíûõ ãðàíèö æèäêîñòè îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ
ðàâåíñòâ:

𝑟 = 1 + 𝜂(𝜃, 𝑡), 𝑦 = 𝐻 + 𝜉(𝑥, 𝑡)− ℎ(𝑡).

Îáüÿñíèì ñìûñë ïàðàìåòðà 𝑝 â çàêîíå äâèæåíèÿ öèëèíäðà. Ïðè 𝑝 > 0 öèëèíäð äâè-
æåòñÿ áûñòðåå, ÷åì ïðè ÷èñòîì ðàçãîíå (𝑝 = 0). Áëàãîäàðÿ ýòîìó ñòàíîâÿòñÿ èíòåðåñíûìè
è ôèçè÷åñêè îïðàâäàííûìè ñëó÷àè, êîãäà òî÷êè îòðûâà äâèæóòñÿ â ðàçíûå ñòîðîíû (äëÿ
äâèæåíèÿ òî÷åê îòðûâà â ðàçíûå ñòîðîíû ïðè 𝑝 = 0 íåîáõîäèìî èñêóññòâåííî ñîçäàòü áîëü-
øîå äàâëåíèå â êàâåðíå, êîòîðîå óìåíüøàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì 𝑝). Îäíàêî ïðè çàäàííîì 𝑝
è ôèêñèðîâàííûõ îñòàëüíûõ ïàðàìåòðàõ çàäà÷è çàêîí äâèæåíèÿ òî÷åê îòðûâà íà ìàëûõ
âðåìåíàõ íå ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíûì. Ïîëîæåíèå òî÷åê îòðûâà â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè
âûáèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû â íèõ âûïîëíÿëîñü óñëîâèå Êóòòû�Æóêîâñêîãî. Ïî-
ñëåäíåå ðàâíîñèëüíî ñïåöèàëüíîìó âûáîðó íà÷àëüíîãî óñêîðåíèÿ òî÷êè îòðûâà 2𝑐1. Òàêèì
îáðàçîì, ïî çàäàííîìó 𝑝 îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíà 𝑐1. Ìîæíî ïîñòàâèòü è îáðàòíóþ çàäà÷ó, â
êîòîðîé ïî èçâåñòíîìó 𝑐1 íàõîäèòñÿ 𝑝. Êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, âåëè÷èíû 𝑝 è 𝑐1 ñâÿçàíû
ïðîñòûì ëèíåéíûì ñîîòíîøåíèåì, è, ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåéòè îò îäíîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è
ê äðóãîé âåñüìà ïðîñòî. Îòìåòèì, ÷òî ïðè ðàññìîòðåíèè êîíêðåòíûõ ïðèìåðîâ çàäàííîé
ñ÷èòàåòñÿ âåëè÷èíà 𝑐1. Ïî íåé îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ 𝑝 èç óñëîâèÿ Êóòòû�Æóêîâñêîãî.
Äëÿ îñòàëüíûõ 𝑝 êîððåêòíîãî ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íå ñóùåñòâóåò,
òàê êàê íàðóøàåòñÿ óñëîâèå Êóòòû�Æóêîâñêîãî. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïðîèçâîëüíîì çàêîíå
äâèæåíèÿ öèëèíäðà (â ñëó÷àå çàäàííîé äèíàìèêè òî÷åê îòðûâà) ðåøåíèÿ íå ñóùåñòâóåò.

2. Асимптотический анализ на малых временах

Ïîñêîëüêó îòðûâ æèäêîñòè ïðîèñõîäèò ñðàçó ïî êîíå÷íîìó ó÷àñòêó ïîâåðõíîñòè òåëà,
òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè óæå èìåþòñÿ äâå ñèììåòðè÷íûå òî÷êè
îòðûâà ñ óãëîâûìè êîîðäèíàòàìè 𝜃𝑠 = 𝜃𝑠(0), 𝜋 − 𝜃𝑠. ×òîáû ó÷åñòü äèíàìèêó òî÷åê îòðûâà
ïðè 𝑡 > 0, ïðåäëàãàåòñÿ ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííîé ïî óãëîâîé êîîðäèíàòå, ôèêñèðóþùóþ
èõ ïîëîæåíèå:

𝛼 =
𝜋 − 2𝜃𝑠

𝜋 − 2𝜃𝑠(𝑡)
[𝜃 − 𝜃𝑠(𝑡)] + 𝜃𝑠.

Ïðè òàêîé çàìåíå òî÷êè îòðûâà ñ óãëîâûìè êîîðäèíàòàìè 𝜃𝑠(𝑡), 𝜋 − 𝜃𝑠(𝑡) ïåðåéäóò â
òî÷êè ñ óãëîâûìè êîîðäèíàòàìè 𝜃𝑠, 𝜋 − 𝜃𝑠, ñîîòâåòñòâóþùèå èõ íà÷àëüíîìó ïîëîæåíèþ.
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Ðåøåíèå ïðåîáðàçîâàííîé çàäà÷è áóäåì èñêàòü â âèäå ñëåäóþùèõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàç-
ëîæåíèé:

𝜙(𝛼, 𝑟, 𝑡) = 𝑡𝜙0(𝛼, 𝑟) + 𝑡3𝜙1(𝛼, 𝑟) + ... , (10)

𝜁(𝛼, 𝑡) = 𝑡2𝜁0(𝛼) + 𝑡4𝜁1(𝛼) + ... , (11)

𝜉(𝑥, 𝑡) = 𝑡2𝜉0(𝑥) + 𝑡4𝜉1(𝑥) + ... , (12)

𝜃𝑠(𝑡) = 𝜃𝑠 + 𝑐1𝑡
2 + ... , (13)

ãäå ââåäåíû íîâûå îáîçíà÷åíèÿ:

𝜙(𝛼, 𝑟, 𝑡) = Φ(𝑟 cos 𝜃(𝛼, 𝑡), 𝑟 sin 𝜃(𝛼, 𝑡), 𝑡), 𝜁(𝛼, 𝑡) = 𝜂(𝜃(𝛼, 𝑡), 𝑡).

Â äàëüíåéøåì ñ÷èòàåì, ÷òî âåëè÷èíà 𝜒 èìååò ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:

𝜒 = 𝜒0 + 𝑡2𝜒1 + 𝑡2𝜒2𝑓(𝜃).

Ïîñêîëüêó íà ìàëûõ âðåìåíàõ 𝜃 ∼ 𝛼, òî â ðàññìàòðèâàåìîì àñèìïòîòè÷åñêîì ïðèáëèæå-
íèè 𝑓(𝜃) ìîæíî çàìåíèòü íà 𝑓(𝛼). Â êà÷åñòâå 𝑓(𝛼) ìîæíî âçÿòü ëþáóþ ÷åòíóþ îòíîñèòåëü-
íî 𝛼 = 0.5𝜋 ôóíêöèþ, ïðîèçâîäíàÿ êîòîðîé èìååò êîðíåâûå îñîáåííîñòè â òî÷êàõ îòðûâà.
Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ óäîáíî ïðîâåñòè äëÿ êîíêðåòíîé ôóíêöèè 𝑓(𝛼)=𝜁0(𝛼) sin𝛼.

Ïîäñòàâëÿÿ (10)�(13) â ïðåîáðàçîâàííóþ çàäà÷ó, îñóùåñòâëÿÿ ñòàíäàðòíóþ ïðîöåäóðó
ïåðåíîñà êðàåâûõ óñëîâèé ñ âîçìóùåííûõ ó÷àñòêîâ ãðàíèöû îáëàñòè íà èõ ïåðâîíà÷àëüíî
íåâîçìóùåííûé óðîâåíü è ïðèðàâíèâàÿ âåëè÷èíû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ 𝑡, ïðèäåì äëÿ
îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé 𝜙0 è 𝜙1 ê ñìåøàííûì êðàåâûì çàäà÷àì â îáëàñòè Ω(0) (âî âñåõ
ìàòåìàòè÷åñêèõ ïîñòàíîâêàõ íà áåñêîíå÷íîñòè ñòàâèòñÿ óñëîâèå çàòóõàíèÿ). Çàäà÷à äëÿ
𝜙0 äîïîëíÿåòñÿ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè òèïà íåðàâåíñòâ, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûì
ñëåäñòâèåì ïðîâåäåííûõ ðàññóæäåíèé:

△𝜙0 = 0, 𝑅 ∈ Ω(0); 𝜙0 = 0, 𝑦 = 𝐻, (14)

𝜕𝜙0

𝜕𝑟
= − sin𝛼, 0.5𝜒0 + 𝐹𝑟−2 (𝐻 − sin𝛼)− 𝜙0 ⩾ 0, 𝑅 ∈ 𝑆11(0), (15)

𝜕𝜙0

𝜕𝑟
⩾ − sin𝛼, 0.5𝜒0 + 𝐹𝑟−2 (𝐻 − sin𝛼)− 𝜙0 = 0, 𝑅 ∈ 𝑆12(0). (16)

Íåðàâåíñòâî â (15) îçíà÷àåò, ÷òî â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè ïî âðåìåíè äàâëåíèå â çîíå
êîíòàêòà íå ìîæåò îïóñêàòüñÿ íèæå äàâëåíèÿ â êàâåðíå (ïîëó÷àåòñÿ íà îñíîâàíèè èíòåãðà-
ëà Êîøè�Ëàãðàíæà). Íåðàâåíñòâî â (16) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òîãî ôàêòà, ÷òî âíóòðåí-
íÿÿ ñâîáîäíàÿ ãðàíèöà æèäêîñòè íå ìîæåò âõîäèòü âíóòðü òâåðäîãî òåëà. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ
ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà íóæíî â ñîîòíîøåíèå 𝜁(𝛼, 𝑡) ⩾ 0 ïîäñòàâèòü ðàçëîæåíèå (11), çà-
òåì ðàçäåëèòü îáå ÷àñòè íà 𝑡2 è óñòðåìèòü 𝑡 ê íóëþ. Â ðåçóëüòàòå ïðèäåì ê ñîîòíîøåíèþ
𝜁0(𝛼) ⩾ 0, êîòîðîå ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó â (16). ßâíîå âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè 𝜁0(𝛼) ïî-
ëó÷àåòñÿ íà îñíîâàíèè àñèìïòîòè÷åñêîãî àíàëèçà êèíåìàòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âíóòðåííåé
ñâîáîäíîé ãðàíèöû æèäêîñòè. Íà îñíîâå ðåøåíèÿ çàäà÷è (14)�(16) îïðåäåëÿþòñÿ ïåðâîíà-
÷àëüíàÿ çîíà îòðûâà ÷àñòèö æèäêîñòè 𝑆12(0) è óãëîâûå êîîðäèíàòû ñèììåòðè÷íûõ òî÷åê
îòðûâà: 𝜃𝑠 è 𝜋 − 𝜃𝑠. Âàæíîé îñîáåííîñòüþ çàäà÷è ñ îäíîñòîðîííìè îãðàíè÷åíèÿìè ÿâëÿ-
åòñÿ ðåãóëÿðíîñòü åå ðåøåíèÿ â òî÷êàõ îòðûâà. Îòñþäà ñëåäóåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ Êóò-
òû �Æóêîâñêîãî â ãëàâíîì àñèìïòîòè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè ïî âðåìåíè. Çàìåòèì, ÷òî íà
îñíîâàíèè íåðàâåíñòâà â (15) óñëîâèå ïîëîæèòåëüíîñòè äàâëåíèÿ òàêæå áóäåò âûïîëíåíî.
Òàêèì îáðàçîì, â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè âàæíûå ôèçè÷åñêèå óñëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ.

Äëÿ ôóíêöèè 𝜙1 âîçíèêàåò óðàâíåíèå Ïóàññîíà, êîòîðîå ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ Ëàïëàñà
ïðè ïîìîùè çàìåíû, ïðåäëîæåííîé ïðè èññëåäîâàíèè çàäà÷è î âåðòèêàëüíîì óäàðå ïëàâà-
þùåãî êðóãîâîãî öèëèíäðà [13]:

𝜙1 = 𝑐
𝜕𝜙0

𝜕𝛼
(𝛼− 0.5𝜋) + 𝑢, 𝑐 = − 2𝑐1

𝜋 − 2𝜃𝑠
,
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ãäå ôóíêöèÿ 𝑢 îïðåäåëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé çàäà÷è:

△𝑢 = 0, 𝑅 ∈ Ω(0), (17)

𝜕𝑢

𝜕𝑟
= −𝑝 sin𝛼, 𝑅 ∈ 𝑆11(0), (18)

3𝑢 = 𝑘1𝜁0(𝛼) sin𝛼− 4𝜁20 (𝛼)− 0.5(1− 𝐹𝑟−2)2 cos2 𝛼+ 𝑘2, 𝑅 ∈ 𝑆12(0), (19)

𝑘1 = 1− 𝐹𝑟−2 + 0.5𝜒2, 𝑘2 = 0.5(1 + 𝐹𝑟−2) + 0.5𝜒1,

3𝑢 = −𝑐
𝜕𝜙0

𝜕𝑦
𝑥 (𝛼− 0.5𝜋)− 0.5

(︂
𝜕𝜙0

𝜕𝑦

)︂2

− 𝜕𝜙0

𝜕𝑦
(𝜉0(𝑥) + 1.5)− 𝐹𝑟−2𝜉0(𝑥), 𝑦 = 𝐻. (20)

Äëÿ êîýôôèöèåíòîâ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé (11)�(12) ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà, êî-
òîðûå âûïîëíÿþòñÿ ïðè 𝑟 = 1 è 𝑦 = 𝐻 ñîîòâåòñòâåííî:

2𝜁0(𝛼) =
𝜕𝜙0

𝜕𝑟
+ sin𝛼,

4𝜁1(𝛼) =
𝜕𝑢

𝜕𝑟
+ 𝑝 sin𝛼+ 4𝑐(𝛼− 0.5𝜋)𝜁 ′0(𝛼)− 2𝜁20 (𝛼)− (1− 𝐹𝑟−2) (𝜁0(𝛼) cos𝛼)

′ ,

2𝜉0(𝑥) =
𝜕𝜙0

𝜕𝑦
, 4𝜉1(𝑥) =

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+

𝜕2𝜙0

𝜕𝑥𝜕𝑦
𝑐(𝛼− 0.5𝜋)𝐻.

Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ îñíîâàíû íà ïðåäïîëîæåíèè î òîì, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèÿ
𝜙1 ïî 𝛼 ñî ñòîðîíû çîíû êîíòàêòà (òàê æå, êàê è íîðìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ýòîé ôóíêöèè
ñî ñòîðîíû çîíû îòðûâà) èìååò êîðíåâûå îñîáåííîñòè â òî÷êå îòðûâà. Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâ-
ëåíèå ôóíêöèè 𝑢 â âèäå

𝑢 = 𝑝𝑣 + 𝑤 + 𝑐𝑞,

âûáåðåì ïàðàìåòð 𝑝 = 𝑝(𝑐1) â çàêîíå äâèæåíèÿ öèëèíäðà òàê, ÷òîáû êîýôôèöèåíò ïðè
óêàçàííîì ðàñòóùåì ÷ëåíå îáðàòèëñÿ â íîëü. Â ðåçóëüòàòå äåëî ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ
ïðåäåëîâ:

𝑝 = −𝑎−1
2 (𝑐[(𝜃𝑠 − 0.5𝜋)𝑎1 + 𝑎4] + 𝑎3) ,

𝑎1 = lim
𝛼→𝜃𝑠−0

𝜕2𝜙0

𝜕𝛼2

√︀
𝜃𝑠 − 𝛼, 𝑎2 = lim

𝛼→𝜃𝑠−0

𝜕𝑣

𝜕𝛼

√︀
𝜃𝑠 − 𝛼,

𝑎3 = lim
𝛼→𝜃𝑠−0

𝜕𝑤

𝜕𝛼

√︀
𝜃𝑠 − 𝛼, 𝑎4 = lim

𝛼→𝜃𝑠−0

𝜕𝑞

𝜕𝛼

√︀
𝜃𝑠 − 𝛼.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè ïðîâåäåííûõ ðàññóæäåíèé íåîáõîäèìî ïîòðåáîâàòü,
÷òîáû ãðàíè÷íàÿ ôóíêöèÿ â (19) áûëà íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êàõ îòðûâà.
Àíàëèç ýòîé ôóíêöèè ïîêàçûâàåò, ÷òî ñàìà îíà ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé â ýòèõ òî÷êàõ, à åå
ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ èìååò â íèõ êîðíåâûå îñîáåííîñòè. Ýòè îñîáåííîñòè ñîäåðæàòñÿ òîëüêî
â ïåðâîì ñëàãàåìîì ýòîé ôóíêöèè. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû êîýôôöèåíò
𝑘1 îáðàòèëñÿ â íîëü, òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ãðàíè÷íàÿ ôóíêöèÿ áóäåò íåïðåðûâíî äèôôåðåí-
öèðóåìîé â òî÷êàõ îòðûâà. Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê óñëîâèþ ðåãóëÿðíîñòè

1− 𝐹𝑟−2 + 0.5𝜒2 = 0.

Ýòî óñëîâèå îïðàâäûâàåò ñòåïåííîé õàðàêòåð âòîðûõ ÷ëåíîâ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëî-
æåíèé (10)�(13). Â ñëó÷àå ñàìîãî ïðîñòîãî çàêîíà èñêóññòâåííîé êàâèòàöèè, êîãäà 𝜒1 = 0 è
𝜒2=0, óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè ïðèíèìàåò âèä 𝐹𝑟 = 1. Îòìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå äàâëåíèå â
êàâåðíå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé è 𝜒 ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ÷èñëî êàâèòàöèè.

Çäåñü èíòåðåñíî ïðîâåñòè ñðàâíåíèå ñ ãîðèçîíòàëüíûì ðàçãîíîì öèëèíäðà. Èñïîëüçóÿ
ðåçóëüòàòû ñòàòüè [4], ìîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ïðè ãîðèçîíòàëüíîì ðàçãîíå öèëèíäðà
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íå óäàåòñÿ ïîëó÷èòü óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè â ïðîñòîé ôèçè÷åñêîé ôîðìå, ïîòîìó ÷òî îä-
íîãî ÷èñëà Ôðóäà íå õâàòàåò, ÷òîáû îáåñïå÷èòü ðåãóëÿðíîñòü ñîîòâåòñòâóþùåé ãðàíè÷íîé
ôóíêöèè ñðàçó â äâóõ íåñèììåòðè÷íûõ òî÷êàõ îòðûâà. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü òîëüêî ïðè
î÷åíü ñïåöèàëüíîì çàêîíå èñêóññòâåííîé êàâèòàöèè.

Ïðè íàðóøåíèè óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè ñòåïåííîé õàðàêòåð âòîðûõ ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèé
(10)�(13) òàêæå ìîæíî ñîõðàíèòü, åñëè ñãëàäèòü ãðàíè÷íóþ ôóíêöèþ (19) â ìàëåíüêèõ
îêðåñòíîñòÿõ òî÷åê îòðûâà. Íàêîíåö çàìåòèì, ÷òî ïðè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè èñïîëüçóåòñÿ
ñëàáàÿ âàðèàöèîííàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è â èíòåãðàëüíîé ôîðìå, êîòîðàÿ ñàìà ïî ñåáå îñó-
ùåñòâëÿåò ñãëàæèâàíèå. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ìîæíî äàæå íå ìåíÿòü
âèä ôóíêöèè (19). Ïîñëåäíåå ïîäòâåðæäàåòñÿ õîðîøåé ðàáîòîé ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ äëÿ
ðàçëè÷íûõ ïðèìåðîâ. Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû
è ïðè ãîðèçîíòàëüíîì ðàçãîíå öèëèíäðà [4].

3. Решения типа пограничного слоя

Â ýòîì ïàðàãðàôå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèå àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû (𝛼 →
→ 𝜃𝑠 + 0):

𝜁0(𝛼) ∼ 𝛽
√︀

𝛼− 𝜃𝑠, 𝜁 ′0(𝛼) ∼
𝛽

2
√
𝛼− 𝜃𝑠

, 4𝜁1(𝛼) ∼
𝛽 · 𝛽1√
𝛼− 𝜃𝑠

, (21)

𝜕𝜙

𝜕𝑟
+ 𝑡 sin𝛼 ∼ 𝑡

(︂
𝜕𝜙0

𝜕𝑟
+ sin𝛼

)︂
∼ 2𝛽𝑡

√︀
𝛼− 𝜃𝑠,

𝜕𝜙0

𝜕𝛼
∼ −𝐹𝑟−2 cos 𝜃𝑠,

𝜕𝜃

𝜕𝑡
∼ 2𝑐1𝑡, (22)

ãäå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé 𝜙 è 𝜙0 áåðóòñÿ ïðè 𝑟 = 1, êîýôôèöèåíò 𝛽 íàõîäèòñÿ ÷èñëåííî
íà îñíîâå ïåðâîé ôîðìóëû (21), à êîýôôèöèåíò 𝛽1 èìååò âèä

𝛽1 = 𝑐1 − 0.5
(︀
1− 𝐹𝑟−2

)︀
cos 𝜃𝑠.

Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàííîå êèíåìàòè÷åñêîå óðàâíåíèå âíóòðåííåé ñâîáîäíîé ãðàíèöû
æèäêîñòè:

𝜕𝜙

𝜕𝑟
− ℎ̇(𝑡) sin 𝜃(𝛼, 𝑡) =

𝜕𝜁

𝜕𝛼

(︂
𝜕𝜃

𝜕𝛼

)︂−1

𝜃(𝑡) +
𝜕𝜁

𝜕𝑡
− 𝜕𝜁

𝜕𝛼

(︂
𝜕𝜃

𝜕𝛼

)︂−1 𝜕𝜃

𝜕𝑡
,

𝜃(𝑡) = [1 + 𝜁(𝛼, 𝑡)]−2

[︃
𝜕𝜙

𝜕𝛼

(︂
𝜕𝜃

𝜕𝛼

)︂−1

− ℎ̇(𝑡) (1 + 𝜁(𝛼, 𝑡)) cos 𝜃(𝛼, 𝑡)

]︃
.

Ó÷èòûâàÿ (21)�(22), ïðèâåäåì ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ê âèäó

2𝛽𝑡
√︀
𝛼− 𝜃𝑠 = −2𝑡𝛽1

𝜕𝜁

𝜕𝛼
+

𝜕𝜁

𝜕𝑡
. (23)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (23), ñîäåðæàùåãî òîëüêî îäíó íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ 𝜁(𝛼, 𝑡), áóäåì
èñêàòü â ôîðìå

𝜁(𝛼, 𝑡) = 𝛽𝑡3𝐻(𝜏) + ..., 𝜏 =
𝛼− 𝜃𝑠
𝑡2

. (24)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòîò ïðîåêò ðåøåíèÿ â (23), ïåðåõîäÿ âñþäó ê ïîãðàíñëîéíîé ïåðåìåííîé 𝜏
è ïðèðàâíèâàÿ âåëè÷èíû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ 𝑡 (ïðè 𝑡2), ïðèäåì â ãëàâíîì àñèìïòî-
òè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè ê îáûêíîâåííîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà
ñ íóëåâûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì è óñëîâèåì ñðàùèâàíèÿ ñ âíåøíèì ðàçëîæåíèåì íà áåñêî-
íå÷íîñòè:

(𝜏 + 𝛽1)𝐻
′(𝜏)− 1.5𝐻(𝜏) = −

√
𝜏 , 𝐻(0) = 0, 𝐻(𝜏) ∼

√
𝜏 +

𝛽1
4
√
𝜏
+ ..., 𝜏 → ∞.

Механика 75



Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер.: Математика. Механика. Информатика. 2026. Т. 26, вып. 1

Â äàëüíåéøåì âàæíóþ ðîëü èãðàåò çíàê ïàðàìåòðà 𝛽1. Ïðè 𝛽1 < 0 ðåøåíèå ïîñëåäíåé
çàäà÷è èìååò âèä

𝐻(𝜏) =
2

3|𝛽1|
𝜏1.5, 0 < 𝜏 < |𝛽1|; 𝐻(𝜏) =

2

3|𝛽1|
[︀
𝜏1.5 − (𝜏 − |𝛽1|)1.5

]︀
, |𝛽1| < 𝜏 < ∞. (25)

Ðåøåíèÿ òèïà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ (24)�(25) âñòðå÷àþòñÿ âî ìíîãèõ ðàáîòàõ àâòîðà [3,4,
6,13]. Îíè î÷åíü õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ âíåøíèì ðàçëîæåíèåì â øèðîêîì äèàïàçîíå èçìåíå-
íèÿ óãëîâîé êîîðäèíàòû, à òàêæå â øèðîêîì âðåìåííîì äèàïàçîíå. Òàêèì îáðàçîì, ñëó÷àé
𝛽1 < 0 íèêàêèõ ñîìíåíèé íå âûçûâàåò, ïîýòîìó îñíîâíîå âíèìàíèå íóæíî ñîñðåäîòî÷èòü
íà ñëó÷àå 𝛽1 > 0. Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî çäåñü ðåøåíèå îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ äëÿ ôóíêöèè 𝐻(𝜏), óäîâëåòâîðÿþùåå íóëåâîìó íà÷àëüíîìó óñëîâèþ, íå ìîæåò
ðàññìàòðèâàòüñÿ â êà÷åñòâå ïîãðàíñëîéíîãî, òàê êàê ñîîòâåòñòâóþùàÿ êðèâàÿ îêàçûâàåò-
ñÿ âíóòðè êðóãà. Ïðè ýòîì äðóãîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ
ñðàùèâàíèÿ, ñóùåñòâóåò è î÷åíü õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ âíåøíèì ðàçëîæåíèåì (11):

𝐻(𝜏) =
2

3𝛽1

[︀
(𝜏 + 𝛽1)

1.5 − 𝜏1.5
]︀
. (26)

Ïðè 𝛼 = 𝜃𝑠 ìåæäó ïîñëåäíèì ðåøåíèåì è ãðàíèöåé òåëà âîçíèêàåò çàçîð, êîòîðûé îçíà-
÷àåò, ÷òî âíóòðåííÿÿ ñâîáîäíàÿ ãðàíèöà æèäêîñòè ïðîäîëæàåòñÿ çà òî÷êó îòðûâà. Ðåøåíèå
òèïà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ïðè 𝛼 < 𝜃𝑠 ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ ðàññóæäåíèé, àíàëî-
ãè÷íûõ òåì, êîòîðûå ïðîâîäèëèñü ïðè 𝛼 > 𝜃𝑠 (𝛽1 < 0). Îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî âìåñòî
ïåðâîé àñèìïòîòè÷åñêîé ôîðìóëû â (22) íóæíî èñïîëüçîâàòü ãðàíè÷íîå óñëîâèå â çîíå
êîíòàêòà (15) (â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè òî÷êè, ïðèíàäëåæàùèå ñâîáîäíîé ãðàíèöå, ñíîñÿò-
ñÿ âäîëü ðàäèóñà â çîíó êîíòàêòà íà ãðàíèöå òåëà). Â ðåçóëüòàòå âîçíèêàåò óðàâíåíèå (23),
ëåâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî ðàâíà íóëþ. Åãî ðåøåíèå áóäåì èñêàòü â ôîðìå (24), ãäå â âûðàæåíèè
äëÿ ïîãðàíñëîéíîé ïåðåìåííîé 𝜏 íóæíî ïîñòàâèòü çíàê ìèíóñ. Â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîãî
óñëîâèÿ ôîðìóëèðóåòñÿ óñëîâèå ãëàäêîé ñòûêîâêè (êëàññà 𝐶1) ñ ðåøåíèåì (24), (26) ïðè
𝛼 = 𝜃𝑠. Èñêîìîå ðåøåíèå èìååò âèä

𝜁(𝛼, 𝑡) =
2𝛽

3𝛽1
𝑡3 (𝛽1 − 𝜏1)

1.5 , 𝜏1 =
𝜃𝑠 − 𝛼

𝑡2
. (27)

Çàìåòèì, ÷òî êðèâàÿ, îïðåäåëÿåìàÿ ðåøåíèåì (27), êàñàåòñÿ ãðàíèöû òåëà â òî÷êå ñ
óãëîâîé êîîðäèíàòîé 𝛼 = 𝜃𝑠 − 𝛽1𝑡

2 (çäåñü òàêæå èìååò ìåñòî ñòûêîâêà êëàññà 𝐶1). Òàêèì
îáðàçîì, ôóíêöèÿ (27) ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì ïðîäîëæåíèåì ðåøåíèÿ (24), (26) â îáëàñòü
𝛼 < 𝜃𝑠. Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå òî÷êà îòðûâà îêàçûâàåòñÿ âíóòðè êàâåð-
íû. Îäíàêî ðàññóæäåíèÿ, îñíîâàííûå íà âûïîëíåíèè óñëîâèÿ Êóòòû�Æóêîâñêîãî, çäåñü
ñîõðàíÿþòñÿ, òàê êàê â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè êðèâàÿ ïîäõîäèò ê òî÷êå îòðûâà ïîä ïðÿìûì
óãëîì, áåç ïîâîðîòà ñâîáîäíîé ãðàíèöû (âîçíèêàåò êîðåíü êâàäðàòíûé èç ðàçíîñòè ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ óãëîâûõ êîîðäèíàò). Ïîñòðîåííûå âûøå ïîãðàíñëîéíûå ðåøåíèÿ ïîäïðàâëÿþò
ýòî ãëàâíîå ïðèáëèæåíèå äëÿ áîëåå óìåðåííûõ âðåìåí. Îñòàíîâèìñÿ íà ýòîì âîïðîñå áî-
ëåå ïîäðîáíî. Ïåðåõîäÿ â ðåøåíèè (24), (26) îò ïåðåìåííîé 𝜏 ê ïåðåìåííîé 𝑡 è èñïîëüçóÿ
ôîðìóëó Òåéëîðà ïðè ìàëûõ 𝑡, ïðèäåì ê ðàçëîæåíèþ

𝜁(𝛼, 𝑡) = 𝛽𝑡2
√︀

𝛼− 𝜃𝑠 +
𝛽𝛽1
4

𝑡4 (𝛼− 𝜃𝑠)
−0.5 + ...

Âèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ 𝜁(𝛼, 𝑡) õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ (ñðàùèâàåòñÿ) ñ ïåðâûì ÷ëåíîì ýòîãî
ðàçëîæåíèÿ ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ 𝑡 âî âíåøíîñòè íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè îòðûâà.
Ïðè ýòîì óêàçàííàÿ îêðåñòíîñòü ìîæåò áûòü ñäåëàíà ñêîëü óãîäíî ìàëîé çà ñ÷åò ìàëî-
ñòè 𝑡. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì âåäåò ñåáÿ ðåøåíèå (24), (25) ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ 𝑡. Ìîæ-
íî ïðîâåñòè äðóãèå ðàññóæäåíèÿ, ïîêàçûâàþùèå, ÷òî èíòåðåñóþùàÿ íàñ ôóíêöèÿ (êîðåíü
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êâàäðàòíûé) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà êàê ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âíóòðåí-
íåé ñâîáîäíîé ãðàíèöû æèäêîñòè, íî ïðè ðàññìîòðåíèè áîëåå íèçêèõ ïîðÿäêîâ ïî âðåìåíè
(÷òî íåóäèâèòåëüíî, òàê êàê ðå÷ü èäåò î ñàìîì ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè). Ôóíêöèþ 𝜁(𝛼, 𝑡)
áóäåì èñêàòü â âèäå

𝜁(𝛼, 𝑡) = 𝛽𝑡𝛾𝐻(𝜏) + ..., 𝜏 =
𝛼− 𝜃𝑠
𝑡𝛿

. (28)

Ïîäñòàâëÿÿ (28) â (23), ïåðåõîäÿ ê ïîãðàíñëîéíîé ïåðåìåííîé 𝜏 è îãðàíè÷èâàÿñü òîëüêî
ãëàâíûì ïðèáëèæåíèåì, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî, â êîòîðîå âõîäÿò ñëàãàåìûå, èìåþùèå ñëåäó-
þùèå ïîðÿäêè ìàëîñòè ïî 𝑡: 𝑡0.5𝛿+1, 𝑡𝛾+1−𝛿, 𝑡𝛾−1. Â ñàìîé õîðîøåé ñèòóàöèè, êîãäà âñå ïî-
êàçàòåëè ðàâíû, ïðèäåì ê ñëó÷àÿì, ðàññìîòðåííûì âûøå. Äàëåå ðàññìîòðèì ñëó÷àè, êîãäà
ñðåäè óêàçàííûõ ïîêàçàòåëåé ñîâïàäàþò òîëüêî äâà èç íèõ, à ñëàãàåìîå, îòâå÷àþùåå òðå-
òüåìó ïîêàçàòåëþ, èìååò áîëåå âûñîêèé ïîðÿäîê ìàëîñòè ïî 𝑡. Èç òðåõ âîçìîæíûõ ñëó÷àåâ
ïîäõîäÿùèì îêàçûâàåòñÿ òîëüêî îäèí, êîòîðûé ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ ñðàùèâàíèÿ ïðèâîäèò ê
ðåøåíèþ âèäà (0.5𝛿 + 1 = 𝛾 − 1, 𝛾 + 1− 𝛿 > 𝛾 − 1):

𝜁(𝛼, 𝑡) = 𝛽𝑡2
√︀

𝛼− 𝜃𝑠. (29)

Òàêèì îáðàçîì, åñòü âñå îñíîâàíèÿ ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ (29) ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì àñèìï-
òîòè÷åñêèì ïðèáëèæåíèåì äëÿ ôîðìû âíóòðåííåé ñâîáîäíîé ãðàíèöû æèäêîñòè ïðè ëþáîì
𝛽1. Â ñëåäóþùåì ïðèáëèæåíèè ïî âðåìåíè êàðòèíà òå÷åíèÿ æèäêîñòè âáëèçè òî÷êè îòðûâà
ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ïàðàìåòðà 𝛽1. Ïðè 𝛽1 < 0 êðèâàÿ ïîäõîäèò ê òî÷êå îòðûâà ïî êà-
ñàòåëüíîé, íàõîäÿñü îò íåå òîëüêî ïî îäíó ñòîðîíó. Â ñëó÷àå 𝛽1 > 0 êðèâàÿ ïðîäîëæàåòñÿ
çà òî÷êó îòðûâà è ïîäõîäèò ê ãðàíèöå òåëà òàêæå ïî êàñàòåëüíîé (â ýòîì ñëó÷àå òî÷êà
îòðûâà îêàçûâàåòñÿ âíóòðè êàâåðíû).

Âêðàòöå îñòàíîâèìñÿ íà ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè. Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ îä-
íîñòîðîííèìè îãðàíè÷åíèÿìè (14)�(16) ïðèìåíÿåòñÿ ñïåöèàëüíûé èòåðàöèîííûé ìåòîä ïî-
ñëåäîâàòåëüíîãî óòî÷íåíèÿ íåèçâåñòíûõ çàðàíåå çîí îòðûâà è êîíòàêòà ÷àñòèö æèäêîñòè.
Ðàíåå òàêîé ïîäõîä áûë ïðèìåíåí äëÿ ðåøåíèÿ êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ îá îòðûâíîì óäàðå òâåð-
äûõ òåë, ïëàâàþùèõ íà ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè [14]. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ
â ýòîì èòåðàöèîííîì ïðîöåññå âûáèðàåòñÿ ðåøåíèå ñìåøàííîé çàäà÷è (14)�(16), áåç ó÷åòà
íåðàâåíñòâ, ñ òàêîé ìàëåíüêîé çîíîé 𝑆12(0), â îêðåñòíîñòè êîòîðîé íàðóøàåòñÿ äèíàìè÷å-
ñêîå óñëîâèå â âèäå íåðàâåíñòâà (14). Êàê ïîêàçûâàþò ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû, ïðè ïëàâíîì
óäàëåíèè îò òî÷êè ðàçäåëà êðàåâûõ óñëîâèé ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî íåðàâåíñòâà óáûâàåò, äî-
ñòèãàåò îòðèöàòåëüíîãî ìèíèìóìà, à çàòåì âîçðàñòàåò äî ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé. Òî÷êè,
â êîòîðûõ ðàññìàòðèâàåìàÿ ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò îòðèöàòåëüíûå ìèíèìóìû, âûáèðàþòñÿ
çà ñëåäóþùèå ïðèáëèæåíèÿ ê òî÷êàì îòðûâà. Äàëåå ýòîò ïðîöåññ ïîâòîðÿåòñÿ. Ïðè ýòîì
êàæäûé ñëåäóþùèé øàã èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ çîíû îòðèöàòåëü-
íûõ çíà÷åíèé äàííîé ôóíêöèè. Ïðîöåññ çàêàí÷èâàåòñÿ, êîãäà ýòà çîíà ïîëíîñòüþ èñ÷åçàåò.
Ïîñëå ýòîãî ïðîâåðÿåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü êèíåìàòè÷åñêîãî óñëîâèÿ â âèäå íåðàâåíñòâà â
(15). Îïèñàííûé èòåðàöèîííûé ìåòîä ñõîäèòñÿ î÷åíü áûñòðî. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ óãëîâûõ
êîîðäèíàò òî÷åê îòðûâà ñ äâóìÿ âåðíûìè çíàêàìè ïîñëå çàïÿòîé òðåáóåòñÿ íå áîëåå 15-20
èòåðàöèé. Îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííûå íà êàæäîì øàãå èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ëèíåéíûå
çàäà÷è (ñ ôèêñèðîâàííûìè òî÷êàìè ðàçäåëà êðàåâûõ óñëîâèé) ðåøàþòñÿ ÷èñëåííî ìåòî-
äîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ñ ïðèìåíåíèåì ïàêåòà FreeFem++ [15]. Ëèíåéíàÿ çàäà÷à (17)�(20)
òàêæå ðåøàåòñÿ ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Áîëåå ïîäðîáíî ýòîò ïîäõîä èçëîæåí â ñòà-
òüÿõ [3, 4].

Ïðè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ââîäÿòñÿ â ðàññìîòðåíèå äíî è áîêîâûå ñòåíêè, óäàëåííûå
îò òåëà íà áîëüøèå ðàññòîÿíèÿ (â ïÿòü ðàç áîëüøå ðàäèóñà öèëèíäðà).

Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíî õîðîøåå ñîãëàñîâàíèå ïîãðàíñëîéíûõ ðåøåíèé (24), (25) ñ âíåøèì
ðàçëîæåíèåì â ñëó÷àå, êîãäà âûïîëíåíî óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè: 𝐹𝑟 = 1, 𝜒0 = −1, 𝜒1 = 0,
𝜒2 = 0, 𝐻 = 1.2, 𝑡 = 0.4, 𝑐1 = −0.5 (òî÷êè îòðûâà äâèæóòñÿ â ðàçíûå ñòîðîíû, 𝛽1 = 𝑐1).
Çäåñü 𝜃𝑠 = 0.766, 𝛽 = 1.596, 𝑝 = 9.202.

Механика 77



Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер.: Математика. Механика. Информатика. 2026. Т. 26, вып. 1

Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíû ñëó÷àè, êîãäà óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè íàðóøåíî: 𝐹𝑟 = 3, 𝜒0 = 0.2,
𝑡 = 0.4, 𝑡 = 0.6 (îñòàëüíûå ïàðàìåòðû íå ìåíÿþòñÿ). Äëÿ ýòèõ ñëó÷àåâ 𝜃𝑠 = 0.813, 𝛽 = 0.700,
𝛽1 = −0.805, 𝑝 = 1.953.

Ðåãóëÿðíûé ñëó÷àé ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 3, 4: 𝐹𝑟 = 1, 𝜒0 = −1, 𝑡 = 0.4, 𝑐1 = 0.5 (òî÷êè
îòðûâà ñáëèæàþòñÿ, îñòàëüíûå ïàðàìåòðû íå ìåíÿþòñÿ). Çäåñü 𝛽1 = 𝑐1 > 0.

Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíî ñîãëàñîâàíèå âíåøíåãî ðàçëîæåíèÿ (11) è äâóõ ïîãðàíñëîéíûõ ðåøå-
íèé (24), (26) è (27). Ïåðâîå ïîãðàíñëîéíîå ðåøåíèå ïðàêòè÷åñêè íå îòëè÷àåòñÿ îò âíåøíåãî
ðàçëîæåíèÿ.

Íà ðèñ. 4 ïîêàçàíî ñîãëàñîâàíèå âñåõ òðåõ ïîãðàíñëîéíûõ ðåøåíèé: (24), (26); (27);
(29). Îòìåòèì, ÷òî ïðè 𝑡 = 0.4 êðèâàÿ, îïðåäåëÿåìàÿ ôóíêöèåé (27), âåñüìà íåçíà÷èòåëüíî
îòêëîíÿåòñÿ îò ãëàâíîãî ïðèáëèæåíèÿ, èìåþùåãî âèä êâàäðàòíîãî êîðíÿ. Ýòî ãîâîðèò î
òîì, ÷òî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ (äëÿ 𝛽1 > 0) ïðè îïðåäåëåíèè ôîðìû êàâåðíû âáëèçè òî÷åê
îòðûâà ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêî ãëàâíûì ïðèáëèæåíèåì. Ïðè ýòîì ôîðìà êàâåðíû â
öåëîì ïðàêòè÷åñêè íå èçìåíèòñÿ.

Рис. 3. Согласование двух погран-
слойных решений и внешнего разло-
жения при 𝑡 = 0.4. Случай, когда
кривая расположена по разные сто-
роны от точки отрыва. Условие регу-

лярности выполнено
Fig. 3. Agreement of two boundary
layer solutions and the outer expansion
at 𝑡 = 0.4. The case when the
curve is located on different sides of
the separation point. The regularity

condition is satisfied

Рис. 4. Согласование главного
приближения типа квадратно-
го корня (пунктирная линия)
и двух погранслойных решений

при 𝑡 = 0.4

Fig. 4. Agreement between the
leading approximation of the
square root type (dashed line)
and two boundary layer solutions

at 𝑡 = 0.4

Заключение

Èçó÷åíà çàäà÷à î íà÷àëüíîì ýòàïå êàâèòàöèîííîãî äâèæåíèÿ êðóãîâîãî öèëèíäðà ïîä
ñâîáîäíîé ïîâåðõîñòüþ òÿæåëîé æèäêîñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ îïðåäåëåííûõ ôèçè÷åñêèõ
ñèòóàöèé, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþòñÿ óñëîâèåì ðåãóëÿðíîñòè, ðåøåíèå ïðåîáðàçîâàííîé çà-
äà÷è ïðåäñòàâèìî â âèäå ñòåïåííîãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ïî ìàëîìó âðåìåíè. Ïðè
íàðóøåíèè óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè ñòåïåííîé õàðàêòåð àñèìïòîòèêè òàêæå ìîæíî ñîõðàíèòü,
åñëè âî âòîðîì àñèìïòîòè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè ïðîâåñòè ñãëàæèâàíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ãðà-
íè÷íîé ôóíêöèè. Èçó÷åíî ïîâåäåíèå âíóòðåííåé ñâîáîäíîé ãðàíèöû æèäêîñòè âáëèçè òî÷-
êè îòðûâà. Óñòàíîâëåíî, ÷òî â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè êðèâàÿ ïîäõîäèò ê òî÷êå îòðûâà ïîä
ïðÿìûì óãëîì. Áîëåå ýôôåêòèâíûå ïîãðàíñëîéíûå ðåøåíèÿ ñãëàæèâàþò ýòîò óãîë. Ïðè
ýòîì â îäíèõ ñëó÷àÿõ êðèâàÿ âûõîäèò èç òî÷êè îòðûâà è ðàñïîëàãàåòñÿ îò íåå òîëüêî ïî
îäíó ñòîðîíó. Â äðóãèõ ñëó÷àÿõ êðèâàÿ ïðîäîëæàåòñÿ çà òî÷êó îòðûâà è ðàñïîëàãàåòñÿ îò
íåå ïî ðàçíûå ñòîðîíû.
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