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Аннотация. В работе предложена модификация метода обратного
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Введение

Задача нахождения точных решений уравнений нелинейной математической физики,
в частности дифференциальных и дифференциально-разностных уравнений, по-прежнему
является весьма актуальной. Характеристики точных решений позволяют исследовать фун-
даментальные свойства уравнений; точные решения являются основой для отладки прибли-
женных методов решения. За последние десятилетия было предложено немало эффектив-
ных методов построения точных решений нелинейных уравнений, например, метод экс-
поненциальной функции, метод гиперболического тангенса, метод простейших уравнений
[1–3], метод геометрического ряда [4] и др. Настоящая статья посвящена модификации ме-
тода обратного ряда [5], позволяющей расширить круг решаемых этим методом уравнений.

1. Идея модификации метода

Согласно [5] на первом этапе метода обратного ряда строится ряд возмущений по степе-
ням решения линеаризованного уравнения в форме экспоненциальной функции e𝑧, завися-
щей от переменной бегущей волны 𝑧 = 𝑘𝑥−𝜔𝑡. На втором этапе для полученного степенного
ряда 𝑆1(𝑦), построенного по степеням переменной 𝑦, 𝑦 = e𝑧, формируется обратный степен-
ной ряд 𝑆2(𝑦) согласно условию

𝑆1𝑆2 = 1. (1)

Как оказывается, обратный ряд 𝑆2 обрывается безусловно для большинства интегрируемых
уравнений и после выполнения специального условия— для многих неинтегрируемых урав-
нений, и выражение 𝑆−1

2 дает точное решение уравнения в замкнутой форме. Обрывание
степенного ряда, т. е. обращение в ноль всех его коэффициентов, начиная с некоторого номе-
ра, основано на том, что рациональная дробь, представляющая точное решение уравнения,
во многих случаях имеет вид

𝑦

𝑃𝑛(𝑦)
, (2)

где 𝑃𝑛 —многочлен степени 𝑛 от 1 до 3. Обратное к (2) выражение является многочленом по
𝑦, соответствующим оборванному обратному ряду. Однако в некоторых случаях структура
точного решения более сложная и имеет вид

𝑦𝑚(𝑦 + 𝐶)

𝑃𝑛(𝑦)
, (3)

где 𝑚 ∈ 𝑍 и 𝐶 = const. Второй множитель в числителе (3) препятствует обрыванию об-
ратного ряда и, следовательно, нахождению решения в замкнутой форме. Для устранения
проблемы предлагается заменить условие (1) следующим:

𝑆1𝑆2𝑆3 = 1, (4)
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где

𝑆3 =
1

𝐶
− 𝑦

𝐶2
+
𝑦2

𝐶3
− 𝑦3

𝐶4
+ ...+ (−1)𝑛−1 𝑦

𝑛−1

𝐶𝑛
+ ... (5)

есть формальное разложение выражения (𝑦+𝐶)−1 в степенной ряд. При такой замене ком-
бинация 𝑆1𝑆3 лишается проблемного множителя (𝑦+𝐶) и ничто не препятствует обрыванию
ряда 𝑆2. Точное решение уравнения при этом определяется выражением(︂

𝑆2
𝑦 + 𝐶

)︂−1

. (6)

2. Решение уравнения Цицейки

Интегрируемому уравнению Цицейки

𝑢𝑥𝑡 = e2𝑢 − e−𝑢 (7)

при 𝜔 = −3/𝑘 соответствует ряд возмущений [4]

𝑢 = 𝑦 +
1

6
𝑦2 +

1

12
𝑦3 +

1

27
𝑦4 +

121

6480
𝑦5 +

25

2592
𝑦6 +

1681

326592
𝑦7 + ... (8)

Сингулярный анализ ведущих членов (7) дает нулевой порядок полюса его решения,
поэтому вместо (8) рассмотрим ряд

𝑆1 = 𝑦
𝑑𝑢

𝑑𝑦
= 𝑦 +

1

3
𝑦2 +

1

4
𝑦3 +

4

27
𝑦4 +

121

1296
𝑦5 +

25

432
𝑦6 +

1681

46656
𝑦7 + ... (9)

Будем искать обратный ряд в форме

𝑆2 =
∞∑︁

𝑛=−1

𝑏𝑛𝑦𝑛. (10)

Подставив (9), (10) и (5) в (4) и перенеся все слагаемые в левую часть, будем последова-
тельно приравнивать нулю множители при возрастающих степенях 𝑦, начиная с нулевой:

𝑦0 :
𝑏−1

𝐶
− 1 = 0 ⇒ 𝑏−1 = 𝐶,

𝑦1 :
𝑏0 − 1

𝐶
+

1

3
= 0 ⇒ 𝑏0 = 1− 𝐶

3
, ...

В результате получим

𝑆2 =
𝐶

𝑦
+ 1− 𝐶

3
− 1

3

(︂
5𝐶

12
+ 1

)︂
𝑦 − 1

18

(︂
𝐶

3
+

5

2

)︂
𝑦2 − 𝐶 + 6

324
𝑦3 − 𝐶 + 6

1944
𝑦4 − ... (11)

Как видим, начиная со степени 𝑦3, все коэффициенты обращаются в ноль при 𝐶 = −6, и
ряд (11), обрываясь, превращается в многочлен

−6

𝑧
+ 3 +

𝑧

2
− 𝑧2

36
,

а выражение (6), где 𝑦 = 𝑘𝑥+ 3
𝑘 𝑡, дает сумму ряда (9)

36𝑦 (6− 𝑦)

(𝑦 + 6) (𝑦2 − 24𝑦 + 36)
, (12)

которая определяет точное решение уравнения Цицейки, приведенное в [4].
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3. Решение уравнения Фишера

Неинтегрируемому уравнению Фишера

𝑢𝑡 − 𝛼𝑢𝑥𝑥 − 𝑢+ 𝛽𝑢2 = 0

при 𝜔 = −𝛼𝑘2 + 1 соответствует ряд возмущений

𝑆0 =
1

𝛽
+ 𝑦 +

𝛽𝑦2

2𝛼𝑘2 + 1
+

𝛽2𝑦3

(2𝛼𝑘2 + 1) (3𝛼𝑘2 + 1)
+

𝛽3
(︀
7𝛼𝑘2 + 3

)︀
𝑦4

3(2𝛼𝑘2 + 1)2 (3𝛼𝑘2 + 1) (4𝛼𝑘2 + 1)
+ ...

Для упрощения выкладок избавимся в ряду от постоянного слагаемого, т. е. примем 𝑆1 =
= 𝑆0− 1

𝛽 и воспользуемся условием (4). Получим следующие выражения для коэффициентов
обратного ряда (10):

𝑏−1 = 𝐶,

𝑏0 = 1− 𝐶𝛽

2𝛼𝑘2 + 1
,

𝑏1 =
𝛽
(︀
−6𝛼2𝑘4 + 𝛼𝑘2 (𝐶𝛽 − 5)− 1

)︀
(2𝛼𝑘2 + 1)2 (3𝛼𝑘2 + 1)

,

𝑏2 = −
𝛼𝛽2𝑘2

(︀
−24𝛼2𝑘4 + 2𝛼𝑘2 (𝐶𝛽 − 9)− 2𝐶𝛽 − 3

)︀
3(2𝛼𝑘2 + 1)3 (3𝛼𝑘2 + 1) (4𝛼𝑘2 + 1)

,

𝑏3 =
𝛼𝛽3𝑘2

(︀
𝛼𝑘2 − 1

)︀ (︀
−120𝛼3𝑘6 + 4𝛼2𝑘4 (3𝐶𝛽 − 31)− 2𝛼𝑘2 (3𝐶𝛽 + 20)− 3𝐶𝛽 − 4

)︀
6(2𝛼𝑘2 + 1)4(3𝛼𝑘2 + 1)2 (4𝛼𝑘2 + 1) (5𝛼𝑘2 + 1)

,

...

Подстановка решения уравнения 𝑏2 = 0, линейного относительно неизвестной 𝐶, в сле-
дующие коэффициенты 𝑏3, 𝑏4, . . . факторизует числители их выражений, так что везде в
них появляется общий множитель (6𝛼𝑘2 − 1). Приравнивание последнего нулю выявляет
два условия:

𝐶 = − 4

𝛽
, 𝛼 =

1

6𝑘2
,

при которых обратный ряд (10) обрывается и дает точное решение уравнения Фишера

𝑢 =
1

𝛽
− 𝑦(𝛽𝑦 − 4)

(𝛽𝑦 − 2)2
,

где 𝑦 = e𝑧, 𝑧 = 𝑘𝑥− 5
6 𝑡.

Заключение

Метод обратного ряда [5] является модификацией метода геометрического ряда [4], поз-
воляющего находить точные решения дифференциальных уравнений в случаях, когда ряд
возмущения является геометрическим рядом или приводится к нему. Преимуществом ме-
тода обратного ряда является более высокая вычислительная эффективность. Но в своей
исходной формулировке метод обратного ряда не был способен обнаруживать решения ви-
да (3). Предложенная модификация устраняет этот недостаток метода и расширяет круг
обнаруживаемых им решений.
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