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Аннотация. Рассматривается локально компактная нуль-мерная группа (𝐺, +̇), порядки смеж-
ных классов у которой произвольные простые числа. Если порядки смежных классов совпадают
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Abstract.We consider a locally compact zero-dimensional group (𝐺, +̇), whose coset orders are arbitrary
prime numbers. If the orders of the cosets are constant and equal to some prime number, the multiresolution
analysis can be constructed by using a dilation operator. If the orders of the cosets are different, it is
not possible to define the dilation operator. In this paper, we describe a method for constructing a
multiresolution analysis without using the dilation operator and construct the corresponding wavelet
basis.
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Введение

Вейвлет-анализ сформировался в последние десятилетия XX в. В начале XXI в. значи-
тельно вырос интерес к вопросам построения базисов вейвлетов на локально компактных
нуль-мерных абелевых группах. Так, в [1, 2] были построены кратномасштабный анализ
(КМА) и на его основе ортонормированные базисы в 𝐿2(𝐺) как сжатий и сдвигов несколь-
ких функций (в [1] на группе Виленкина, в [2] на поле всех 𝑝-адических чисел).

В [3] была построена система Хаара на компактной нуль-мерной абелевой группе.
В работе [4] была рассмотрена задача построения ортогональных всплесковых базисов

на произвольных локально компактных нуль-мерных группах, для которых порядки смеж-
ных классов совпадают и равны некоторому простому числу. В указанном случае возможно
определить оператор растяжения.

В [5] было дано следующее определение нестационарного КМА.

Определение. Совокупность замкнутых пространств 𝑉𝑗 ⊂ 𝐿2(𝐺), 𝑗 ∈ Z называет-
ся нестационарным кратномасштабным анализом (НКМА), если выполнены следующие
условия:

1) 𝑉𝑗 ⊂ 𝑉𝑗+1 для всех 𝑗 ∈ Z;
2)
⋃︀
𝑗∈Z

𝑉𝑗 плотно в 𝐿2(𝐺);

3)
⋂︀
𝑗∈Z

𝑉𝑗 = 0;

4) для любого 𝑗 существует функция 𝜙𝑗 ∈ 𝑉𝑗 такая, что последовательность
{𝜙𝑗(· + 𝑘 2−𝑗)}𝑘∈Z образует базис Рисса (ортонормированный базис) в 𝑉𝑗 . Последователь-
ность {𝜙𝑗}𝑗∈Z называется масштабирующей для данного НКМА.

В данной работе построен нестационарный кратномасштабный анализ (НКМА) и всплес-
ковый ортонормированный базис на произвольной локально компактной нуль-мерной груп-
пе с произвольной образующей последовательностью, т. е. в случае, когда порядки смеж-
ных классов — различные простые числа. Соответственно, в этой ситуации ввести оператор
растяжения не представляется возможным. В данном случае НКМА порождается после-
довательностью функций, а всплесковый базис — последовательностью всплеск-функций.
В [6] был построен по такому принципу НКМА. В данной работе рассматривается более
общая ситуация. Причем и КМА, и ортонормированный базис удается построить без ис-
пользования преобразования Фурье.

1. Локально компактные группы, топология, характеры

Пусть (𝐺, +̇)—локально компактная абелева группа, топология в которой задана счет-
ной системой открытых подгрупп

· · · ⊃ 𝐺−𝑛 ⊃ · · · ⊃ 𝐺−1 ⊃ 𝐺0 ⊃ 𝐺1 ⊃ · · · ⊃ 𝐺𝑛 ⊃ . . .

таких, что
+∞⋃︀

𝑛=−∞
𝐺𝑛 = 𝐺,

+∞⋂︀
𝑛=−∞

= 0 (0—нулевой элемент группы 𝐺).

При каждом фиксированном 𝑁 ∈ Z подгруппа 𝐺𝑁 является компактной абелевой груп-
пой относительно той же операции +̇ в топологии, порожденной системой подгрупп

𝐺𝑁 ⊃ 𝐺𝑁+1 ⊃ · · · ⊃ 𝐺𝑛 ⊃ . . .
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Так как каждая группа 𝐺𝑛 компактна, то каждая фактор-группа 𝐺𝑛/𝐺𝑛+1 конечна, и
пусть 𝑝𝑛 — ее порядок. Можно считать, что 𝑝𝑛 —простые числа, так как, используя теоре-
му Силова, можно уплотнить цепочку подгрупп так, что порядки фактор-групп 𝐺𝑛/𝐺𝑛+1

станут простыми. В этом случае базой топологии являются всевозможные смежные классы
𝐺𝑛+̇𝑔 (𝑔 ∈ 𝐺).

Числа m𝑛 определим равенствами

m0 = 1, m𝑛+1 = m𝑛 · 𝑝𝑛.

При 𝑛 ⩾ 1 имеют место равенства

m𝑛 = 𝑝0𝑝1 . . . 𝑝𝑛−1, m−𝑛 =
1

𝑝−1𝑝−2 . . . 𝑝−𝑛
.

Смежные классы 𝐺𝑛+̇𝑔 (𝑛 ∈ Z) вместе с пустым множеством образуют полукольцо 𝒦.
На каждом смежном классе 𝐺𝑛+̇𝑔 мера 𝜇 определена равенством 𝜇(𝐺𝑛+̇𝑔) = 𝜇𝐺𝑛 = 1/m𝑛.

Таким образом, если 𝑛 ∈ N и 𝑝𝑛 = 𝑝, то 𝜇𝐺𝑛 · 𝜇𝐺−𝑛 = 1. Меру 𝜇 можно продолжить с
полукольца 𝒦 на 𝜎-алгебру (например, по схеме Каратеодори). Получим меру 𝜇, совпада-
ющую на борелевских множествах с мерой Хаара на 𝐺, которая инвариантна относительно
сдвига.

Пусть далее
∫︀
𝐺

𝑓(𝑥)𝑑𝜇(𝑥)— абсолютно сходящийся интеграл, порожденный мерой 𝜇. При

каждом 𝑁 ∈ Z выберем элементы 𝑔𝑛 ∈ 𝐺𝑛∖𝐺𝑛+1 и зафиксируем их. Тогда любой элемент
𝑥 ∈ 𝐺 единственным образом представим в виде

𝑥 =
+∞∑︁

𝑛=−∞
𝑎𝑛𝑔𝑛 (𝑎𝑛 = 0, 𝑝𝑛 − 1),

причем в этой сумме слагаемых с отрицательными номерами конечное число, т. е.

𝑥 =
+∞∑︁

𝑛=−𝑁

𝑎𝑛𝑔𝑛 (𝑎𝑛 = 0, 𝑝𝑛 − 1, 𝑎𝑛 ̸= 0).

Систему элементов (𝑔𝑛) будем называть базисной.
Пусть далее 𝑋 — совокупность характеров группы 𝐺, которая является группой отно-

сительно умножения, 𝐺⊥
𝑛 — аннулятор группы 𝐺𝑛, т. е. 𝐺⊥

𝑛 = {𝜒 ∈ 𝑋 : ∀ 𝑥 ∈ 𝐺𝑛, 𝜒(𝑥) = 1}.
Каждый аннулятор 𝐺⊥

𝑛 есть группа относительно умножения, 𝐺⊥
𝑛 образуют возрастаю-

щую последовательность

· · · ⊂ 𝐺⊥
−𝑛 ⊂ · · · ⊂ 𝐺⊥

0 ⊂ 𝐺⊥
1 ⊂ · · · ⊂ 𝐺⊥

𝑛 ⊂ . . .

такую, что
+∞⋃︁

𝑛=−∞
𝐺⊥

𝑛 = 𝑋,
+∞⋂︁

𝑛=−∞
𝐺⊥

𝑛 = 1,

причем фактор-группа имеет порядок 𝑝𝑛.
При каждом 𝑛 ∈ Z выберем элементы 𝑟𝑛 ∈ 𝐺⊥

𝑛+1∖𝐺⊥
𝑛 и зафиксируем их. Тогда любой

элемент 𝜒 ∈ 𝑋 единственным образом представим в виде

𝜒 =

+∞∏︁
𝑛=−∞

𝑟𝛼𝑛
𝑛 (𝛼𝑛 = 0, 𝑝𝑛 − 1),

причем в произведении множителей с положительными номерами конечное число. Харак-
теры 𝑟𝑛 будем называть функциями Радемахера.
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В группе характеров 𝑋 можно ввести топологию, используя цепочку подгрупп и выби-
рая в качестве базы топологии совокупность смежных классов 𝐺⊥

𝑛 ·𝜒 (𝜒 ∈ 𝑋). Совокупность
таких смежных классов вместе с пустым множеством образует полукольцо 𝜒. Для каждого
смежного класса определим его меру 𝜈 равенством 𝜈(𝐺⊥

𝑛 𝜒) = 𝜈(𝐺⊥
𝑛 ) = m𝑛. Таким обра-

зом, всегда 𝜇(𝐺𝑛)𝜈(𝐺
⊥
𝑛 ) = 1. Мера 𝜈 продолжается стандартным способом (например, по

схеме Каратеодори) на 𝜎-алгебру измеримых множеств. По этой мере строится абсолют-
но сходящийся интеграл

∫︀
𝑋

𝐹 (𝜒)𝑑𝜈(𝜒). Группа характеров 𝑋 с такой топологией является

нуль-мерной локально компактной группой, и имеет место двойственная ситуация: каждый
элемент 𝑥 ∈ 𝐺 является характером группы 𝑋 и 𝐺𝑛 есть аннулятор группы 𝐺⊥

𝑛 .
Обозначим

𝐻𝑛 =

⎧⎨⎩𝑞 ∈ 𝐺 : 𝑞 =

𝑛−1∑︁
𝑗=𝑁

𝑎𝑗𝑔𝑗 , 𝑁 ∈ Z, 𝑎𝑗 = 0, 𝑝𝑛 − 1

⎫⎬⎭ .

2. Нестационарный кратномасштабный анализ на локально компактной

нуль-мерной группе

Определение 1. Нестационарным кратномасштабным анализом (НКМА) будем на-
зывать совокупность замкнутых подпространств 𝑉𝑗 ⊂ 𝐿2(𝐺), для которых справедливы
следующие аксиомы:

A1) 𝑉𝑗 ⊂ 𝑉𝑗+1;
A2)

⋃︀
𝑗∈Z

𝑉𝑗 = 𝐿2(𝐺);

A3)
⋂︀
𝑗∈Z

𝑉𝑗 = 0;

A4) для любого 𝑛 ∈ Z найдутся функции 𝜙(𝑛)
𝑗𝑛,𝑗𝑛+1

(𝑥); 𝑗𝑛 = 0, 𝑝𝑛 − 1, 𝑗𝑛+1 = 0, 𝑝𝑛+1 − 1 и

множества𝐻𝑛 такие, что система
(︁
𝜙
(𝑛)
𝑗𝑛,𝑗𝑛+1

(𝑥−̇ℎ); 𝑗𝑛 = 1, 𝑝𝑛 − 1, 𝑗𝑛+1 = 1, 𝑝𝑛+1 − 1, ℎ ∈ 𝐻𝑛

)︁
образует ортонормированный базис в 𝑉𝑛.

Для построения КМА выберем функции 𝜙(𝑛)
𝑗𝑛,𝑗𝑛+1

∈ 𝐿2(𝐺) следующим образом.
Положим

𝜙
(0)
𝑗0,0

(𝑥) =
√
𝑚1 1𝐺1+̇𝑗0𝑔0

(𝑥), 𝑗0 = 0, 𝑝0 − 2,

𝜙
(0)
𝑝0−1,𝑗1

(𝑥) =
√
𝑚2 1𝐺2+̇𝑗1𝑔1+̇(𝑝0−1)𝑔0

(𝑥), 𝑗1 = 0, 𝑝1 − 1

(носители этих функций содержатся в 𝐺0).
Положим

𝑉0 = span
{︁
𝜙
(0)
𝑗0,0

(𝑥−̇ℎ0), 𝜙
(0)
𝑝0−1,𝑗1

(𝑥−̇ℎ0)
}︁
, 𝑗0 = 0, 𝑝0 − 2, 𝑗1 = 0, 𝑝1 − 1, ℎ0 ∈ 𝐻0.

Затем определим

𝜙
(1)
𝑗1,0

=
√
𝑚2 1𝐺2+̇𝑗1𝑔1

(𝑥), 𝑗1 = 0, 𝑝1 − 2,

𝜙
(1)
𝑝1−1,𝑗2

=
√
𝑚3 1𝐺3+̇𝑗2𝑔2+̇(𝑝1−1)𝑔1

(𝑥), 𝑗2 = 0, 𝑝2 − 1,

supp𝜙(1)
𝑗1,0

⊂ 𝐺1, supp𝜙(1)
𝑝1−1,𝑗2

⊂ 𝐺1.

Положим

𝑉1 = span
{︁
𝜙
(1)
𝑗1,0

(𝑥−̇ℎ1), 𝜙(1)
𝑝1−1,𝑗2

(𝑥−̇ℎ1)
}︁
, 𝑗1 = 0, 𝑝1 − 2, 𝑗2 = 0, 𝑝2 − 1, ℎ1 ∈ 𝐻1.

Продолжим этот процесс. На 𝑛-м шаге получим

𝜙
(𝑛)
𝑗𝑛,0

=
√
𝑚𝑛+1 1𝐺𝑛+1+̇𝑗𝑛𝑔𝑛(𝑥), 𝑗𝑛 = 0, 𝑝𝑛 − 2,
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𝜙
(𝑛)
𝑝𝑛−1,𝑗𝑛+1

=
√
𝑚𝑛+2 1𝐺𝑛+2+̇𝑗𝑛+1𝑔𝑛+1+̇(𝑝𝑛−1)𝑔𝑛(𝑥), 𝑗𝑛+1 = 0, 𝑝𝑛+1 − 1,

supp𝜙(𝑛)
𝑗𝑛,0

⊂ 𝐺𝑛, supp𝜙(𝑛)
𝑝𝑛−1,𝑗𝑛+1

⊂ 𝐺𝑛

и положим

𝑉𝑛 = span
{︁
𝜙
(𝑛)
𝑗𝑛,0

(𝑥−̇ℎ𝑛), 𝜙(𝑛)
𝑝𝑛−1,𝑗𝑛+1

(𝑥−̇ℎ𝑛)
}︁
, 𝑗𝑛 = 0, 𝑝𝑛 − 2, 𝑗𝑛+1 = 0, 𝑝𝑛+1 − 1, ℎ𝑛 ∈ 𝐻𝑛 .

Заметим, что

𝑉−1 = span
{︁
𝜙
(−1)
𝑗−1,0

(𝑥−̇ℎ−1), 𝜙
(−1)
𝑝−1−1,𝑗0

(𝑥−̇ℎ−1)
}︁
,

𝑗−1 = 0, 𝑝−1 − 2, 𝑗0 = 0, 𝑝0 − 1, ℎ−1 ∈ 𝐻−1,

где

𝜙
(−1)
𝑗𝑛,0

=
√
𝑚0 1𝐺0+̇𝑗−1𝑔−1

(𝑥), 𝑗−1 = 0, 𝑝−1 − 2,

𝜙
(−1)
𝑝−1−1,𝑗0

=
√
𝑚1 1𝐺1+̇𝑗0𝑔0+̇(𝑝−1−1)𝑔−1

(𝑥), 𝑗0 = 0, 𝑝0 − 1,

supp𝜙(−1)
𝑗−1,0

⊂ 𝐺−1, supp𝜙(−1)
𝑝−1−1,𝑗0

⊂ 𝐺−1.

Продолжаем процесс до бесконечности в обе стороны.
Таким образом, мы построили последовательность подпространств (𝑉𝑛)𝑛∈Z.

Теорема 1. Совокупность подпространств (𝑉𝑛)𝑛∈Z образует НКМА.

Доказательство. Докажем, что для построенных подпространств выполнены аксиомы
A1–A4 НКМА.

A1. Покажем, что 𝑉𝑛 ⊂ 𝑉𝑛+1. Возьмем 𝑓 ∈ 𝑉𝑛 ⇐⇒

⇐⇒ 𝑓 =
∑︁

ℎ𝑛∈𝐻𝑛

⎛⎝𝑝𝑛−2∑︁
𝑗𝑛=0

𝐶𝑗𝑛,0,ℎ𝑛𝜙
(𝑛)
𝑗𝑛,0

(𝑥−̇ℎ𝑛) +
𝑝𝑛+1−1∑︁
𝑗𝑛+1=0

𝐶𝑝𝑛−1,𝑗𝑛+1,ℎ𝑛𝜙
(𝑛)
𝑝𝑛−1,𝑗𝑛+1

(𝑥−̇ℎ𝑛)

⎞⎠ .

Так как 𝜙(𝑛)
𝑗𝑛,0

(𝑥) постоянны на смежных классах по подгруппе 𝐺𝑛+1, функции 𝜙
(𝑛)
𝑝𝑛−1,𝑗𝑛+1

(𝑥)

постоянны на смежных классах по подгруппе 𝐺𝑛+2, а функции 𝜙
(𝑛+1)
𝑗𝑛+1,0

(𝑥) постоянны на

смежных классах по 𝐺𝑛+2, 𝜙
(𝑛+1)
𝑝𝑛+1−1,𝑗𝑛+2

(𝑥) постоянны на смежных классах по 𝐺𝑛+3, то

𝜙
(𝑛)
𝑗𝑛,0

(𝑥) ∈ 𝑉𝑛+1, 𝜙
(𝑛)
𝑝𝑛−1,𝑗𝑛+1

(𝑥) ∈ 𝑉𝑛+1, т. е.

𝜙
(𝑛)
𝑗𝑛,0

(𝑥) =
∑︁

ℎ𝑛+1∈𝐻𝑛+1

(︃
𝑝𝑛+1−2∑︁
𝑗𝑛+1=0

𝑑𝑗𝑛+1,0,ℎ𝑛+1𝜙
(𝑛+1)
𝑗𝑛+1,0

(𝑥−̇ℎ𝑛+1)+

+

𝑝𝑛+2−1∑︁
𝑗𝑛+2=0

𝑑𝑝𝑛+1−1,𝑗𝑛+2,ℎ𝑛+1𝜙
(𝑛+1)
𝑝𝑛+1−1,𝑗𝑛+2

(𝑥−̇ℎ𝑛+1)

)︃
,

𝜙
(𝑛)
𝑝𝑛−1,𝑗𝑛+1

(𝑥) =
∑︁

ℎ𝑛+1∈𝐻𝑛+1

(︃
𝑝𝑛+1−2∑︁
𝑗𝑛+1=0

𝑏𝑗𝑛+1,0,ℎ𝑛+1𝜙
(𝑛+1)
𝑗𝑛+1,0

(𝑥−̇ℎ𝑛+1)+

+

𝑝𝑛+2−1∑︁
𝑗𝑛+2=0

𝑏𝑝𝑛+1−1,𝑗𝑛+2,ℎ𝑛+1𝜙
(𝑛+1)
𝑝𝑛+1−1,𝑗𝑛+2

(𝑥−̇ℎ𝑛+1)

)︃
.
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Тогда

𝑓 =
∑︁

ℎ𝑛∈𝐻𝑛

(︃
𝑝𝑛−2∑︁
𝑗𝑛=0

𝐶𝑗𝑛,0,ℎ𝑛

(︃ ∑︁
ℎ𝑛+1∈𝐻𝑛+1

(︃
𝑝𝑛+1−2∑︁
𝑗𝑛+1=0

𝑑𝑗𝑛+1,0,ℎ𝑛+1𝜙
(𝑛+1)
𝑗𝑛+1

(𝑥−̇(ℎ𝑛+̇ℎ𝑛+1))+

+

𝑝𝑛+2−1∑︁
𝑗𝑛+2=0

𝑑𝑝𝑛+1−1,𝑗𝑛+2,ℎ𝑛+1𝜙
(𝑛+1)
𝑝𝑛+1−1,𝑗𝑛+2

(𝑥−̇(ℎ𝑛+̇ℎ𝑛+1))

)︃)︃
+

+

𝑝𝑛+1−1∑︁
𝑗𝑛+1=0

𝐶𝑝𝑛−1,𝑗𝑛+1,ℎ𝑛

(︃ ∑︁
ℎ𝑛+1∈𝐻𝑛+1

(︃
𝑝𝑛+1−2∑︁
𝑗𝑛+1=0

𝑏𝑗𝑛+1,0,ℎ𝑛+1𝜙
(𝑛+1)
𝑗𝑛+1,0

(𝑥−̇(ℎ𝑛+̇ℎ𝑛+1))+

+

𝑝𝑛+2−1∑︁
𝑗𝑛+2=0

𝑏𝑝𝑛+1−1,𝑗𝑛+2,ℎ𝑛+1𝜙
(𝑛+1)
𝑝𝑛+1−1,𝑗𝑛+2

(𝑥−̇(ℎ𝑛+̇ℎ𝑛+1))

)︃)︃)︃
=

=
∑︁

ℎ𝑛∈𝐻𝑛

∑︁
ℎ𝑛+1∈𝐻𝑛+1

(︃
𝑝𝑛+1−2∑︁
𝑗𝑛+1=0

𝜙
(𝑛+1)
𝑗𝑛+1,0

(𝑥−̇(ℎ𝑛+1+̇ℎ𝑛))

(︃
𝑑𝑗𝑛+1,0,ℎ𝑛+1

𝑝𝑛−2∑︁
𝑗𝑛=0

𝐶𝑗𝑛,0,ℎ𝑛+

+𝑏𝑗𝑛+1,0

𝑝𝑛+1−1∑︁
𝑗𝑛+1=0

𝐶𝑝𝑛−1,𝑗𝑛+1,ℎ𝑛

)︃
+

+

𝑝𝑛+2−1∑︁
𝑗𝑛+2=0

𝜙
(𝑛+1)
𝑝𝑛+1−1,𝑗𝑛+2

(𝑥−̇(ℎ𝑛+1+̇ℎ𝑛))

(︃
𝑑𝑝𝑛+1−1,𝑗𝑛+2,ℎ𝑛+1

𝑝𝑛−2∑︁
𝑗𝑛=0

𝐶𝑗𝑛,0,ℎ𝑛+

+𝑏𝑝𝑛+1−1,𝑗𝑛+2

𝑝𝑛+1−1∑︁
𝑗𝑛+1=0

𝐶𝑝𝑛−1,𝑗𝑛+1,ℎ𝑛

)︃)︃
=

=
∑︁

ℎ′
𝑛+1∈𝐻𝑛+1

(︃
𝑝𝑛+1−2∑︁
𝑗𝑛+1=0

𝐶 ′
𝑗𝑛+1,0,ℎ′

𝑛+1
𝜙
(𝑛+1)
𝑗𝑛+1,0

(𝑥−̇ℎ′𝑛+1)+

+

𝑝𝑛+2−1∑︁
𝑗𝑛+2=0

𝐶 ′
𝑝𝑛+1−1,𝑗𝑛+2,ℎ′

𝑛+1
𝜙
(𝑛+1)
𝑝𝑛+1−1,𝑗𝑛+2

(𝑥−̇ℎ′𝑛+1)

)︃
∈ 𝑉𝑛+1,

так как

ℎ𝑛+1+̇ℎ𝑛 = (𝑎−𝑁𝑔−𝑁 +̇ . . . +̇𝑎𝑛𝑔𝑛)+̇(𝑏−𝑀𝑔−𝑀 +̇ . . . +̇𝑏𝑛−1𝑔𝑛−1) =

= 𝛼−𝑚𝑔−𝑚+̇ . . . +̇𝛼𝑛−1𝑔𝑛−1+̇𝛼𝑛𝑔𝑛,

где 𝑚 = max(𝑁,𝑀), и ℎ𝑛+1+̇ℎ𝑛 ∈ 𝐻𝑛+1.
A2. Выполнение аксиомы

⋃︀
𝑗∈Z

𝑉𝑗 = 𝐿2(𝐺) очевидно, так как множество всех ступенчатых

функций всюду плотно в 𝐿2(𝐺).
A3. Докажем справедливость аксиомы

⋂︀
𝑗∈Z

𝑉𝑗 = 0.

Пусть
𝑓 ∈

⋂︁
𝑗∈Z

𝑉𝑗 . (1)

Покажем, что 𝑓 = 0. Выражение (1) означает, что 𝑓 ∈ 𝑉𝑗 для любого 𝑗 ∈ Z. Следовательно,
𝑓 ∈ 𝑉0. Значит,

𝑓(𝑥) =

{︃
𝐶

(0)
𝑖0
, при 𝑥 ∈ 𝐺1+̇𝑖0𝑔0, 𝑖0 = 0, 𝑝0 − 2),

𝐶
(0)
𝑖1
, при 𝑥 ∈ 𝐺2+̇(𝑝0 − 1)𝑔0+̇𝑖1𝑔1, 𝑖1 = 0, 𝑝1 − 1,

т.е. 𝑓(𝑥) = 𝐶
(0)
0 при 𝑥 ∈ 𝐺1.
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Но 𝑓 ∈ 𝑉−1, значит,

𝑓(𝑥) =

{︃
𝐶

(−1)
𝑖−1

, при 𝑥 ∈ 𝐺0+̇𝑖−1𝑔−1, 𝑖−1 = 0, 𝑝−1 − 2,

𝐶
(−1)
𝑖0

, при 𝑥 ∈ 𝐺1+̇(𝑝−1 − 1)𝑔−1+̇𝑖0𝑔0, 𝑖0 = 0, 𝑝0 − 1

и 𝑓(𝑥) = 𝐶
(−1)
0 при 𝑥 ∈ 𝐺0.

Так как 𝐺1 ⊂ 𝐺0, то 𝑓(𝑥) = 𝐶
(−1)
0 = 𝐶

(0)
0 на 𝐺0.

Но и 𝑓 ∈ 𝑉−2. Следовательно,

𝑓(𝑥) =

{︃
𝐶

(−2)
𝑖−2

, при 𝑥 ∈ 𝐺−1+̇𝑖−2𝑔−2, 𝑖−2 = 0, 𝑝−2 − 2,

𝐶
(−2)
𝑖−1

, при 𝑥 ∈ 𝐺0+̇(𝑝−2 − 1)𝑔−2+̇𝑖−1𝑔−1, 𝑖−1 = 0, 𝑝−1 − 1

и 𝑓(𝑥) = 𝐶
(−2)
0 при 𝑥 ∈ 𝐺−1.

Снова так как 𝐺0 ⊂ 𝐺−1, то 𝑓(𝑥) = 𝐶
(−2)
0 = 𝐶

(−1)
0 = 𝐶

(0)
0 на 𝐺−1.

Продолжая эти рассуждения, получим 𝑓(𝑥) = 𝐶 на 𝐺.
Но 𝑓 ∈ 𝐿2(𝐺). Значит,

‖𝑓‖22 =
∫︁
𝐺

𝑓2(𝑥)𝑑𝜇(𝑥) =

∫︁
𝐺

𝐶2𝑑𝜇(𝑥) = 𝐶2𝜇(𝐺) <∞.

Следовательно, 𝐶 = 0.
Таким образом, если 𝑓 ∈

⋂︀
𝑗∈Z

𝑉𝑗 , то 𝑓 ≡ 0.

A4. Функции
(︁
𝜙
(𝑛)
𝑗𝑛,0

(𝑥−̇ℎ𝑛), 𝜙(𝑛)
𝑝𝑛−1,𝑗𝑛+1

(𝑥−̇ℎ𝑛)
)︁

ℎ𝑛∈𝐻𝑛,
𝑗𝑛=0,𝑝𝑛−2,

𝑗𝑛+1=0,𝑝𝑛+1−1

образуют ортонормированный

базис 𝑉𝑛.

Достаточно доказать, что
(︁
𝜙
(𝑛)
𝑗𝑛,0

(𝑥−̇ℎ𝑛), 𝜙(𝑛)
𝑝𝑛−1,𝑗𝑛+1

(𝑥−̇ℎ𝑛)
)︁

ℎ𝑛∈𝐻𝑛,
𝑗𝑛=0,𝑝𝑛−2,

𝑗𝑛+1=0,𝑝𝑛+1−1

образуют орто-

нормированную систему.

Заметим, что
(︁
𝜙
(𝑛)
𝑗𝑛,0

(𝑥), 𝜙
(𝑛)
𝑝𝑛−1,𝑗𝑛+1

(𝑥)
)︁

𝑗𝑛=0,𝑝𝑛−2,
𝑗𝑛+1=0,𝑝𝑛+1−1

образуют ортонормированную систе-

му, так как их носители не пересекаются и ‖𝜙(𝑛)
𝑗𝑛,0

‖ = 1, ‖𝜙(𝑛)
𝑝𝑛−1,𝑗𝑛+1

‖ = 1.

Система
(︁
𝜙
(𝑛)
𝑗𝑛,0

(𝑥−̇ℎ𝑛), 𝜙(𝑛)
𝑝𝑛−1,𝑗𝑛+1

(𝑥−̇ℎ𝑛)
)︁
— есть ортонормированная система в 𝑉𝑛. До-

казывается аналогично, так как при ℎ𝑛 ̸= ℎ𝑚 сдвиг осуществляется на различные непере-
секающиеся смежные классы по подгруппе 𝐺𝑛+1.

Таким образом, все аксиомы для подпространств 𝑉𝑛 выполнены, следовательно, (𝑉𝑛)𝑛∈Z
образуют НКМА. □

3. Всплесковые базисы

Основным свойством КМА является возможность на их основе строить базисы всплес-
ков. Опишем конструкцию пространств всплесков.

Пусть (𝑉𝑛)𝑛∈Z —НКМА с масштабирующей последовательностью
(︁
𝜙
(𝑛)
𝑗𝑛,0

, 𝜙
(𝑛)
𝑝𝑛−1,𝑗𝑛+1

)︁
.

Обозначим𝑊𝑛 — ортогональное дополнение к 𝑉𝑛 в пространстве 𝑉𝑛+1, т. е. 𝑉𝑛+1 = 𝑉𝑛⊕𝑊𝑛

и 𝑉𝑛 ⊥𝑊𝑛. Причем 𝑊𝑛 ⊥𝑊𝑚, 𝑛 ̸= 𝑚, и 𝐿2(𝐺) =
+∞⨁︀

𝑛=−∞
𝑊𝑛.

Определим пространства 𝑊𝑛 следующим образом. Сначала определим функции

𝜓
(0)
𝑗0,0,ℎ0,𝛼1

(𝑥) =
√
m1 · 𝑟𝛼1

1 (𝑥−̇𝑗0𝑔0−̇ℎ0)1𝐺1+̇𝑗0𝑔0+̇ℎ0
(𝑥),

𝛼1 = 1, 𝑝1 − 1, 𝑗0 = 0, 𝑝0 − 2, ℎ0 ∈ 𝐻0,
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𝜓
(0)
𝑗0,𝑝1−1,ℎ0,𝛼2

(𝑥) =
√
m2 · 𝑟𝛼2

2 (𝑥−̇(𝑝1 − 1)𝑔1−̇𝑗0𝑔0−̇ℎ0) · 1𝐺2+̇(𝑝1−1)𝑔1+̇𝑗0𝑔0+̇ℎ0
(𝑥),

𝛼2 = 1, 𝑝2 − 1, 𝑗0 = 0, 𝑝0 − 1, ℎ𝑛 ∈ 𝐻𝑛.

Здесь 𝑟𝑖(𝑥), 𝑖 = 1, 2—функции Радемахера [7].

Положим 𝑊0 = span
{︁
𝜓
(0)
𝑗0,0,ℎ0,𝛼1

(𝑥), 𝑗0 = 0, 𝑝0 − 2, 𝜓
(0)
𝑗0,𝑝1−1,ℎ0,𝛼2

(𝑥), 𝑗0 = 0, 𝑝0 − 1,
}︁
.

Затем

𝜓
(1)
𝑗1,0,ℎ1,𝛼2

(𝑥) =
√
m2 · 𝑟𝛼2

2 (𝑥−̇𝑗1𝑔1−̇ℎ1)1𝐺2+̇𝑗1𝑔1+̇ℎ1
(𝑥),

𝛼2 = 1, 𝑝2 − 1, 𝑗1 = 0, 𝑝1 − 2, ℎ1 ∈ 𝐻1,

𝜓
(1)
𝑗1,𝑝2−1,ℎ1,𝛼3

(𝑥) =
√
m3 · 𝑟𝛼3

3 (𝑥−̇(𝑝2 − 1)𝑔2−̇𝑗1𝑔1−̇ℎ1) · 1𝐺3+̇(𝑝2−1)𝑔2+̇𝑗1𝑔1+̇ℎ1
(𝑥),

𝛼3 = 1, 𝑝3 − 1, 𝑗1 = 0, 𝑝1 − 1, ℎ1 ∈ 𝐻1.

Положим 𝑊1 = span
{︁
𝜓
(1)
𝑗1,0,ℎ1,𝛼2

(𝑥), 𝑗1 = 0, 𝑝1 − 2, 𝜓
(1)
𝑗1,𝑝2−1,ℎ1,𝛼3(𝑥)

}︁
.

Продолжая этот процесс, на 𝑛-м шаге получим

𝜓
(𝑛)
𝑗𝑛,0,ℎ𝑛,𝛼𝑛+1

(𝑥) =
√
m𝑛+1 · 𝑟𝛼𝑛+1

𝑛+1 (𝑥−̇𝑗𝑛𝑔𝑛−̇ℎ𝑛)1𝐺𝑛+1+̇𝑗𝑛𝑔𝑛+̇ℎ𝑛
(𝑥),

𝛼𝑛+1 = 1, 𝑝𝑛+1 − 1, 𝑗𝑛 = 0, 𝑝𝑛 − 2, ℎ𝑛 ∈ 𝐻𝑛,

𝜓
(𝑛)
𝑗𝑛,𝑝𝑛+1−1,ℎ𝑛,𝛼𝑛+2

(𝑥) =
√
m𝑛+2 · 𝑟𝛼𝑛+2

𝑛+2 (𝑥−̇(𝑝𝑛+1 − 1)𝑔𝑛+1−̇𝑗𝑛𝑔𝑛−̇ℎ𝑛)×

×1𝐺𝑛+2+̇(𝑝𝑛+1−1)𝑔𝑛+1+̇𝑗𝑛𝑔𝑛+̇ℎ𝑛
(𝑥),

𝛼𝑛+2 = 1, 𝑝𝑛+2 − 1, 𝑗𝑛 = 0, 𝑝𝑛 − 1, ℎ𝑛 ∈ 𝐻𝑛

и положим

𝑊𝑛 = span
{︁
𝜓
(𝑛)
𝑗𝑛,0,ℎ𝑛,𝛼𝑛+1

(𝑥), 𝑗𝑛 = 0, 𝑝𝑛 − 2, 𝜓
(𝑛)
𝑗𝑛,𝑝𝑛+1−1,ℎ𝑛,𝛼𝑛+2

(𝑥), 𝑗𝑛 = 0, 𝑝𝑛 − 1
}︁

и т. д. Получим последовательность подпространств (𝑊𝑛)
+∞
𝑛=−∞ .

Теорема 2. Функции
(︁
𝜓
(𝑛)
𝑗𝑛,0,ℎ𝑛,𝛼𝑛+1

(𝑥), 𝑗𝑛 = 0, 𝑝𝑛 − 2, 𝜓
(𝑛)
𝑗𝑛,𝑝𝑛+1−1,ℎ𝑛,𝛼𝑛+2

(𝑥), 𝑗𝑛 =

= 0, 𝑝𝑛 − 1
)︁
, ℎ𝑛 ∈ 𝐻𝑛, 𝛼𝑛+1 = 1, 𝑝𝑛+1 − 1, 𝛼𝑛+2 = 1, 𝑝𝑛+2 − 1 образуют ортонормированную

последовательность.

Доказательство. Пусть сначала 𝑛—фиксированное.
1. Если 𝑗𝑛1 ̸= 𝑗𝑛2 , то

∫︀
𝐺

𝜓
(𝑛)
𝑗𝑛1 ,0,ℎ𝑛,𝛼𝑛+1

(𝑥)𝜓
(𝑛)
𝑗𝑛2 ,0,ℎ𝑛,𝛼𝑛+1

(𝑥)𝑑𝜇(𝑥) = 0, так как носители этих

функций не пересекаются.
2. Далее рассмотрим (︁

𝜓
(𝑛)
𝑗𝑛,0,ℎ𝑛,𝛼𝑛1+1

(𝑥), 𝜓
(𝑛)
𝑗𝑛,0,ℎ𝑛,𝛼𝑛2+1

(𝑥)
)︁
=

= m𝑛+1

∫︁
𝐺

𝑟
𝛼𝑛1+1

𝑛+1 (𝑥−̇𝑗𝑛𝑔𝑛−̇ℎ𝑛)1𝐺𝑛+1+̇𝑗𝑛𝑔𝑛+̇ℎ𝑛
(𝑥)𝑟

𝛼𝑛2+1

𝑛+1 (𝑥−̇𝑗𝑛𝑔𝑛−̇ℎ𝑛)1𝐺𝑛+1+̇𝑗𝑛𝑔𝑛+̇ℎ𝑛
(𝑥) 𝑑𝜇(𝑥) =

= m𝑛+1

∫︁
𝐺𝑛+1+̇𝑗𝑛𝑔𝑛+̇ℎ𝑛

𝑟
𝛼𝑛1+1

𝑛+1 (𝑥−̇𝑗𝑛𝑔𝑛−̇ℎ𝑛) 𝑟
𝛼𝑛1+1+𝑙
𝑛+1 (𝑥−̇𝑗𝑛𝑔𝑛−̇ℎ𝑛) 𝑑𝜇(𝑥) =

= m𝑛+1

∫︁
𝐺𝑛+1+̇𝑗𝑛𝑔𝑛+̇ℎ𝑛

𝑟𝑙𝑛+1(𝑥−̇𝑗𝑛𝑔𝑛−̇ℎ𝑛) 𝑑𝜇(𝑥) = 0,

в предположении для определенности 𝛼𝑛1+1 < 𝛼𝑛2+1, т. е. 𝛼𝑛2+1 = 𝛼𝑛1+1 + 𝑙.
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Легко проверить, что ‖𝜓(𝑛)
𝑗𝑛,0,ℎ𝑛,𝛼𝑛+1

(𝑥)‖2 = 1, а значит, последовательность ортонорми-
рованна.

Аналогично (︁
𝜓
(𝑛)
𝑗𝑛1 ,𝑝𝑛+1−1,ℎ𝑛,𝛼𝑛+2

(𝑥), 𝜓
(𝑛)
𝑗𝑛2 ,𝑝𝑛+1−1,ℎ𝑛,𝛼𝑛+2

(𝑥)
)︁
= 0,(︁

𝜓
(𝑛)
𝑗𝑛,𝑝𝑛+1−1,ℎ𝑛,𝛼𝑛1+2

(𝑥), 𝜓
(𝑛)
𝑗𝑛,𝑝𝑛+1−1,ℎ𝑛,𝛼𝑛2+2

(𝑥)
)︁
= 0.

3. Рассмотрим
(︁
𝜓
(𝑛)
𝑗𝑛1 ,0,ℎ𝑛,𝛼𝑛+1

(𝑥), 𝜓
(𝑛)
𝑗𝑛2 ,𝑝𝑛+1−1,ℎ𝑛,𝛼𝑛2+2

(𝑥)
)︁
= 0, если 𝑗𝑛1 ̸= 𝑗𝑛2 , так сдвиг

производится на различные смежные классы по подруппе 𝐺𝑛+1. Если же 𝑗𝑛1 ̸= 𝑗𝑛2 , то
получим (︁

𝜓
(𝑛)
𝑗𝑛,0,ℎ𝑛,𝛼𝑛+1

(𝑥), 𝜓
(𝑛)
𝑗𝑛,𝑝𝑛+1−1,ℎ𝑛,𝛼𝑛+2

(𝑥)
)︁
=

=
√
m𝑛+1m𝑛+2

∫︁
𝐺

𝑟
𝛼𝑛+1

𝑛+1 (𝑥−̇𝑗𝑛𝑔𝑛−̇ℎ𝑛)1𝐺𝑛+1+̇𝑗𝑛𝑔𝑛+̇ℎ𝑛
(𝑥)×

×𝑟𝛼𝑛+2

𝑛+2 (𝑥−̇(𝑝𝑛+1 − 1)𝑔𝑛+1−̇𝑗𝑛𝑔𝑛−̇ℎ𝑛)1𝐺𝑛+2+̇(𝑝𝑛+1−1)𝑔𝑛+1+̇𝑗𝑛𝑔𝑛+̇ℎ𝑛
(𝑥) 𝑑𝜇(𝑥) =

=
√
m𝑛+1m𝑛+2

∫︁
𝐺𝑛+2+̇(𝑝𝑛+1−1)𝑔𝑛+1𝑗̇𝑛𝑔𝑛+̇ℎ𝑛

𝑟
𝛼𝑛+1

𝑛+1 (𝑥−̇𝑗𝑛𝑔𝑛−̇ℎ𝑛)×

×𝑟𝛼𝑛+2

𝑛+2 (𝑥−̇(𝑝𝑛+1 − 1)𝑔𝑛+1−̇𝑗𝑛𝑔𝑛−̇ℎ𝑛) 𝑑𝜇(𝑥) =

=
√
m𝑛+1m𝑛+2

∫︁
𝐺𝑛+2

𝑟
𝛼𝑛+1

𝑛+1 (𝑦+̇(𝑝𝑛+1 − 1)𝑔𝑛+1) · 𝑟𝛼𝑛+2

𝑛+2 (𝑦) 𝑑𝜇(𝑦) =

=
√
m𝑛+1m𝑛+2𝑟

𝛼𝑛+1

𝑛+1 (𝐺𝑛+2+̇(𝑝𝑛+1 − 1)𝑔𝑛+1)

∫︁
𝐺𝑛+2

𝑟
𝛼𝑛+2

𝑛+2 (𝑦) 𝑑𝜇(𝑦) = 0.

4. Пусть теперь 𝑛 ̸= 𝑁 (для определенности 𝑁 > 𝑛).

Убедимся, что
(︁
𝜓
(𝑛)
𝑗𝑛,0,ℎ𝑛,𝛼𝑛+1

(𝑥)𝜓
(𝑁)
𝑗𝑁 ,0,ℎ𝑁 ,𝛼𝑁+1

(𝑥)
)︁
= 0.

Если носители функций 𝜓(𝑛)
𝑗𝑛,0,ℎ𝑛,𝛼𝑛+1

(𝑥) и 𝜓(𝑁)
𝑗𝑁 ,0,ℎ𝑁 ,𝛼𝑁+1

(𝑥) не пересекаются, то равенство

очевидно выполняется. Иначе supp𝜓(𝑁)
𝑗𝑁 ,0,ℎ𝑁 ,𝛼𝑁+1

(𝑥) ⊂ supp𝜓(𝑛)
𝑗𝑛,0,ℎ𝑛,𝛼𝑛+1

(𝑥). И тогда(︁
𝜓
(𝑛)
𝑗𝑛,0,ℎ𝑛,𝛼𝑛+1

(𝑥), 𝜓
(𝑁)
𝑗𝑁 ,0,ℎ𝑁 ,𝛼𝑁+1

(𝑥)
)︁
=

=
√
m𝑛+1m𝑁+1

∫︁
𝐺

𝑟
𝛼𝑛+1

𝑛+1 (𝑥−̇𝑗𝑛𝑔𝑛−̇ℎ𝑛)1𝐺𝑛+1+̇𝑗𝑛𝑔𝑛+̇ℎ𝑛
(𝑥)×

×𝑟𝛼𝑁+1

𝑁+1 (𝑥−̇𝑗𝑁𝑔𝑁 −̇ℎ𝑁 )1𝐺𝑁+1+̇𝑗𝑁𝑔𝑁 +̇ℎ𝑁
(𝑥) 𝑑𝜇(𝑥) =

=
√
m𝑛+1m𝑁+1

∫︁
𝐺𝑁+1+̇𝑗𝑁𝑔𝑁 +̇ℎ𝑁

𝑟
𝛼𝑛+1

𝑛+1 (𝑥−̇𝑗𝑛𝑔𝑛−̇ℎ𝑛) 𝑟
𝛼𝑁+1

𝑁+1 (𝑥−̇𝑗𝑁𝑔𝑁 −̇ℎ𝑁 ) 𝑑𝜇(𝑥) =

=
√
m𝑛+1m𝑁+1

∫︁
𝐺𝑁+1

𝑟
𝛼𝑛+1

𝑛+1 (𝑦+̇𝑗𝑁𝑔𝑁 +̇ℎ𝑁 −̇𝑗𝑛𝑔𝑛−̇ℎ𝑛) 𝑟
𝛼𝑁+1

𝑁+1 (𝑦) 𝑑𝜇(𝑦) =

=
√
m𝑛+1m𝑁+1 𝑟

𝛼𝑛+1

𝑛+1 (𝐺𝑁+1+̇𝑗𝑁𝑔𝑁 +̇ℎ𝑁 −̇𝑗𝑛𝑔𝑛−̇ℎ𝑛)
∫︁

𝐺𝑁+1

𝑟
𝛼𝑁+1

𝑁+1 (𝑦) 𝑑𝜇(𝑦) = 0.

Аналогично (︁
𝜓
(𝑛)
𝑗𝑛,𝑝𝑛+1−1,ℎ𝑛,𝛼𝑛+2

(𝑥), 𝜓
(𝑁)
𝑗𝑁 ,𝑝𝑁+1−1,ℎ𝑁 ,𝛼𝑁+2

(𝑥)
)︁
= 0.
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В ходе доказательства были использованы свойства функций Радемахера, доказанные
в [7]. □

Итак, функции
(︁
𝜓
(𝑛)
𝑗𝑛,0,ℎ𝑛,𝛼𝑛+1

(𝑥), 𝜓
(𝑛)
𝑗𝑛,𝑝𝑛+1−1,ℎ𝑛,𝛼𝑛+2

(𝑥)
)︁
образуют ортонормированную си-

стему, а значит, и ортонормированный базис в 𝑊𝑛. В силу 𝐿2(𝐺) =
+∞⨁︀

𝑛=−∞
𝑊𝑛 последова-

тельность
(︁
𝜓
(𝑛)
𝑗𝑛,0,ℎ𝑛,𝛼𝑛+1

(𝑥), 𝜓
(𝑛)
𝑗𝑛,𝑝𝑛+1−1,ℎ𝑛,𝛼𝑛+2

(𝑥)
)︁
𝑛∈Z

— ортонормированный базис в 𝐿2(𝐺).
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