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Аннотация. В настоящей работе предложен метод математического моделирования процесса теп-
лопроводности в пористой среде с упорядоченной макроструктурой. На основе совместного исполь-
зования методов минимального репрезентативного объема, вычислительной гомогенизации получе-
на зависимость эффективной теплопроводности пористой среды от геометрических характеристик
(толщина, высота) элементарной ячейки— единичного структурного элемента исследуемой среды.
В качестве элементарной ячейки рассматривается трижды периодическая минимальная поверх-
ность (ТПМП) типа Шварца P. Полученная зависимость для определения значений эффективного
коэффициента теплопроводности была использована при постановке краевой задачи теплопровод-
ности в тонкой пористой пластине при граничных условиях первого рода. Используя приближенно-
аналитический метод, основанный на введении дополнительных граничных характеристик и новой
искомой функции, получено простое по форме аналитическое решение сформулированной задачи.
Из анализа полученных решений сделан вывод о возможности использования ТПМП-ячеек для про-
ектирования материалов с заданными теплофизическими свойствами. В частности, показано, что
путем изменения пористости пластины можно увеличить/уменьшить интенсивность теплопереноса,
получить требуемые значения термического сопротивления пластины.
Ключевые слова: эффективная теплопроводность, минимальная поверхность, ТПМП, минималь-
ная поверхность Шварца P (Schwarz P), приближенный аналитический метод, дополнительная ис-
комая функция, дополнительные граничные характеристики, тепловой поток, пористость
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Abstract. This paper proposes a mathematical modeling method for the heat conduction process in a
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Введение

Пористые материалы широко используются во многих отраслях промышленности. Бла-
годаря наличию в них полостей и пустот, заполненных плохо проводящими тепло газа-
ми, включая воздух, применение пористых материалов возможно при производстве теп-
ловой изоляции [1]. В работе [2] исследованы пористые материалы, используемые в каче-
стве звукоизоляции. Кроме того, такие материалы обладают меньшей массой в сравнении
с однородной средой. Таким образом, целесообразно применение пористых материалов в
условиях массо-габаритных ограничений, например, в авиационном и космическом маши-
ностроении [3]. Широкое распространение пористые материалы получили в нефтехимии,
энергетике [4] и других отраслях промышленности.
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Однако пористые материалы имеют ряд недостатков: при стохастическом распределе-
нии пор [5] могут снижаться прочностные свойства, анизотропия свойств приводит к суще-
ственному усложнению методов теоретического анализа процессов переноса (тепла, массы,
импульса), протекающих в пористых средах, и др. В настоящей работе рассматривается по-
ристый материал, образованный однотипными элементарными ячейками на основе трижды
периодических минимальных поверхностей (ТПМП). Такие материалы обладают малой
массой, высокими прочностными характеристиками и прогнозируемыми теплофизически-
ми свойствами [6]. Наибольшее распространение на практике получили ТПМП, имеющие
строгое математическое описание.

Особенностью пористых ТПМП-материалов является возможность прогнозирования их
свойств в зависимости от основных геометрических характеристик элементарных ячеек
(толщины стенки, размера и т.д.) [6]. Так, например, при увеличении пористости ТПМП-
материала повышается термическое сопротивление, а при уменьшении— обеспечивается по-
вышение прочностных свойств конструкций [7].

Трижды периодические минимальные поверхности Шварца P и материалы на их осно-
ве позволяют разделить пространство на два непересекающихся объема/лабиринта. Данное
свойство может быть использовано при разработке теплообменного оборудования, напри-
мер, при проектировании рекуперативных теплообменников с большой площадью тепло-
обмена [8]. В работе [9] показано, что наибольшим коэффициентом теплопередачи среди
исследуемых ТПМП-структур обладает ТПМП «Diamond». Тепловые характеристики теп-
лообменников на основе ТПМП «Diamond» зависят от толщины стенок пористой структу-
ры, диаметра пор и длины.

Структура на основе ТПМП «Gyroid» обеспечивает оптимальное соотношение между
эффективностью теплопереноса и гидравлическим сопротивлением. В работе [10] показано,
что теплообменник со структурой «Gyroid» обладает на 55% большей тепловой мощностью
в сравнении с противоточным теплообменником. При этом коэффициент теплопередачи
в структуре «Gyroid» оказалась больше, чем в «Diamond» при числе Рейнольдса выше
16 000 [11].

Пористые среды на основе ТПМП используются в теплообменных аппаратах в качестве
теплообменных трактов, элементов конструкции, тепловой защиты и др. Такие теплообмен-
ные аппараты обладают рядом преимуществ. Например, коэффициент теплопроводности
упорядоченного ТПМП-каркаса из алюминия на 144% выше, чем в случае со стохастиче-
ским распределением [12]. При этом прочность ТПМП-каркаса в пять раз выше [6].

Эффективная теплопроводность пористых материалов на основе ТПМП зависит от от-
носительной плотности [13], пористости, размера ячеек, формы пор [6], материала запол-
нения межпорового пространства и конструкции [14], ориентации пор. Зависимость коэф-
фициента эффективной теплопроводности от относительной плотности может иметь как
линейный [13], так и нелинейный вид [6]. В общем случае следует учитывать также тепло-
обмен в межпоровом пространстве. При исследовании теплофизических свойств в пористых
материалах, состоящих из нано- и микрочастиц, могут быть использованы диффузионные
модели теплопереноса [15].

Основные этапы генерации пористых материалов на основе ТПМП представлены на
рис. 1. Формирование поверхности начинается с создания «petals»-элементов (англ. petal —
лепесток) — базовых элементов симметрии. Для этого используются автоматизированные
алгоритмы Surface Evolver, Minisurf [16]. Путем объединения базовых элементов создается
ТПМП с минимально возможной средней кривизной. На этом шаге также применяются ме-
тоды сглаживания полигональной сетки. Придание толщины выполняется путем перемеще-
ния всех точек поверхности триангулированного многогранника вдоль векторов нормали к
соответствующим граням на заданное расстояние с последующим созданием непрерывного
(без пустот и самопересечений) объема между ними [17]. Получившийся объект с топологи-
ей ТПМП называют элементарной ячейкой. На заключительном этапе создается пористый
материал на основе ТПМП путем «сшивания» элементарных ячеек на границах.
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Рис. 1. Процесс формирования ТПМП-материала
Fig. 1. Process of TPMS-material formation

Исследованию тепловых свойств материалов на основе ТПМП посвящено большое ко-
личество научных работ. Однако зависимости теплофизических свойств от геометрических
характеристик пористых сред получены лишь в частных случаях. В рамках настоящей
работы получены простые по форме зависимости для определения коэффициента эффек-
тивной теплопроводности пористых материалов на основе ТПМП-ячеек типа Шварца P.
Используя найденные зависимости, сформулирована и решена краевая задача теплопро-
водности в пористой пластине, выполнен анализ полученных решений. Представленные в
статье результаты могут быть использованы при проектировании теплообменных трактов
ТМО-аппаратов, при разработке тепловой защиты оборудования и др.

1. Определение теплопроводности ТПМП-материала

Для определения эффективной теплопроводности пористых сред на основе ТПМП-ячеек
типа Шварца P будем использовать метод вычислительной гомогенизации и метод мини-
мального репрезентативного объема (RVE-метод). Согласно RVE-методу в исследуемой об-
ласти выделяется минимально возможный объем, свойства которого тождественны (или
приближены с достаточной точностью) свойствам всей области. Для ТПМП-материала ми-
нимальный объем представляет собой элементарную ячейку. Далее выполняется вычисли-
тельная гомогенизация среды, т.е. истинные свойства осредняются в пределах минималь-
ного объема. Коэффициенты теплопроводности, температуропроводности, теплоемкость,
плотность заменяются эффективными (осредненными) их значениями. Таким образом, за-
дача описания тепловых процессов в пористой среде существенно упрощается и фактически
сводится к решению классических уравнений переноса в изотропных телах. Очевидно, что
точность получаемых решений в этом случае снижается, однако остается достаточной для
решения большинства инженерных задач.

Трижды периодическая минимальная поверхность Шварца P (рис. 2) обладает ярко
выраженной вращательной симметрией.

Oxz
z Oyz

Oxy

y
a

x

d
a

а / a б / b

Рис. 2. ТПМП Шварца P: а— элементарная ячейка; б — соединение
ячеек в структуру

Fig. 2. Schwarz P TPMS: a is elementary cell; b is assembly of cells into
a structure
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Поворот относительно осей симметрии 𝑥, 𝑦, 𝑧 на угол 𝜋/2 приводит к совмещению всех
точек исходной поверхности с поверхностью, образованной в результате вращения; 𝑥, 𝑦,
𝑧 — оси симметрии четвертого порядка. Кроме того, рассматриваемая поверхность облада-
ет зеркальной симметрией относительно плоской симметрии 𝑂𝑥𝑦, 𝑂𝑦𝑧, 𝑂𝑥𝑧. Очевидно, что
ТПМП Шварца P обладает и другими видами симметрии (зеркально-поворотная, кубиче-
ская и др.). В таком случае коэффициенты в главной диагонали тензора теплопроводности
будут равны между собой. Соответственно, для определения теплопроводящих свойств ма-
териала на основе ТПМП Шварца P достаточно определить теплопроводность в одном из
направлений.

Для определения свойств материала на основе ТПМП рассмотрим минимальный ре-
презентативный объем— элементарную ячейку Шварца P. Теплопроводность элементарной
ячейки (см. рис. 2, а) в направлении оси 𝑂𝑧 определяется свойствами материала каркаса,
размером ячейки 𝑎 и величиной толщины стенки 𝛿. Еще одной важной характеристикой,
влияющей на интенсивность теплопереноса, является просветность — коэффициент, равный
отношению площади просветов в рассматриваемом сечении к общей площади сечения:

𝛾 =
𝑎2 − 𝑆𝑟
𝑎2

. (1)

На рис. 3, а приведены графики функции 𝛾(𝛽) для различных значений относитель-
ной толщины стенки ячейки 𝜒. Здесь 𝛽 — обезразмеренная координата 𝑧, равная 𝛽 = 𝑧/𝑎.
Относительная толщина 𝜒 определяется отношением 𝜒 = 𝛿/𝑎. Из данных рис. 3, а следу-
ет, что независимо от 𝜒 график функции 𝛾(𝛽) имеет экстремумы в точках 𝛽 = 0, 0.25,
0.5, 0.75, 1. Максимумы функции 𝛾(𝛽) равны и наблюдаются в точках 𝛽 = 0, 0.5, 1.
Из этого следует, что площадь каркаса в этих точках принимает минимальное значение:
𝑆𝑟(0) = 𝑆𝑟(0.5) = 𝑆𝑟(1) = min.
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Рис. 3. Определение просветности в элементарной ячейке: а— зависимость просветности от 𝛽
и относительной толщины 𝜒; б — геометрическая модель ячейки Шварца P; 1–5 — экстремумы

функции 𝛾(𝛽) в точках 𝛽 = 0, 0.25, 0.5, 0.75, 1 соответсвенно (цвет онлайн)
Fig. 3. Determination of transparency in the elementary cell: a is dependence of transparency on 𝛽
and relative thickness 𝜒; b is geometric model of the Schwarz P cell; 1–5 are extrema of the function

𝛾(𝛽) at the points 𝛽 = 0, 0.25, 0.5, 0.75, 1, respectively (color online)

В статье рассматривается теплоперенос вдоль твердотельного ТПМП-каркаса без учета
теплообмена в поровом пространстве. В этом случае коэффициент теплопроводности по-
ристого материала не может быть больше, чем у твердотельного каркаса, и их равенство
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возможно только при 𝛾 = 0. Таким образом, для любого 𝛾 > 0 справедливо 𝑘𝑠 > 𝑘𝑒𝑓𝑓 .
Теплопроводность пористого материала 𝑘𝑒𝑓𝑓 меньше теплопроводности каркаса 𝑘𝑠 вслед-
ствие меньшей площади сечения, через которое происходит теплоперенос. Численное соот-
ношение 𝑘𝑠 и 𝑘𝑒𝑓𝑓 определяется просветностью в минимальном сечении. Это утверждение
справедливо в случае равенства градиентов температуры в соответствующих точках го-
могенизированной среды и ТПМП-каркаса. Из данных рис. 3, б видно, что минимальная
площадь каркаса в направлении переноса тепла, например в плоскости 𝛽 = 0, определяется
как площадь кольца толщины 𝛿:

𝑆𝑟 = 𝜋(𝑅2 − 𝑟2) = 𝜋((𝑎/4 + 𝛿/2)2 − (𝑎/4− 𝛿/2)2) = 𝜋𝑎𝛿/2, (2)

где 𝑆𝑟 —минимальная площадь кольца.
При определении эффективного коэффициента теплопроводности положим, что на про-

тивоположных поверхностях элементарной ячейки (𝛽 = 0, 1) заданы граничные условия
первого рода 𝑇1 и 𝑇2 соответственно (рис. 3, б ), а процесс переноса тепла — установивший-
ся. Примем, что тепловой поток 𝑄𝑟, протекающий через сечение 𝑆𝑟, равен тепловому потоку
𝑄𝑧, протекающему через сечение 𝑆𝑧 = 𝑎2:

𝑞𝑧 · 𝑆𝑧 = 𝑞𝑟 · 𝑆𝑟 ↔ 𝑘𝑒𝑓𝑓 (grad𝑇 )𝑧𝑆𝑧 = 𝑘𝑠(grad𝑇 )𝑟𝑆𝑟, (3)

где 𝑞𝑟, (grad𝑇 )𝑟 — осредненные по сечению ячейки при 𝑧 = 0 (или 𝑧 = 𝑎) соответствен-
но удельная плотность теплового потока и градиент температуры; 𝑆𝑧 —площадь сечения
куба в направлении оси 𝑧; (grad𝑇 )𝑧 — величина, описывающая изменение температуры в
направление оси 𝑧.

В установившемся режиме, при заданных граничных условиях градиент температуры
для гомогенизированной среды равен (grad𝑇 )𝑧 = (𝑇1 − 𝑇2)/𝑎. В действительности для
элементарной ячейки Шварца P справедливо лишь приближенное равенство (grad𝑇 )𝑟 ≈
≈ (𝑇1 − 𝑇2)/𝑎. С учетом (2), (3) можно записать

𝑘𝑒𝑓𝑓 ≈ 𝑘𝑠
𝑆𝑟
𝑆𝑧

≈ 𝑘𝑠
𝜋𝑎𝛿

2𝑎2
≈ 𝑘𝑠𝜒

𝜋

2
. (4)

Полученное соотношение (4) позволяет определять эффективную теплопроводность по-
ристой среды в зависимости от свойств материала каркаса и характерных геометрических
характеристик (толщины и размера) элементарной ячейки.

Применение формулы (4) в нестационарных задачах возможно, но требует дополнитель-
ных исследований, выходящих за рамки данной работы. Так, решение задач в нестационар-
ном режиме требует некоторых упрощений, таких как гомогенизация пористой среды. На-
пример, в работе [18] представлено решение задачи теплопроводности в пористой пластине,
учитывающее гомогенизацию среды. Однако полученная в настоящей работе формула (4)
для определения эффективной теплопроводности действительна лишь для элементарной
ячейки Шварц P.

В настоящей работе использовалась методичка определения минимального сечения ис-
ходя из поверхности уровня [19]. Для Шварц Р уравнения поверхности уровня дают «коль-
цо». Однако поверхности уровня для других элементарных ячеек могут иметь иную форму
минимального сечения. Минимальная площадь сечения элементарной ячейки может быть
получена также путем интегрирования известных уравнений поверхностей ТПМП.

В недавно опубликованной сторонними авторами работе [20] представлены результаты,
описывающие существенное влияние минимального сечения элементарной ячейки на теп-
лопроводящие свойства ТМПМ-структур. Исследование, проводимое в настоящей работе,
не противоречит результатам, полученным C. Pan, H. Tang, X. Yue. Согласованность с ре-
зультатами сторонних авторов подтверждает адекватность полученных формул и повышает
практическую значимость исследования.

Выполним сравнение результатов вычислений 𝑘𝑒𝑓𝑓 по формуле (4) с результатами дру-
гих авторов (рис. 4).

216 Научный отдел



А. В. Еремин и др. Об одном методе исследования процессов теплопереноса

Уравнение (4)

Molteni [29]

Fok (exp) [24]

Stallard [12]

Mirabolghasemi [28]

Abueidda [13]

Maxwell-Eucken

Ashby

c

Рис. 4. Эффективная теплопроводность каркаса
на основе ТПМПШварца P (AlSi10Mg) от относи-
тельной толщины по моделям. Модели Maxwell –
Eucken, Austin и Hashin – Shtrikman при 𝑘𝑔 = 0
принимают одинаковые значения, поэтому пред-
ставлена только модель Maxwell – Eucken (цвет

онлайн)
Fig. 4. Effective thermal conductivity of the Schwarz
TPMS framework (AlSi10Mg) as a function of
relative thickness according to the models. The
Maxwell – Eucken, Austin, and Hashin – Shtrikman
models take the same values at 𝑘𝑔 = 0, so only the
Maxwell – Eucken model is presented (color online)

Так, эффективную теплопроводность
пористых материалов на основе ТПМП
Шварца P можно оценить с использова-
нием классических моделей:

Maxwell – Eucken

𝑘𝑒𝑓𝑓 = 𝑘𝑠
2𝑘𝑠 + 𝑘𝑔 − 2𝜀(𝑘𝑠 − 𝑘𝑔)

2𝑘𝑠 + 𝑘𝑔 + 𝜀(𝑘𝑠 − 𝑘𝑔)
; (5)

Ashby

𝑘𝑒𝑓𝑓 =
𝑘𝑠
3
((1− 𝜀) + 2(1− 𝜀)1.5) + 𝑘𝑠𝜀; (6)

Austin [21]

𝑘𝑒𝑓𝑓 =
𝑘𝑠(1− 𝜀)

1 + 0.5𝜀
; (7)

Hashin – Shtrikman model [22]

𝑘𝑒𝑓𝑓 = 𝑘𝑠 −
3𝜀𝑘𝑠(𝑘𝑠 − 𝑘𝑔)

3𝑘𝑠 − (1− 𝜀)(𝑘𝑠 − 𝑘𝑔)
, (8)

где 𝑘𝑠 — теплопроводность материала, из
которого состоит каркас пористого мате-
риала, 𝑘𝑔 — теплопроводность жидкости
или газа в межпоровом пространстве, 𝜀—
пористость материала.

Уравнения (5)–(8) могут быть ис-
пользованы для определения эффектив-
ной теплопроводности сферических пор.
Для оценки «приближения» формы геометрического объекта к форме сферы используют
коэффициент сферичности [23]. Для поверхности Шварца P коэффициент сферичности со-
ставляет 0.6–0.7 [23].

Для определения теплопроводящих свойств каркаса на основе ТПМП Шварца P про-
ведены многочисленные численные и экспериментальные исследования [24]. Зависимости
коэффициентов теплопроводности каркаса от пористости, полученные в работах [12, 13],
могут быть обобщены и записаны в виде

𝑘𝑒𝑓𝑓 = 𝜓𝑘𝑠(1− 𝜀)𝑚, (9)

где 𝜓 и 𝑚—постоянные, определяемые согласно таблице.
На рис. 4 представлены зависимости эффективной теплопроводности ТПМП-каркаса на

основе элементарных ячеек типа Шварца P от относительной толщины. Рассмотрен каркас
из алюминиевого сплава AlSi10Mg [24]. Приведенные результаты расчетов 𝑘𝑒𝑓𝑓 получены

Коэффициенты численных моделей
Table. Coefficients of numerical models

Модель 𝜓 𝑚
Molteni 0.6760 1.000
Stallard [12] 0.6550 1.000
Mirabolghasemi 0.6941 1.015
Abueidda [13] 0.6500 0.988

по формулам (4)–(9). Из анализа представлен-
ных графиков следует, что результаты расче-
тов по формулам (5)–(8) и (4), (9) согласуются
лишь в диапазоне значений 0 < 𝜒 ⩽ 0.22 [25].
При большей относительной толщине расхож-
дение результатов вычислений 𝑘𝑒𝑓𝑓 по форму-
лам (5)–(8) и (4), (9) возрастает. Таким об-
разом, использование классических моделей
Maxwell – Eucken, Ashby и других возможно
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лишь в узком диапазоне изменения относительной толщины. Важно отметить, что результа-
ты, полученные согласно моделям Molteni, Stallard, Mirabolghasemi, Abueidda и по формуле
(4), согласуются во всем рассматриваемом диапазоне 𝜒, расхождение результатов не превы-
шает 5%. Небольшое расхождение результатов может быть вызвано особенностями CAD-
и CAE-моделирования. Так, в работах авторов для создания CAD-модели пористой среды
использовались разные программные комплексы— Surface Evolver, MSLattice, Matlab. CAE-
моделирование осуществлялось с использованием Abaqus v6.12, Comsol Multiphysics v6.3 и
др. В свою очередь, уравнение (4) получено на основе анализа топологии ТПМП-ячейки, а
не в результате обобщения данных вычислительных экспериментов, и, соответственно, не
имеет погрешности, вызванной дискретизацией модели. Отметим, что результаты, получен-
ные в настоящей работе, практически совпадают с данными [26] (модель Mirabolghasemi).
Это связано с использованием аналогичных подходов по осреднению свойств пористых
сред — методов гомогенизация и RVE.

В случае, если при определении коэффициента эффективной теплопроводности по фор-
муле (4) неизвестно значение относительной толщины 𝜒, но задана пористость, удобно ис-
пользовать приближенную зависимость:

𝜀 = 1− 2.254𝜒. (10)

На рис. 4 для дальнейшего сравнения с классическими моделями при построении гра-
фика по формуле (4) использовалась приближенная зависимость относительной толщины
от пористости (10).

2. Математическая постановка задачи

В данной работе при расчете температурного состояния пористой пластины предлага-
ется использовать приближенно-аналитический метод, основанный на совместном приме-
нении методов введения дополнительной искомой функции и дополнительных граничных
характеристик, интегрального метода теплового баланса. При этом учитывается метод «го-
могенизации среды», при котором выполняется осреднение теплофизических свойств мате-
риала в исследуемой области и, соответственно, предполагается, что функция температуры
в пористой среде имеет такой же характер распределения, что и у сплошной среды с эф-
фективной теплопроводностью. Предложенный приближенно-аналитический метод реше-
ния задач теплопроводности в пористых телах позволяет получить обобщенное выражение
для определения температуры и плотности теплового потока в пористой структуре.

Используя метод, изложенный в [28,29], найдем распределение температуры в пластине
из пористого материала на основе ТПМП Шварца P. Схема теплообмена представлена

Рис. 5. Схема теплообмена
Fig. 5. Heat exchange scheme

на рис. 5. На противоположных поверхностях
пластины заданы граничные условия первого ро-
да — температура 𝑇ст. Теплопроводящие свойства
рассматриваемого материала определяются соот-
ношением (4). Математическая постановка зада-
чи имеет вид

𝜕𝑇 (𝑥, 𝜏)

𝜕𝜏
=

𝑘𝑒𝑓𝑓
𝑐𝑒𝑓𝑓𝜌𝑒𝑓𝑓

𝜕2𝑇 (𝑥, 𝜏)

𝜕𝑥2

(0 < 𝑥 < 𝐻, 𝜏 > 0),

𝑇 (𝑥, 0) = 𝑇0, 𝑇 (0, 𝜏) = 𝑇 (𝐻, 𝜏) = 𝑇ст,

где 𝑐𝑒𝑓𝑓 , 𝜌𝑒𝑓𝑓 , 𝑘𝑒𝑓𝑓 — эффективные (осредненные)
коэффициенты теплоемкости, плотности, тепло-
проводности гомогенизированной среды. Очевид-
но, что 𝑐𝑒𝑓𝑓 = 𝑐𝑠, 𝜌𝑒𝑓𝑓 = 𝜌𝑠(1− 𝜀).
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С целью обобщения получаемых результатов введем безразмерные переменные Θ, 𝜉 —
температуру и относительный размер соответственно. Учитывая симметрию задачи, реше-
ние уравнения теплопроводности отыскивается в диапазоне изменения пространственной
координаты 0 < 𝑥 < 𝐻

2 . В центре пластины зададим условие отсутствия теплообмена. С
учетом введенных обозначений задача принимает вид

𝜕Θ(𝜉, 𝜏)

𝜕𝜏
=

4𝜋

2

𝑘𝑠𝜒

𝑐𝑠𝜌𝑠 (1− 𝜀)𝐻2

𝜕2Θ(𝜉, 𝜏)

𝜕𝜉2
, 𝜏 > 0, 0 < 𝜉 < 1, (11)

Θ(𝜉, 0) = 0, (12)

Θ(0, 𝜏) = 1,
𝜕Θ(1, 𝜏)

𝜕𝜉
= 0, (13)

где Θ = 𝑇−𝑇0
𝑇ст−𝑇0

— безразмерная температура; 𝜉 = 2𝑥
𝐻 —пространственная координата, 𝑜𝐶;

𝑥—пространственная координата, м; 𝜏 — время, 𝑐; 𝑘𝑠 — теплопроводность каркаса,
Вт/(м𝑜𝐶); 𝑐— удельная теплоемкость, Дж/(кг𝑜𝐶); 𝜌𝑠 —плотность, кг/м3; 𝑎—размер ячей-
ки, м; 𝛿— толщина стенки, м; 𝜒— относительная толщина, 𝜒 = 𝛿

𝑎 ; 𝐻 — толщина пластины,
𝐻 = 𝑛𝑎; 𝑛—количество рядов ячеек.

Для упрощения дальнейших выкладок обозначим

𝐴 =
4𝜋

2

𝑘𝑠𝜒

𝑐𝑠𝜌𝑠 (1− 𝜀)𝐻2
= 𝑎𝑠

[︂
4𝜋

2

𝜒

(1− 𝜀)𝐻2

]︂
, (14)

где 𝐴—коэффициент, зависящий от геометрических характеристик пористой среды (мно-
житель в скобках) и от тепловых свойств материала каркаса 𝑎𝑠. 𝑐−1. Размерность коэффи-
циента [𝐴] = 𝑐−1.

С учетом выражения (14) уравнение (11) примет вид

𝜕Θ(𝜉, 𝜏)

𝜕𝜏
= 𝐴

𝜕2Θ(𝜉, 𝜏)

𝜕𝜉2
. (15)

3. Приближенное аналитическое решение

Согласно методу, изложенному в [28,29], в рассмотрение вводится новая функция

𝜎(𝜏) =
𝜕Θ(0, 𝜏)

𝜕𝜉
. (16)

Решение задачи (15), (12)–(13) отыскивается в виде алгебраического ряда

Θ(𝜉, 𝜏) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑏𝑖(𝜏)𝜉
𝑖−1, (17)

где 𝑛 ∈ 𝑁 —натуральное число, соответствующее количеству членов ряда (17), 𝑏𝑖(𝜏)—
неизвестные коэффициенты, зависящие от времени.

Для получения решения задачи в первом приближении ограничимся тремя слагаемы-
ми (𝑛 = 3) в выражении (17). Для определения неизвестных коэффициентов подставим
соотношение (17) в (13), (16). В результате подстановки получаем систему алгебраических
уравнений, из решения которой получаем

𝑏1(𝜏) = 1; 𝑏2(𝜏) = 𝜎(𝜏); 𝑏3(𝜏) = −𝜎(𝜏)
2

.

Соотношение (17) с учетом найденных коэффициентов запишется в виде

Θ(𝜉, 𝜏) = 𝜎(𝜏)𝜉 − 𝜎(𝜏)𝜉2

2
+ 1. (18)
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Полученное соотношение удовлетворяет граничным условиям (13) и условию (16), но
не удовлетворяет уравнению (15) и начальному условию (12). Для приближенного удовле-
творения исходного дифференциального уравнения (15) проинтегрируем его в пределах
изменения пространственной координаты, т. е. составим интеграл теплового баланса∫︁ 1

0

𝜕Θ(𝜉, 𝜏)

𝜕𝜏
𝜕𝜉 =

∫︁ 1

0
𝐴
𝜕2Θ(𝜉, 𝜏)

𝜕𝜉2
𝜕𝜉. (19)

Вычисляя интеграл теплового баланса, получаем обыкновенное дифференциальное урав-
нение вида

1

3

𝜕𝜎(𝜏)

𝜕𝜏
+𝐴𝜎(𝜏) = 0. (20)

Решив (20), получаем
𝜎(𝜏) = 𝐶1𝑒

−3𝐴𝜏 , (21)

где 𝐶1 —константа интегрирования.
Подставляя (21) в (18), получаем

Θ(𝜉, 𝜏) = 𝐶1𝑒
−3𝐴𝜏𝜉 − 𝐶1𝑒

−3𝐴𝜏

2
𝜉2 + 1. (22)

Для выполнения начального условия EQ:(12) составим его невязку∫︁ 1

0
Θ(𝜉, 0)

(︂
𝜉 − 𝜉2

2

)︂
𝜕𝜉 = 0. (23)

Из решения уравнения (23) определим константу интегрирования. Для первого прибли-
жения 𝐶1 = −2.5. Выражение (22) с учетом найденного 𝐶1 представляет решение задачи
(15), (12)–(13) в первом приближении и может быть записано в виде

Θ(𝜉, 𝜏) = −2.5𝑒(−3𝐴𝜏)𝜉 + 1.25𝑒(−3𝐴𝜏)𝜉2 + 1. (24)

Используя рассмотренный в [28, 29] метод, можно получить решение задачи (15), (12),
(13) во втором и последующих приближениях. При этом используются дополнительные
граничные характеристики. Так, во втором приближении решение будет

Θ(𝜉, 𝜏) = −2.09𝑓1(𝜉)𝑒
(−2.46𝐴𝜏) − 2.24𝑓2(𝜉)𝑒

(−36.5𝐴𝜏) + 1, (25)

𝑓1(𝜉) =

(︂
𝐾1

15𝐴
+

1

5

)︂
𝜉5 −

(︂
5𝐾1

24𝐴
+

1

2

)︂
𝜉4 +

(︂
𝐾1

6𝐴

)︂
𝜉3 + 𝜉,

𝑓2(𝜉) =

(︂
𝐾2

15𝐴
+

1

5

)︂
𝜉5 −

(︂
5𝐾2

24𝐴
+

1

2

)︂
𝜉4 +

(︂
𝐾2

6𝐴

)︂
𝜉3 + 𝜉,

где 𝐾1 = −2.46𝐴, 𝐾2 = −36.5𝐴.
Используя (24), (25), можно найти соотношения для определения плотности теплового

потока внутри пористого материала и на его поверхности. Так, согласно закону Фурье

𝑞 = −𝑘𝑒𝑓𝑓grad𝑇. (26)

Подставляя (24), (25) в (26), получим соотношение для определения плотности теплового
потока в первом и втором приближениях соответственно:

𝑞 = −𝑘𝑠𝜒
𝐻

𝜋 (𝑇ст − 𝑇0) 2, 5𝑒
−3𝐴𝜏 (𝜉 − 1) ; (27)

𝑞 = −𝜋𝑘𝑠𝜒
𝐻

(𝑇ст − 𝑇0)
(︀
2.09𝐹1(𝜉)𝑒

−2.46𝐴𝜏 + 2.24𝐹2(𝜉)𝑒
−36.5𝐴𝜏

)︀
; (28)

𝐹1(𝜉) =

(︂
𝐾1

3𝐴
+ 1

)︂
𝜉4 −

(︂
5𝐾1

6𝐴
+ 2

)︂
𝜉3 +

(︂
𝐾1

2𝐴

)︂
𝜉2 + 1;

𝐹2(𝜉) =

(︂
𝐾2

3𝐴
+ 1

)︂
𝜉4 −

(︂
5𝐾2

6𝐴
+ 2

)︂
𝜉3 +

(︂
𝐾2

2𝐴

)︂
𝜉2 + 1.
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4. Численное решение

1

1
2

2

Рис. 6. Распределение температурного профи-
ля в пористой пластине по координате при по-
ристости 𝜀 = 0.86. Сплошная линия— прибли-
женное решение (1, 2 —номер приближения);

точка — численное решение
Fig. 6. Temperature profile distribution in a
porous plate along the coordinate at a given
porosity 𝜀 = 0.86. Solid line is approximate
solution (1, 2 are approximation numbers); dot

is numerical solution

С целью оценки точности полученных
приближенных аналитических решений по-
лучим численное решение рассматриваемой
задачи методом конечных разностей. Ис-
пользуя явную схему аппроксимации диф-
ференциальных операторов, найдено дис-
кретное решение задачи (11)–(13) на про-
странственно-временной сетке

𝜉𝑗 = 𝑗△𝜉, 𝑗 = 0, 𝐽,

𝜏𝑖 = 𝑖△𝜏, 𝑖 = 0, 𝐼,
(29)

где 𝐽, 𝐼 —число шагов соответственно по пе-
ременным 𝜉 и 𝜏 .

Результаты численного решения задачи
(11)–(13) в сравнении с результатами, полу-
ченными в первом и втором приближени-
ях, приведены на рис. 6. Из анализа дан-
ных рис. 6 можно заключить, что уже в пер-
вом приближении погрешность вычислений
в диапазоне времени 𝜏 ⩾ 1000 c составляет
не более 10%. Во втором приближении погрешность снижается до 3%. Повышение точно-
сти решений, полученных в первом и втором приближениях, косвенно свидетельствует о
сходимости метода, рассмотренного в документации к Abaqus1 и Comsol Multiphysics2.

Рис. 7. Распределение плотности теплового по-
тока во втором приближении в момент времени
𝜏 = 3000 c при изменяющейся толщине стенки
элементарной ячейки. Сплошная линия—
приближенное решение; точка — численное

решение
Fig. 7. Heat flux density distribution in the second
approximation at time 𝜏 = 3000 with varying
wall thickness of the elementary cell. Solid line
is approximate solution; dot is numerical solution

5. Обсуждение результатов

Полученные результаты могут быть ис-
пользованы для определения эффективной
теплопроводности пористых материалов на
основе ТПМП, температурных полей и теп-
ловых потоков внутри пористых сред при
одномерном переносе тепла (рис. 7). Стоит
отметить, что формулы (4), (10), а следо-
вательно, и (24), (25), (27), (28) справедли-
вы лишь в случае сохранения топологиче-
ской структуры элементарных ячеек. Пу-
тем анализа вычислительных эксперимен-
тов установлено, что ТПМП-ячейка типа
Шварца P сохраняет структуру (не проис-
ходит внутренних пересечений, полного за-
полнения пор и др.) в диапазоне толщины
стенки 0 < 𝜒 ⩽ 0.22. С учетом зависимости
(10) область допустимых значений пористо-
сти составляет 0.5 < 𝜀 ⩽ 1. Для указанных
значений 𝜒, 𝜀 распределение температуры
по координате практически не зависит от
геометрических характеристик ячейки.

1Abaqus 6.12 Analysis User’s Manual. Documentations. URL: https://manualzz.com/doc/7288684/
using-abaqus-online-documentation?ysclid=mmvn49pk18117266660&p=2 (дата обращения: 20.03.2025).

2Introduction to COMSOL Multiphysics. URL: https://cdn.comsol.com/doc/6.3.0.335/COMSOL_
MultiphysicsInstallationGuide.pdf (дата обращения: 20.03.2025).
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Температурные профили для пористой пластины качественно не отличаются от класси-
ческих профилей температуры в неограниченной пластине. Различие между ними опреде-
ляется величиной отношения температуропроводности материала каркаса к эффективной
температуропроводности. Для ячеек типа Шварца P это значение постоянно. Значения
плотности теплового потока отличаются существенно (см. рис. 7). Например, при неизмен-
ном размере (𝑎 = 0.005 м) увеличение толщины стенки 𝛿 от 0.0001 до 0.0007 м приводит
к возрастанию плотности теплового потока 𝑞 с 0.63 до 4.4 Вт/м2. Таким образом, изме-
няя геометрические характеристики ТПМП-ячейки, можно получить материал с задан-
ными теплопроводящими свойствами. Данный подход применим при проектировании теп-
ловой защиты оборудования, темпломассообменных устройств, теплоизоляционных мате-
риалов и др.

Заключение

1. Получена приближенная зависимость коэффициента эффективной теплопроводности
пористой среды, основанной на ТПМП типаШварца P, от относительной толщины. С целью
оценки точности полученной зависимости приведены результаты расчетов коэффициента
эффективной теплопроводности по формулам (5)–(9). Из анализа представленных зависи-
мостей следует, что использование классических моделей Maxwell – Eucken, Ashby и других
возможно лишь в узком диапазоне изменения относительной толщины. При этом резуль-
таты, полученные по формуле (4), и результаты, полученные из моделей Molteni, Stallard,
Mirabolghasemi, Abueidda, согласуются во всем рассматриваемом диапазоне 𝜒 (расхождение
результатов не превышает 5%).

2. Получено простое по форме аналитическое решение задачи переноса тепла через плос-
кую пористую стенку, структура которой основана на ТПМП типа Шварца P. Полученные
выражения для определения температурной функции, а также для плотности теплового
потока позволяют без использования специализированного ПО и вычислительной техники
находить распределение температур внутри пористых материалов, определять тепловые
потери и т.д.

3. С целью верификации разработанного приближенно-аналитического метода решения
задачи теплопереноса в пористой среде, основанной на ТПМП типа Шварца P, выполнено
сравнение результатов расчетов температурной функции в первом и втором приближениях
с результатами, полученными методом конечных разностей. Погрешность вычислений во
втором приближении, по сравнению с численным методом, не превышает 3% во временном
диапазоне 𝜏 ⩾ 1000 c.
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