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Аннотация. Рассматривается система с разделением заявок типа
split-merge с двумя приборами, времена обслуживания на которых
одинаково распределены и зависимы в соответствии с различными
копулами. Изучается влияние зависимости времен обслуживания
на среднее время пребывания заявки в системе: получены выраже-
ния для математического ожидания времени отклика системы, ана-
лизируется его поведение для различных значений коэффициентов
корреляции Кендалла и Бломквиста, а также получены формулы
для границ среднего времени отклика в зависимости от значения
коэффициента Бломквиста.
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Введение

Рассмотрим систему массового обслуживания (СМО) с пуассоновским входным потоком
постоянной интенсивности, двумя обслуживающими приборами с одинаковым распределе-
нием времени обслуживания и накопителем неограниченной емкости. Поступающие заявки
обслуживаются в порядке поступления. Перед началом обслуживания каждая заявка раз-
деляется на две подзаявки, которые обслуживаются на двух приборах параллельно. Когда
обслуживание обеих подзаявок заканчивается, заявка считается обслуженной.

Заметим, что в подобных системах (с разделением заявок) возможны различные дисци-
плины обращения с подзаявками. Основными из них являются следующие: либо подзаявки
от разных заявок обслуживаются независимо друг от друга и образуются две параллель-
ные очереди, каждая к своему прибору (fork-join), либо обслуживание подзаявок следую-
щей заявки не начинается, пока не будут обслужены все подзаявки текущей (split-merge).
Возможны и другие варианты.

Так, например, в [1] исследуется открытая сеть массового обслуживания с раздельной
обработкой фрагментов заявок Мы будем рассматривать системы типа split-merge. Такие
системы фактически сводятся к системам 𝑀 |𝐺|1, в которых времена обслуживания заявок
формируются как максимумы времен обслуживания их подзаявок на соответствующих при-
борах.

Системы типа split-merge и их обобщения исследуются, в частности, в работах [2–7].
Системы с разделением заявок могут иметь приложения в медицине, делопроизводстве,

торговле, информатике и др. В общем случае возможно разделение заявок на произвольное
фиксированное число 𝑁 ⩾ 2 или даже случайное число подзаявок, а времена обслуживания
на различных приборах могут иметь разное распределение, однако здесь мы ограничимся
простейшим случаем 𝑁 = 2 и однородными приборами.

Информатика 281

https://orcid.org/0000-0002-9183-0426
https://elibrary.ru/author_profile.asp?id=851308
https://elibrary.ru/author_profile.asp?id=851308
https://orcid.org/0000-0002-9258-0588
https://elibrary.ru/author_profile.asp?id=16748
https://doi.org/10.18500/1816-9791-2026-26-2-\pageref *{Gorbunova_page1}-\pageref *{Gorbunova_pageN}
https://doi.org/10.18500/1816-9791-2026-26-2-\pageref *{Gorbunova_page1}-\pageref *{Gorbunova_pageN}
https://elibrary.ru/RDHJQE


Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер.: Математика. Механика. Информатика. 2026. Т. 26, вып. 2

Обычно времена обслуживания на приборах считаются независимыми. Настоящая же
работа мотивирована статьей [6], где времена обслуживания полагаются зависимыми. В от-
личие от нашей работы, в [6] при этом рассматривается дисциплина cancel-on-finish, соглас-
но которой заявка считается обслуженной, если обслужена хотя бы одна из ее подзаявок,
т. е. времена обслуживания заявок формируются как минимумы, а не максимумы времен
обслуживания подзаявок. Однако это различие не принципиально. По поводу механизма
возникновения зависимости в [6] говорится, что во многих ситуациях, когда один прибор
(фактически, возможно, человек) работает быстрее (или медленнее), это мотивирует второй
прибор также работать быстрее (или медленнее). Это положительная зависимость между
приборами.

В некоторых других ситуациях, если один прибор работает в спокойном темпе, другому
приходится работать быстрее, чтобы сбалансировать нагрузку, это является примером от-
рицательной зависимости между приборами. Добавим от себя, что зависимость может быть
также связана со случайной неравномерностью разделения работы (когда одна подзаявка
оказывается больше, а другая меньше) или неоднородностью заявок по объему работ (когда
обе подзаявки оказываются одновременно больше или меньше).

Для описания зависимости используется современная теория копул. В качестве учебни-
ка по ней можно указать [8]. Любое совместное распределение случайных величин можно
разложить на его копулу и частные распределения. При этом выбор известных копул весьма
широк.

Далее мы рассмотрим нашу систему при показательном распределении времен обслу-
живания для трех различных копул. Во всех случаях найдены средние времена пребыва-
ния заявок (времена отклика), изучено поведение коэффициентов корреляции Кендалла и
Бломквиста, а также получены выражения для границ среднего времени отклика системы.

1. Математическая модель системы типа split-merge

В данном разделе более детально опишем исследуемую систему (рис. 1).

λ

μ

μ
 

Рис. 1. Модель split-merge системы массового обслуживания с двумя подсисте-
мами типа 𝑀 |𝑀 |1

Fig. 1. Split-merge model of a queueing system with two subsystems of type 𝑀 |𝑀 |1

Итак, рассматривается система массового обслуживания с пуассоновским входящим по-
током с параметром 𝜆, двумя зависимыми между собой обслуживающими приборами и
накопителем неограниченной емкости. Заявка перед поступлением на обслуживание разде-
ляется на две подзаявки, каждая из которых обслуживается на своем приборе. При этом
подзаявка может покинуть свой прибор только одновременно со второй заявкой, т. е. только
после того, как обслужится вторая подзаявка, поступившая одновременно с ней на обслу-
живание. Таким образом, время обслуживания всей заявки определяется выражением

𝑋2:2 = max{𝑋1, 𝑋2},

где𝑋𝑖 — это случайное время обслуживания подзаявки на 𝑖-м приборе, 𝑖 = 1, 2. Среднее вре-
мя ожидания начала обслуживания и среднее время пребывания заявки в данной системе
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фактически определяется выражениями для среднего времени ожидания начала обслужи-
вания и среднего времени пребывания заявки в системе 𝑀 |𝐺|1, а именно

𝐸[𝑊 ] =
𝜆𝐸[𝑋2

2:2]

2(1− 𝜆𝐸[𝑋2:2])
, (1)

𝐸[𝑉 ] = 𝐸[𝑊 ] + 𝐸[𝑋2:2], (2)

где (1) представляет собой известную формулу Поллачека –Хинчина.
Предположим, что времена обслуживания подзаявок имеют экспоненциальную функ-

цию распределения:
𝐹𝐸𝑥𝑝(𝑥) = 1− 𝑒−𝜇𝑥, 𝑥 ⩾ 0.

Приборы, а соответственно, и времена обслуживания на них являются зависимыми.
Далее рассмотрим несколько вариантов моделей зависимостей между приборами, которые
опишем с помощью трех типов копула-функций.

Согласно определению с помощью, например, двумерной копулы можно представить
функцию распределения двумерной случайной величины

𝐹 (𝑥1, 𝑥2) = 𝑃 (𝑋1 < 𝑥1, 𝑋2 < 𝑥2) = 𝐶(𝐹1(𝑥1), 𝐹2(𝑥2)),

где 𝐹𝑖(𝑥)— это частные функции распределения одномерных случайных величин, составля-
ющих исходную двумерную. В том случае, когда частные распределения совпадают 𝐹1(𝑥) =
= 𝐹2(𝑥) = 𝐹 (𝑥), имеем

𝐹 (𝑥1, 𝑥2) = 𝐶(𝐹 (𝑥1), 𝐹 (𝑥2)) = 𝐶(𝑢1, 𝑢2), 0 ⩽ 𝑢1, 𝑢2 ⩽ 1.

Обозначим через

𝐹2:2(𝑥) = 𝐹𝑋2:2(𝑥) = 𝑃 (𝑋2:2 < 𝑥) = 𝑃 (max{𝑋1, 𝑋2} < 𝑥)

функцию распределения для случайной величины времени обслуживания заявки на при-
борах, тогда, учитывая, что времена обслуживания являются одинаково распределенными
случайными величинами, можем записать

𝐹2:2(𝑥) = 𝑃 (max{𝑋1, 𝑋2} < 𝑥) = 𝑃 (𝑋1 < 𝑥,𝑋2 < 𝑥) = 𝐶(𝐹 (𝑥), 𝐹 (𝑥)) = 𝛿(𝐹 (𝑥)),

где 𝛿(𝑢) называется диагональным сечением копулы.
Для моделирования зависимостей между временами обслуживания на приборах исполь-

зуются следующие виды копул: копула Гумбеля, копула Фарли –Гумбеля –Моргенштерна
и копула Тапа –Чжао, предложенная в работе [6].

2. Копулы и среднее время пребывания в СМО

Для экспоненциального распределения времени обслуживания на приборах рассмотрим
три модели зависимостей между приборами и, соответственно, временами обслуживания
на них.

2.1. Копула Гумбеля

Двумерная копула Гумбеля имеет следующий вид:

𝐶(𝑢1, 𝑢2) = exp{−((− ln𝑢1)
𝜃 + (− ln𝑢2)

𝜃)
1
𝜃 }, 0 ⩽ 𝑢1, 𝑢2 ⩽ 1, 𝜃 ⩾ 1.

Данная копула, в частности, использовалась авторами в [9] для приближения зависимости
времен пребывания в системе с разделением заявок типа fork-join.
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Случай 𝜃 = 1 соответствует независимости случайных величин, а в пределе при 𝜃 → ∞
получаем совершенную положительную зависимость (комонотонность).

Для копулы Гумбеля диагональное сечение (𝑢1 = 𝑢2 = 𝑢) определяется как

𝛿(𝑢) = 𝐶(𝑢, 𝑢) = 𝑢2
1/𝜃
, 0 ⩽ 𝑢 ⩽ 1, 𝜃 ⩾ 1.

Тогда функция распределения времени обслуживания заявки примет вид

𝐹2:2(𝑥) = 𝛿(𝐹𝐸𝑥𝑝(𝑥)) = (1− 𝑒−𝜇𝑥)2
1/𝜃
, 𝑥 ⩾ 0,

а ее плотность распределения, соответственно,

𝑓2:2(𝑥) = 𝐹 ′
2:2(𝑥) = 21/𝜃𝜇𝑒−𝜇𝑥(1− 𝑒−𝜇𝑥)2

1/𝜃−1, 𝑥 ⩾ 0.

Далее можно рассчитать первый и второй моменты времени обслуживания:

𝐸[𝑋2:2] =

∫︁ ∞

0
21/𝜃𝜇𝑥𝑒−𝜇𝑥(1− 𝑒−𝜇𝑥)2

1/𝜃−1𝑑𝑥,

𝐸[𝑋2
2:2] =

∫︁ ∞

0
21/𝜃𝜇𝑥2𝑒−𝜇𝑥(1− 𝑒−𝜇𝑥)2

1/𝜃−1𝑑𝑥,

вычислив представленные интегралы.
Для произвольной случайной величины 𝜂, имеющей обобщенное экспоненциальное рас-

пределение с функцией распределения вида [10]

𝐹 (𝑥) = (1− 𝑒
− 𝑥

𝛽 )𝛼, 𝑥 ⩾ 0,

математическое ожидание и дисперсия определяются с помощью дигамма-функции 𝜓(𝑥):

𝐸[𝜂] = 𝛽[𝜓(𝛼+ 1)− 𝜓(1)],

𝑉 𝑎𝑟[𝜂] = 𝛽2[𝜓′(1)− 𝜓′(𝛼+ 1)],

которая, в свою очередь, является производной от натурального логарифма гамма-функции

𝜓(𝑥) =
d

d𝑥
ln Γ(𝑥),

Γ(𝑥) =

∫︁ ∞

0
𝑡𝑥−1𝑒−𝑡𝑑𝑡.

Таким образом, с помощью дигамма-функции можем вычислить полученные интегралы,
а именно для математического ожидания имеем

𝐸[𝑋2:2] =
1

𝜇
[𝜓(2

1
𝜃 + 1)− 𝜓(1)],

а для второго момента будет справедливо

𝐸[𝑋2
2:2] =

1

𝜇2
[𝜓′(1)− 𝜓′(2

1
𝜃 + 1) + (𝜓(2

1
𝜃 + 1)− 𝜓(1))2].

Далее по (1),(2) вычисляем 𝐸[𝑉 ] (формула не приводится из-за ее громоздкости).
На рис. 2 приведены графики среднего времени пребывания заявки в системе при 𝜇 = 1

и разных 𝜃. Видно, что чем больше 𝜃, тем ниже проходит график (меньше среднее).
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Рис. 2. Среднее время пребывания заявки в СМО для случая
копулы Гумбеля (цвет онлайн)

Fig. 2. Average sojourn time of a request in the system for the case
with Gumbel copula (color online)

2.2. Копула Фарли –Гумбеля –Моргенштерна

Копула-функция имеет в этом случае следующий вид:

𝐶(𝑢1, 𝑢2) = 𝑢1𝑢2(1 + 𝜃(1− 𝑢1)(1− 𝑢2)), 0 ⩽ 𝑢1, 𝑢2 ⩽ 1, −1 ⩽ 𝜃 ⩽ 1.

Случай 𝜃 = 0 соответствует независимости, 𝜃 < 0— отрицательной зависимости,
а 𝜃 > 0—положительной зависимости (но совершенная зависимость не достигается при
𝜃 = ±1).

Диагональное сечение определяется выражением

𝛿(𝑢) = 𝐶(𝑢, 𝑢) = 𝑢2(1 + 𝜃(1− 𝑢2)).

Далее определим выражение для функции и плотности распределения времени обслу-
живания

𝐹2:2(𝑥) = 𝛿(𝐹𝐸𝑥𝑝(𝑥)) = 1− 2𝑒−𝜇𝑥 + (1 + 𝜃)𝑒−2𝜇𝑥 − 2𝜃𝑒−3𝜇𝑥 + 𝜃𝑒−4𝜇𝑥,

𝑓2:2(𝑥) = 𝐹 ′
2:2(𝑥) = 2𝜇𝑒−𝜇𝑥 − 2𝜇(1 + 𝜃)𝑒−2𝜇𝑥 + 6𝜇𝜃𝑒−3𝜇𝑥 − 4𝜇𝜃𝑒−4𝜇𝑥.

Тогда

𝐸[𝑋2:2] =

∫︁ ∞

0
𝑥𝑓2:2(𝑥)𝑑𝑥 =

18− 𝜃

12𝜇
,

𝐸[𝑋2
2:2] =

∫︁ ∞

0
𝑥2𝑓2:2(𝑥)𝑑𝑥 =

252− 13𝜃

72𝜇2
.

Следовательно,

𝑉 𝑎𝑟[𝑋2:2] =
𝜃(10− 𝜃) + 180

144𝜇2
=

10𝜃 − 𝜃2 + 180

144𝜇2
.

Теперь можем вычислить среднее время ожидания начала обслуживания и среднее вре-
мя пребывания заявки в системе, подставив соответствующие выражения в общие формулы:

𝐸[𝑊 ] =
𝜆(252− 13𝜃)

12𝜇(12𝜇− 𝜆(18− 𝜃)
,

𝐸[𝑉 ] =
12𝜇(18− 𝜃)− 𝜆(𝜃2 − 23𝜃 + 72)

12𝜇(12𝜇− 𝜆(18− 𝜃))
.

На рис. 3 представлены графики среднего времени пребывания заявки в системе при
𝜇 = 1 и разных 𝜃. Видно, что чем больше 𝜃, тем ниже проходит график (меньше среднее).
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Рис. 3. Среднее время пребывания заявки в СМО для случая
копулы Фарли –Гумбеля –Моргенштерна (цвет онлайн)

Fig. 3. Average sojourn time of a request in the system for the case
with Farlie –Gumbel –Morgenstern сopula (color online)

2.3. Копула Тапа –Чжао

Далее рассмотрим двумерную копулу, предложенную в работе [6]. Она имеет вид

𝐶(𝑢1, 𝑢2)=(1− 𝜃2)𝑢1𝑢2 +
𝜃

4

[︂
(1 + 𝜃)2min(𝑢1, 𝑢2)− (1− 𝜃)2max(𝑢1 + 𝑢2 − 1, 0)

]︂
, −1 ⩽ 𝜃 ⩽ 1.

Случаю 𝜃 = 0 соответствует независимость, 𝜃 = −1— совершенная отрицательная зави-
симость (контрамонотонность), 𝜃 = 1— совершенная положительная зависимость (комоно-
тонность).

Диагональное сечение определяется следующим выражением:

𝛿(𝑢) = 𝐶(𝑢, 𝑢) = (1− 𝜃2)𝑢2 +
𝜃

4

[︂
(1 + 𝜃)2𝑢− (1− 𝜃)2max(2𝑢− 1, 0)

]︂
.

Следовательно, функция распределения времени обслуживания равна

𝐹2:2(𝑥) = 𝛿(𝐹𝐸𝑥𝑝(𝑥)) = (1− 𝜃2)(1− 2𝑒−𝜇𝑥 + 𝑒−2𝜇𝑥)+

+
𝜃

4

[︂
(1 + 𝜃)2(1− 𝑒−𝜇𝑥)− (1− 𝜃)2max(1− 2𝑒−𝜇𝑥, 0)

]︂
, 𝑥 ⩾ 0,

а ее плотность распределения равна

𝑓2:2(𝑥) = (1− 𝜃2)(2𝜇𝑒−𝜇𝑥 − 2𝜇𝑒−2𝜇𝑥)+

+
𝜃

4

[︂
(1 + 𝜃)2𝜇𝑒−𝜇𝑥 − (1− 𝜃)22𝜇𝑒−𝜇𝑥I(𝑥 ⩾

1

𝜇
ln 2)

]︂
, 𝑥 ⩾ 0.

Для удобства запишем плотность распределения как

𝑓2:2(𝑥) =

{︃
𝑔(𝑥), 0 ⩽ 𝑥 < 1

𝜇 ln 2,

𝑔(𝑥)− 𝜃
4(1− 𝜃)22𝜇𝑒−𝜇𝑥, 𝑥 ⩾ 1

𝜇 ln 2,

где

𝑔(𝑥) = (1− 𝜃2)(2𝜇𝑒−𝜇𝑥 − 2𝜇𝑒−2𝜇𝑥) +
𝜃

4
(1 + 𝜃)2𝜇𝑒−𝜇𝑥.
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Теперь вычислим первый и второй моменты времени обслуживания:

𝐸[𝑋2:2] =

∫︁ ∞

0
𝑥𝑓2:2(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁ 1
𝜇
ln 2

0
𝑥𝑔(𝑥)𝑑𝑥+

∫︁ ∞

1
𝜇
ln 2

𝑥[𝑔(𝑥)− 𝜃

4
(1− 𝜃)22𝜇𝑒−𝜇𝑥]𝑑𝑥 =

=

∫︁ ∞

0
𝑥𝑔(𝑥)𝑑𝑥− 𝜃

4
(1− 𝜃)2

∫︁ ∞

1
𝜇
ln 2

2𝑥𝜇𝑒−𝜇𝑥𝑑𝑥 =

= (1− 𝜃2)
3

2𝜇
+
𝜃

4
· 1
𝜇

[︂
(1 + 𝜃)2 − (1− 𝜃)2(1 + ln 2)

]︂
,

𝐸[𝑋2
2:2] =

∫︁ ∞

0
𝑥2𝑓2:2(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁ ∞

0
𝑥2𝑔(𝑥)𝑑𝑥− 𝜃

4
(1− 𝜃)2

∫︁ ∞

1
𝜇
ln 2

2𝑥2𝜇𝑒−𝜇𝑥𝑑𝑥 =

= (1− 𝜃2)
7

2𝜇2
+
𝜃(1 + 𝜃)2

2𝜇2
− 𝜃(1− 𝜃)2

4𝜇2

[︂
ln2 2 + 2 ln 2 + 2

]︂
.

Далее уже можем определить среднее время ожидания начала обслуживания и среднее
время пребывания заявки в системе, подставляя полученные выражения в соответствующие
формулы. В результате для среднего времени ожидания начала обслуживания получим

𝐸[𝑊 ] =
𝜆(14− 6𝜃2 − 𝜃(1− 𝜃)2(ln2 2 + 2 ln 2))

2𝜇(4𝜇− 6𝜆+ 𝜃𝜆(2𝜃 + ln 2(1− 𝜃)2))
.

На рис. 4 приведены графики среднего времени пребывания заявки в системе при 𝜇 = 1
и разных 𝜃. Видно, что чем больше 𝜃, тем ниже проходит график (меньше среднее).
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Рис. 4. Среднее время пребывания заявки в СМО для случая
копулы Тапа –Чжао (цвет онлайн)

Fig. 4. Average sojourn time of a request in the system for the case
with Thapa –Zhao сopula (color online)

3. Сравнительный анализ с учетом коэффициентов корреляции

У каждой из рассмотренных копул свой параметр 𝜃, имеющий разный смысл, поэто-
му результаты для них нельзя сравнивать непосредственно. Чтобы провести сравнение,
необходимо параметризовать копулы единым образом. Это можно сделать с помощью раз-
личных мер зависимости, однозначно определяемых копулами, такими как коэффициенты
корреляции Спирмена, Кендалла и Бломквиста [8, гл. 5].

К сожалению, для копулы Гумбеля коэффициент корреляции Спирмена не выражается
в явном виде, поэтому ограничимся коэффициентами Кендалла и Бломквиста.
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3.1. Коэффициент корреляции Кендалла

Коэффициент корреляции Кендалла случайных величин 𝑋1 и 𝑋2 определяется форму-
лой

𝜏 = 𝐸[sign(𝑋1 − 𝑋̃1)(𝑋2 − 𝑋̃2)],

где (𝑋̃1, 𝑋̃2)—независимая вероятностная копия (𝑋1, 𝑋2).
Коэффициент корреляции Кендалла для произвольной копула-функции 𝐶(𝑢1, 𝑢2) рас-

считывается по формуле [8, теорема 5.1.3]

𝜏 = 4𝐸[𝐶(𝑢1, 𝑢2)]− 1 = 4

∫︁ 1

0

∫︁ 1

0
𝐶(𝑢1, 𝑢2)𝑑𝐶(𝑢1, 𝑢2)− 1

и принимает значения от −1 до 1.
Соответственно, для копулы Гумбеля он находится как [8, пример 5.4.]

𝜏𝐺 = 1− 1/𝜃, 𝜃 ⩾ 1,

для копулы Фарме –Гумбеля –Моргенштерна [8, пример 5.2] —

𝜏𝐹𝐺𝑀 =
2

9
𝜃, −1 ⩽ 𝜃 ⩽ 1,

а для копулы Тапа –Чжао [6, теорема 2.2] —

𝜏𝑇𝐶ℎ =
𝜃(8− 3𝜃 + 12𝜃2 + 6𝜃3 + 4𝜃4 − 3𝜃5)

24
, −1 ⩽ 𝜃 ⩽ 1.

На рис. 5 представлена зависимость среднего времени отклика системы от значения
коэффициента корреляции Кендалла для всех рассматриваемых трех типов копул при 𝜇 = 1
и 𝜆 = 1/2 (при этих значениях параметров все средние времена пребывания конечны).
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Рис. 5. Среднее время пребывания заявки в СМО в зависимости от
коэффициента корреляции Кендалла, рассчитанного для трех типов

копул, 𝜇 = 1, 𝜆 = 1/2 (цвет онлайн)
Fig. 5. Average sojourn time of a request in the system depending on
the Kendall correlation coefficient, calculated for three types of copulas,

𝜇 = 1, 𝜆 = 1/2 (color online)

Как ясно из аналитических формул и представленных на рис. 5 графиков, наиболее
широкий диапазон значений коэффициента корреляции Кендалла позволяет получить мо-
дель копулы Тапа –Чжао, т. е. весь спектр возможных значений от −1 до 1, на втором
месте стоит копула Гумбеля с положительными значениями от 0 до 1 и, наконец, копула
Фарли –Гумбеля –Моргенштерна со значениями коэффициента корреляции в диапазоне от
−2/9 до 2/9.
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Видно, что все три графика пересекаются при 𝜏 = 0 (случай независимости), при 𝜏 < 0
копулы Фарли –Гумбеля –Моргенштерна и Тапа-Чжао дают близкие значения средних вре-
мен пребывания (и их графики имеют еще одну точку пересечения), при 𝜏 > 0 копулы
Гумбеля и Тапа –Чжао дают близкие значения и сходятся в точке 𝜏 = 1 (случай совершен-
ной положительной зависимости), а копула Фарли –Гумбеля –Моргенштерна дает сильное
расхождение с остальными.

3.2. Коэффициент корреляции Бломквиста

Коэффициент корреляции Бломквиста случайных величин 𝑋1 и 𝑋2 определяется фор-
мулой

𝛽 = 𝐸[(𝑋1 −med𝑋1)(𝑋2 −med𝑋2)],

где med𝑋 —медиана 𝑋.
Коэффициент корреляции Бломквиста для копула-функции 𝐶(𝑢1, 𝑢2) рассчитывается

по формуле [8, (5.1.27)]

𝛽 = 4𝐶

(︂
1

2
,
1

2

)︂
− 1

и принимает значения от −1 до 1.
Таким образом, для копулы Гумбеля имеем

𝛽𝐺 = 22−21/𝜃 − 1, 𝜃 ⩾ 1,

для копулы Фарли –Гумбеля –Моргенштерна —

𝛽𝐹𝐺𝑀 =
3

4
𝜃, −1 ⩽ 𝜃 ⩽ 1,

а для копулы Тапа –Чжао [6, теорема 2.2] —

𝛽𝑇𝐶ℎ =
𝜃(𝜃2 + 1)

2
, −1 ⩽ 𝜃 ⩽ 1.

На рис. 6 представлена зависимость среднего времени отклика системы от значения
коэффициента корреляции Бломквиста также для всех рассматриваемых трех типов копул.
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Рис. 6. Среднее время пребывания заявки в СМО в зависимо-
сти от коэффициента корреляции Бломквиста, рассчитанного

для трех типов копул, 𝜇 = 1, 𝜆 = 1/2 (цвет онлайн)
Fig. 6. Average sojourn time of a request in the system depending
on the Blomqvist correlation coefficient, calculated for three types

of copulas, 𝜇 = 1, 𝜆 = 1/2 (color online)

Информатика 289



Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер.: Математика. Механика. Информатика. 2026. Т. 26, вып. 2

Так же как и в предыдущем случае, исходя из аналитических формул и представленных
на рис. 6 графиков, наиболее широкий диапазон значений коэффициента корреляции Блом-
квиста от −1 до 1 позволяет получить именно модель копулы Тапа –Чжао, далее следует
копула Гумбеля с положительными значениями от 0 до 1 и затем копула Фарли –Гумбеля –
Моргенштерна со значениями коэффициента корреляции в диапазоне от −3/4 до 3/4 (что
значительно шире, чем у коэффициента Кендалла).

Видно, что все три графика пересекаются при 𝛽 = 0 (случай независимости), при 𝛽 < 0
копулы Фарли –Гумбеля –Моргенштерна и Тапа –Чжао дают близкие значения средних
времен пребывания (но больше точек пересечения нет), при 𝛽 > 0 копулы Гумбеля и Тапа –
Чжао дают близкие значения и сходятся в точке 𝛽 = 1 (случай совершенной положитель-
ной зависимости), а копула Фарли –Гумбеля –Моргенштерна дает сильное расхождение с
остальными.

4. Верхняя и нижняя границы для среднего времени отклика

Мы рассмотрели три класса известных копул, однако этот выбор в значительной степени
произволен. Можно задаться вопросом, каковы вообще верхние и нижние границы для
среднего времени отлика для любых копул, но с известными коэффициентами корреляции?

В [8] приведена теорема 5.1.16, дающая верхние и нижние (поточечные) границы для
копул с известными коэффициентами корреляции Спирмена, Кендалла и Бломквиста. При
этом сами границы также являются копулами, что наводит на мысль рассчитать соответ-
ствующие средние времена отклика. К сожалению, в явном виде это получается только в
случае коэффициента Бломквиста.

Для этого обратимся к выражениям для верхних и нижних границ копул с известным
значением коэффициента корреляции Бломквиста 𝛽, который, напомним, принимает зна-
чения в диапазоне от −1 до 1 включительно:

𝐵(𝑢1, 𝑢2) = max

(︂
𝑊 (𝑢1, 𝑢2),

𝛽 + 1

4
−
(︂
𝑢1 −

1

2

)︂+

−
(︂
𝑢2 −

1

2

)︂+)︂
,

𝐵(𝑢1, 𝑢2) = min

(︂
𝑀(𝑢1, 𝑢2),

𝛽 + 1

4
+

(︂
𝑢1 −

1

2

)︂+

+

(︂
𝑢2 −

1

2

)︂+)︂
,

где 𝑊 (𝑢1, 𝑢2) = max(𝑢1 + 𝑢2 − 1, 0), 𝑀(𝑢1, 𝑢2) = min(𝑢1, 𝑢2), 𝑥+ =

{︃
0, 𝑥 < 0,

𝑥, 𝑥 ⩾ 0.

Теперь выразим границы для диагонального сечения 𝛿𝛽(𝑢) копулы 𝐶(𝑢1, 𝑢2) в зависи-
мости от значения 𝛽, т. е. когда 𝑢1 = 𝑢2 = 𝑢, тогда нижняя граница для диагонального
сечения примет вид

𝛿𝛽(𝑢) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0, 0 ⩽ 𝑢 ⩽ 3−𝛽

8 ,

2𝑢− 1 + 𝛽+1
4 , 3−𝛽

8 ⩽ 𝑢 ⩽ 1
2 ,

𝛽+1
4 , 1

2 ⩽ 𝑢 ⩽ 5+𝛽
8 ,

2𝑢− 1, 5+𝛽
8 ⩽ 𝑢 ⩽ 1,

а верхняя, соответственно,

𝛿𝛽(𝑢) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑢, 0 ⩽ 𝑢 ⩽ 𝛽+1

4 ,
𝛽+1
4 , 𝛽+1

4 ⩽ 𝑢 ⩽ 1
2 ,

2𝑢− 1 + 𝛽+1
4 , 1

2 ⩽ 𝑢 ⩽ 3−𝛽
4 ,

𝑢, 3−𝛽
4 ⩽ 𝑢 ⩽ 1.

Далее воспользуемся полученными выражениями для определения верхней и нижней
границы для среднего времени пребывания заявки в системе. Для этого выразим соот-
ветствующие функции и плотности распределения времени обслуживания заявки (частей
заявки) на обоих приборах.
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При этом необходимо отметить, что нижняя граница копул дает верхнюю границу сред-
него времени пребывания, а верхняя граница копул— нижнюю границу среднего времени
пребывания. Действительно, бо́льшие значения копулы ведут к бо́льшим значениям функ-
ции распределения (как бо́льшей вероятности, что случайная величина меньше заданного
уровня), т. е. к стохастически меньшим временам обслуживания, имеющим меньшие сред-
ние и средние квадраты (в силу неотрицательности случайных величин), что приводит к
меньшим средним временам ожидания и пребывания по формулам (1) и (2).

Через 𝐹 и 𝐹 обозначим функции распределения для нахождения верхней и нижней
границ среднего времени пребывания, тогда

𝐹 𝛽,2:2(𝑥) = 𝛿𝛽(𝐹 (𝑥)), 𝐹 𝛽,2:2(𝑥) = 𝛿𝛽(𝐹 (𝑥)), 𝐹 (𝑥) = 1− 𝑒−𝜇𝑥, 𝑥 ⩾ 0,

в результате получаем следующие формулы для искомых функций распределения:

𝐹 𝛽,2:2(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1− 𝑒−𝜇𝑥, 0 ⩽ 𝑥 ⩽ − 1

𝜇 ln 3−𝛽
4 , 𝑥 ⩾ − 1

𝜇 ln 𝛽+1
4 , 𝛽 ̸= −1,

𝛽+1
4 , − 1

𝜇 ln 3−𝛽
4 ⩽ 𝑥 ⩽ − 1

𝜇 ln 1
2 ,

1− 2𝑒−𝜇𝑥 + 𝛽+1
4 , − 1

𝜇 ln 1
2 ⩽ 𝑥 ⩽ − 1

𝜇 ln 𝛽+1
4 , 𝛽 ̸= −1,

причем для частного случая 𝛽 = −1 имеем

𝐹−1,2:2(𝑥) =

{︃
0, 0 ⩽ 𝑥 ⩽ 1

𝜇 ln 2,

1− 2𝑒−𝜇𝑥, 𝑥 ⩾ 1
𝜇 ln 2,

𝐹 𝛽,2:2(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
0, 0 ⩽ 𝑥 ⩽ − 1

𝜇 ln 5+𝛽
8 ,

1− 2𝑒−𝜇𝑥 + 𝛽+1
4 , − 1

𝜇 ln 5+𝛽
8 ⩽ 𝑥 ⩽ − 1

𝜇 ln 1
2 ,

𝛽+1
4 , − 1

𝜇 ln 1
2 ⩽ 𝑥 ⩽ − 1

𝜇 ln 3−𝛽
8 ,

1− 2𝑒−𝜇𝑥, 𝑥 ⩾ − 1
𝜇 ln 3−𝛽

8 ,

и для плотностей распределения справедливо

𝑓
𝛽,2:2

(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, − 1

𝜇 ln 3−𝛽
4 ⩽ 𝑥 ⩽ − 1

𝜇 ln 1
2 ,

2𝜇𝑒−𝜇𝑥, − 1
𝜇 ln 1

2 ⩽ 𝑥 ⩽ − 1
𝜇 ln 𝛽+1

4 ,

𝜇𝑒−𝜇𝑥, 0 ⩽ 𝑥 ⩽ − 1
𝜇 ln 3−𝛽

4 , 𝑥 ⩾ − 1
𝜇 ln 𝛽+1

4 ,

причем для 𝛽 = −1 получаем 𝑓−1,2:2
(𝑥) = 2𝜇𝑒−𝜇𝑥, 𝑥 ⩾ 1

𝜇 ln 2,

𝑓𝛽,2:2(𝑥) =

{︃
0, 0 ⩽ 𝑥 ⩽ − 1

𝜇 ln 5+𝛽
8 , − 1

𝜇 ln 1
2 ⩽ 𝑥 ⩽ − 1

𝜇 ln 3−𝛽
8 ,

2𝜇𝑒−𝜇𝑥, − 1
𝜇 ln 5+𝛽

8 ⩽ 𝑥 ⩽ − 1
𝜇 ln 1

2 , 𝑥 ⩾ − 1
𝜇 ln 3−𝛽

8 .

Далее, используя функции плотностей, находим нижние и верхние границы для первого
и второго момента времени обслуживания соответственно.

В итоге для нижней границы имеем следующие выражения:

𝐸[𝑋𝛽,2:2] =
1

𝜇

[︂
3− 𝛽

4

(︂
ln

3− 𝛽

4
− 1

)︂
+

1 + 𝛽

4

(︂
ln

1 + 𝛽

4
− 1

)︂
+ ln 2 + 2

]︂
, 𝛽 ̸= −1,

𝐸[𝑋−1,2:2] =
1 + ln 2

𝜇
,

𝐸[𝑋2
𝛽,2:2] =

1

𝜇2

[︂
ln2 2 + 2 ln 2 + 4− 3− 𝛽

4

(︂
ln2

3− 𝛽

4
− 2 ln

3− 𝛽

4
+ 2

)︂
−

−1 + 𝛽

4

(︂
ln2

1 + 𝛽

4
− 2 ln

1 + 𝛽

4
+ 2

)︂]︂
, 𝛽 ̸= −1,
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𝐸[𝑋2
−1,2:2] =

ln2 2 + 2 ln 2 + 2

𝜇2
,

которые при подстановке в общую формулу для среднего времени ожидания начала обслу-
живания

𝐸[𝑊 𝛽] =
𝜆𝐸[𝑋2

𝛽,2:2]

2(1− 𝜆𝐸[𝑋𝛽,2:2])

и среднего времени пребывания заявки в системе

𝐸[𝑉1] = 𝐸[𝑉 𝛽] = 𝐸[𝑊 𝛽] + 𝐸[𝑋𝛽,2:2]

позволят определить нижние границы этих величин в зависимости от значения коэффици-
ента корреляции Бломквиста.

Соответственно, для верхних границ среднего времени ожидания начала обслуживания
и среднего времени пребывания заявки в системе справедливо

𝐸[𝑊 𝛽] =
𝜆𝐸[𝑋

2
𝛽,2:2]

2(1− 𝜆𝐸[𝑋𝛽,2:2])
, 𝐸[𝑉2] = 𝐸[𝑉 𝛽] = 𝐸[𝑊 𝛽] + 𝐸[𝑋𝛽,2:2],

где

𝐸[𝑋𝛽,2:2] =
1

𝜇

[︂
3− 𝛽

4

(︂
1− ln

3− 𝛽

8

)︂
+

5 + 𝛽

4

(︂
1− ln

5 + 𝛽

8

)︂
− ln 2− 1

]︂
,

𝐸[𝑋
2
𝛽,2:2] =

1

𝜇2

[︂
3− 𝛽

4

(︂
ln2

3− 𝛽

8
− 2 ln

3− 𝛽

8
+ 2

)︂
+

+
5 + 𝛽

4

(︂
ln2

5 + 𝛽

8
− 2 ln

5 + 𝛽

8
+ 2

)︂
− ln2 2− 2 ln 2− 2

]︂
.

На рис. 7 представлены графики зависимостей для нижних и верхних границ среднего
времени пребывания заявки в системе в зависимости от значения коэффициента корреляции
Бломквиста 𝛽 при 𝜇 = 1.
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Рис. 7. Зависимость границы среднего времени пребывания заявки в системе от интенсивности
входящего потока 𝜆: а—нижней; б — верхней (цвет онлайн)

Fig. 7. Dependence of the limit of the average sojourn time of a request in the system on the arrival rate
𝜆: a is lower; b is upper (color online)

На рис. 8 можно увидеть, как расположены значения среднего времени пребывания за-
явки в системе, моделируемые тремя типами копул для различных значений коэффициента
корреляции Бломквиста при 𝜇 = 1, 𝜆 = 1/2. Полученные верхняя и нижняя границы для
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среднего времени пребывания очень широкие, причем они сходятся при 𝛽 = −1 (случай со-
вершенной отрицательной зависимости), но не сходятся при 𝛽 = 1 (поскольку это значение
коэффициента Бломквиста не задает однозначно совершенную положительную зависимость
по нижней границе копул). Таким образом, для получения более узких границ нужно либо
опираться на другие меры зависимости, либо накладывать дополнительные ограничения
на возможные копулы.

1.00 0.75 0.50 0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

2.0

2.2

2.4

2.6

2.8

E[
V]

 
 
 
 
 

Рис. 8. Расположение среднего времени пребывания заявки в СМО в
зависимости от коэффициента корреляции Бломквиста, рассчитанного
для трех типов копул, относительно верхней и нижней границ (цвет

онлайн)
Fig. 8. The location of the average sojourn time relative to the upper and
lower bounds, depending on the Blomqvist correlation coefficient calculated

for three types of copulas (color online)

Заключение

В результате исследования получены выражения для среднего времени пребывания в си-
стемах с разделением заявок типа split-merge с двумя приборами и зависимыми временами
обслуживания на них, с показательным распределением. Разобраны три типа копул, опи-
сывающих зависимость: Гумбеля, Фарли –Гумбеля –Моргенштерна и Тапа –Чжао. Во всех
случаях выведены формулы для первых двух моментов времени обслуживания заявки и
среднего времени пребывания заявки (времени отклика).

Проведен сравнительный анализ с учетом коэффициентов корреляции Кендалла и Блом-
квиста. В обоих случаях при отрицательной корреляции копулы Фарли –Гумбеля –Морген-
штерна и Тапа –Чжао дают близкие значения средних времен пребывания, при положитель-
ной корреляции копулы Гумбеля и Тапа –Чжао дают близкие значения, а копула Фарли –
Гумбеля –Моргенштерна дает сильное расхождение с остальными.

Получены верхние и нижние границы для среднего времени пребывания для любых
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копул при известном коэффициенте корреляции Бломквиста. Эти границы оказываются
очень широкими. Для получения более узких границ нужно либо опираться на другие меры
зависимости, либо накладывать дополнительные ограничения на возможные копулы.

Представленный подход может быть распространен на другие распределения времен
обслуживания подзаявок (в том числе с тяжелыми хвостами) и на системы с разделением
на 𝑁 > 2 подзаявок с использованием многомерных копул.
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