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Аннотация. Рассматриваются кусочно-прямолинейные ломаные, соединяющие две заданные точ-
ки 𝐴,𝐵 ∈ R2 и состоящие ровно из 𝑛 + 1 звена (т. е. имеющие 𝑛 точек поворота). Абсолютная
величина угла поворота в каждой внутренней точке ограничена заданным числом 𝜙 ∈ (0, 𝜋/2). При
условии 𝑛𝜙 < 𝜋 описано множество, которому принадлежат все внутренние вершины такой лома-
ной. Доказано, что для любой точки 𝐵(1) из этого множества существует ломаная с заданными
параметрами. На основе этих результатов получена явная формула, описывающая множество всех
допустимых последовательностей

(︀
𝐵(1), . . . , 𝐵(𝑛)

)︀
угловых точек ломаной. Полученное описание мо-

жет служить основой для построения алгоритмов перечисления допустимых ломаных и решения
задач оптимизации целевой функции, учитывающей стоимость прохождения звеньев и стоимость
поворотов.
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Abstract. In this study, we consider polygonal lines connecting two given points 𝐴,𝐵 ∈ R2 and consisting
of exactly 𝑛+1 segments (i.e., having 𝑛 turn points). The absolute value of the turn angle at each interior
point is bounded by a given number 𝜙 ∈ (0, 𝜋/2). Under the condition 𝑛𝜙 < 𝜋, we describe the set to
which all interior vertices of such a polygonal line belong. It is proved that for any point 𝐵(1) from this set
there exists a polygonal line satisfying the given constraints. Based on these results, an explicit formula is
obtained that describes the set of all admissible sequences

(︀
𝐵(1), . . . , 𝐵(𝑛)

)︀
of corner points. The resulting

description can serve as a foundation for constructing algorithms for enumerating admissible polygonal
lines and for solving optimization problems for an objective function that takes into account both the
cost of traversing the segments and the cost of making turns.
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Введение

Существует широкий класс практически значимых задач, в которых требуется соеди-
нить две заданные точки плоскости кусочно-прямолинейной ломаной. Такие задачи возни-
кают при планировании траекторий мобильных роботов [1], прокладке инженерных комму-
никаций [2], проектировании дорожных сетей [3], построении обходных маршрутов в усло-
виях ограниченной манёвренности [4], а также в некоторых задачах компьютерной графики
и геометрического моделирования [5, 6]. Во многих перечисленных случаях на траекторию
накладываются естественные технологические или эксплуатационные ограничения: коли-
чество звеньев не может превышать некоторого значения (либо должно быть в точности
равно заданному числу), а абсолютная величина углов поворота в точках излома ограниче-
на сверху или снизу в зависимости от постановки задачи. Причины такого рода ограничений
могут быть связаны, например, с технологическими ограничениями на траекторию движе-
ния, допустимой нагрузкой на шарнирные соединения либо с дискретностью управляющих
воздействий.

Так, в работе [1] рассматривается задача планирования пути в многоугольной области
для робота, имеющего два ограничения: верхнюю границу на угол поворота и нижнюю
границу на расстояние между последовательными поворотами. В работе [7] показано, что
оптимальный по длине путь с ограничением на кривизну состоит не более чем из вось-
ми сегментов, что позволяет строить эффективные алгоритмы. В работе [8] предложено
обобщение карты кратчайших путей на случай ограничения на угол поворота, что даёт
возможность выполнять множественные запросы кратчайших путей от фиксированного
источника.

Помимо задач соединения двух точек, существуют исследования, в которых угловые
ограничения накладываются на полигональные пути, проходящие через заданные множе-
ства точек. В работе [9] рассматривается задача построения полигонального пути, прохо-
дящего через все точки конечного множества на плоскости, такого что все углы между
последовательными звеньями не меньше заданной величины (𝜋/9). Авторы доказывают
существование такого пути для любого конечного набора точек. В работе [10] рассматри-
вается задача существования замкнутого полигонального тура (гамильтонова цикла) через
заданное множество точек на плоскости, такого что все углы между последовательными
звеньями принадлежат заданному множеству допустимых углов 𝐴 ⊆ (−𝜋; +𝜋]. В частно-
сти, исследуются туры с ограничением на максимальный угол поворота (тупые углы —
более 𝜋/2) и псевдовыпуклые туры (все углы неотрицательны).

В задачах упрощения полигональных кривых в компьютерной графике и геометриче-
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ском моделировании также встречаются угловые ограничения. В работе [6] рассматривается
задача упрощения полигональных кривых с ограничениями на минимальный или макси-
мальный угол поворота в вершинах. Такая постановка естественна, например, при обра-
ботке картографических данных, где недопустимы как слишком резкие, так и чрезмерно
плавные изломы. Аналогичная проблематика возникает в алгоритмах аппроксимации кри-
вых ломаными с минимальным числом звеньев: для фиксированной ошибки аппроксимации
требуется построить кратчайшую ломаную с наименьшим количеством отрезков, что явля-
ется классической задачей сжатия векторных данных [5].

Во всех перечисленных случаях на траекторию накладываются естественные техноло-
гические или эксплуатационные ограничения, однако авторам не известно полное описание
множества всех допустимых ломаных с фиксированным числом поворотов 𝑛 и ограниче-
нием на угол вида |𝛼𝑖| ⩽ 𝜙 при условии 𝑛𝜙 < 𝜋 (теорема 2 настоящей работы); данное
описание впервые было анонсировано в тезисах [11] и получено в препринте [12]. В на-
стоящей статье рассматривается задача описания множества всех кусочно-прямолинейных
ломаных, соединяющих две заданные точки 𝐴,𝐵 ∈ R2, состоящих ровно из 𝑛 + 1 звена
(т.е. имеющих 𝑛 внутренних точек поворота) и удовлетворяющих ограничению на абсо-
лютную величину угла поворота в каждой внутренней вершине: |𝛼𝑖| ⩽ 𝜙, где 𝜙 ∈ (0, 𝜋/2).
Основное внимание уделяется содержательному случаю 𝑛𝜙 < 𝜋. Полученное описание мо-
жет служить основой для построения алгоритмов перечисления допустимых маршрутов и
решения оптимизационных задач, учитывающих как стоимость звеньев, так и стоимость
поворотов.

Отметим, что настоящая статья воспроизводит результаты препринта [12], однако изло-
жение статьи имеет следующие особенности. Во-первых, доказательства приведены в более
сжатой форме: многие вспомогательные технические выкладки (например, детальный ана-
лиз знаков определителей, громоздкие оценки сходимости в разделе об аппроксимации)
опущены или даны в виде ссылок на [12]. Во-вторых, изменена структура изложения: ос-
новные определения и свойства вынесены в отдельный раздел, что улучшает восприятие
материала. В-третьих, в отличие от препринта, где основное внимание уделено доказа-
тельству сходимости аппроксимационного алгоритма, в настоящей статье акцент сделан
на геометрической интерпретации полученных формул и их пригодности для практиче-
ского построения алгоритмов перечисления допустимых ломаных. Таким образом, статья
представляет собой более доступное для широкого круга читателей изложение ключевых
результатов, при котором излишне детализированные доказательства опущены (их можно
найти в препринте [12]).

Дополнительно отметим, что в работе [9] рассматривается задача, в которой, как и
в нашей, исследуются структурные ограничения, накладываемые на полигональный путь
угловыми условиями, и используются геометрические соображения, связанные с выпуклой
оболочкой и угловыми секторами; однако в отличие от нашей задачи в ней рассматривается
нижнее, а не верхнее ограничение на угол. Работа [4] имеет прямое отношение к планиро-
ванию траекторий для неголономных систем (роботов), что перекликается с мотивацией
нашего исследования.

1. Основные определения

Пусть 𝐴,𝐵 ∈ R2, 𝐴 ̸= 𝐵, 𝜙 ∈ (0, 𝜋). Введём в рассмотрение множество1

S(𝐴,𝐵, 𝜙) = {𝐶 ∈ R2∖{𝐴,𝐵} | ∠(𝐵 − 𝐶, 𝐶 −𝐴) ∈ (−𝜙, 𝜙)}. (1)

Как показано в [13], при 𝜙 ∈ (0, 𝜋) множество S(𝐴,𝐵, 𝜙) представляет собой объединение
двух круговых сегментов:

Š(𝐴,𝐵,𝜙) = {𝐶 ∈ R2∖{𝐴,𝐵} | ∠(𝐵 − 𝐶, 𝐶 −𝐴) ∈ [0, 𝜙)},
1Используются предположения относительно угла ∠(𝐶,𝐸) для произвольных 𝐶,𝐸 ∈ R2 в соответствии

с [13]; более подробные сведения об углах приведены в [12].
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Ŝ(𝐴,𝐵, 𝜙) = {𝐶 ∈ R2∖{𝐴,𝐵} | ∠(𝐵 − 𝐶, 𝐶 −𝐴) ∈ (−𝜙, 0]}

(правая и левая доли) с общей хордой

(𝐴,𝐵) = {𝛼𝐴+ (1− 𝛼)𝐵 | 𝛼 ∈ (0, 1)},

являющихся выпуклыми множествами. Если 𝜙 > 𝜋, то для удобства полагаем S(𝐴,𝐵,𝜙) =
= R2∖{𝐴,𝐵}. Случай 𝜙 = 𝜋 является более тонким и разобран в замечании 1.

Замечание 1. Рассмотрим случай 𝜙 = 𝜋. Для его описания введём параметризацию
прямой, проходящей через точки 𝐴,𝐵: 𝐴(𝑡) = 𝐴+ 𝑡(𝐵 −𝐴), 𝑡 ∈ R. Тогда по определению(︀

𝐴(−∞), 𝐴
]︀
= {𝐴(𝑡) | 𝑡 ∈ (−∞, 0]},

(︀
𝐴(−∞), 𝐴

)︀
= {𝐴(𝑡) | 𝑡 ∈ (−∞, 0)},[︀

𝐵,𝐴(+∞)
)︀
= {𝐴(𝑡) | 𝑡 ∈ [1,+∞)},

(︀
𝐵,𝐴(+∞)

)︀
= {𝐴(𝑡) | 𝑡 ∈ (1,+∞)}.

Непосредственно проверяется [12], что

S(𝐴,𝐵, 𝜋) = R2∖ {(𝐴(−∞), 𝐴] ∪ [𝐵,𝐴(+∞))} .

Кроме того, для любого ненулевого вектора 𝐸 ∈ R2 и 𝜙 ∈ (0, 𝜋] определим угловой
сектор

C(𝐸,𝜙) = {𝐶 ∈ R2 | ∠(𝐶,𝐸) ∈ [−𝜙, 𝜙]}, (2)

полагая 0 ∈ C(𝐸,𝜙). Нам также понадобится замыкание множества S(𝐴,𝐵, 𝜙):

clS(𝐴,𝐵, 𝜙) = {𝐶 ∈ R2 | ∠(𝐵 − 𝐶, 𝐶 −𝐴) ∈ [−𝜙,𝜙]}.

Отметим простые, но важные свойства множества S(𝐴,𝐵,𝜙), которые следуют из неко-
торых свойств углов [12].

Свойство 1. S(𝐴,𝐵,𝜙) = S(𝐵,𝐴,𝜙).

Свойство 2. Пусть 𝐴,𝐵 ∈ R2, 𝐴 ̸= 𝐵, 𝐴,𝐵 ∈ (𝐴,𝐵). Тогда

S
(︀
𝐴,𝐵,𝜙

)︀
⊆ S(𝐴,𝐵,𝜙), S

(︀
𝐴,𝐵, 𝜙

)︀
⊆ S(𝐴,𝐵,𝜙),

и если 𝐴 ̸= 𝐵, то
S
(︀
𝐴,𝐵, 𝜙

)︀
⊆ S(𝐴,𝐵,𝜙).

2. Основные результаты

Рассмотрим ломаную L, соединяющую точки 𝐴 = 𝐵(0) и 𝐵 = 𝐵(𝑛+1):

L =
𝑛⋃︁

𝑖=0

[︀
𝐵(𝑖), 𝐵(𝑖+1)

]︀
. (3)

Пусть углы поворота в вершинах 𝐵(𝑖) (𝑖 = 1, . . . , 𝑛) ограничены по модулю заданным числом
𝜙 ∈ (0, 𝜋):

∠
(︀
𝐵(𝑖+1) −𝐵(𝑖), 𝐵(𝑖) −𝐵(𝑖−1))︀ ∈ [−𝜙, 𝜙], 𝑖 = 1, . . . , 𝑛,

𝐵(𝑖) ̸= 𝐵(𝑖−1), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛+ 1.
(4)

Условие (4) допускает случай равенства угла нулю, что соответствует движению без по-
ворота (точка 𝐵(𝑖) фактически лежит на прямой, соединяющей соседние звенья). В такой
ситуации реальное количество поворотов становится меньше 𝑛. Поскольку в данной работе
нас интересуют ломаные ровно с 𝑛 поворотами, наибольший интерес представляет случай
с дополнительным условием

∠
(︀
𝐵(𝑖+1) −𝐵(𝑖), 𝐵(𝑖) −𝐵(𝑖−1))︀ ̸= 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. (5)

Отметим в этой связи, что в некоторых задачах может присутствовать ограничение на дли-
ны звеньев. В подобных случаях становятся допустимыми и нулевые повороты (полученные
в результате дробления слишком большого звена).
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Теорема 1. Пусть 𝜙 ∈ (0, 𝜋), 𝑛 ⩾ 1, 𝑛𝜙 < 𝜋, 𝐴 ̸= 𝐵, и ломаная (3) удовлетворяет
условию (4). Тогда:
1) при 𝑛 ⩾ 2 выполняется 𝐵(1), . . . , 𝐵(𝑛) ∈ S(𝐴,𝐵, 𝑛𝜙), причём 𝐵(𝑖) ̸= 𝐵(𝑗) для любых

различных 𝑖, 𝑗 ∈ {0, 1, . . . , 𝑛+ 1};
2) при 𝑛 = 1 справедливо 𝐵(1) ∈ clS(𝐴,𝐵,𝜙)∖{𝐴,𝐵}.

Доказательство теоремы 1 приведено в разделе 4.

Лемма 1. В условиях теоремы 1 ломаная L, удовлетворяющая (3), (4) (а в интересу-
ющем нас случае и условию (5)), существует:

– для любого 𝐵(1) ∈ S(𝐴,𝐵, 𝑛𝜙) при 𝑛 ⩾ 2;
– для любого 𝐵(1) ∈ clS(𝐴,𝐵, 𝜙)∖{𝐴,𝐵} при 𝑛 = 1.

Доказательство леммы 1 приведено в разделе 5.

Замечание 2. Продолжая замечание 1, сделаем уточнения для леммы 1 и теоремы 1
в случае 𝑛𝜙 ⩾ 𝜋. По аналогии с доказательством леммы 1 можно показать, что в случае
𝑛𝜙 > 𝜋 ломаная L, удовлетворяющая условиям (3)–(5), существует для любого 𝐵(1) ∈
∈ R2∖{𝐴,𝐵}, что соответствует условию S(𝐴,𝐵, 𝑛𝜙) = R2∖{𝐴,𝐵} для этого случая. Следу-
ет, однако, отметить, что при этом условие 𝐵(𝑖) ̸= 𝐵(𝑗) для любых различных 𝑖, 𝑗 ∈ {0, 1, . . . ,
𝑛+ 1} из теоремы 1 может оказаться невыполненным.

В более тонком случае 𝑛𝜙 = 𝜋, 𝑛 ⩾ 2, также можно показать, что ломаная существует
для любого 𝐵(1) ∈ S(𝐴,𝐵, 𝜋) = R2∖{(𝐴(−∞), 𝐴] ∪ [𝐵,𝐴(+∞))} (см. замечание 1). При
𝑛 = 1 имеем clS(𝐴,𝐵, 𝜋)∖{𝐴,𝐵} = R2∖{𝐴,𝐵}, и ломаная существует для любого 𝐵(1) из
этого множества. Таким образом, лемма 1 может быть обобщена на случай любого значения
𝑛𝜙 > 0.

Замечание 3. Как видно из замечания 2, утверждения теоремы 1 и леммы 1 могут
быть обобщены на случай 𝑛𝜙 ⩾ 𝜋 с соответствующими уточнениями (см. замечание 2);
однако наиболее содержательным является случай 𝑛𝜙 < 𝜋, которому и посвящена данная
работа.

Обозначим через S(𝑛)(𝐴,𝐵,𝜙) множество всех возможных последовательностей внут-
ренних вершин

(︀
𝐵(1), . . . , 𝐵(𝑛)

)︀
, для которых существует ломаная (3) с условием (4). Ис-

пользуя теорему 1 и лемму 1, можно получить следующее описание элементов множества
S(𝑛)(𝐴,𝐵,𝜙).

Теорема 2. В условиях теоремы 1 имеем(︀
𝐵(1), . . . , 𝐵(𝑛)

)︀
∈ S(𝑛)(𝐴,𝐵,𝜙) ⇐⇒

(︀
𝐵(1), . . . , 𝐵(𝑛)

)︀
∈ S(𝐴,𝐵, 𝑛𝜙)×

×
{︀
S
(︀
𝐵(1), 𝐵, (𝑛− 1)𝜙

)︀
∩
[︀
𝐵(1) +C

(︀
𝐵(1) −𝐴,𝜙

)︀]︀}︀
×

×
{︀
S
(︀
𝐵(2), 𝐵, (𝑛− 2)𝜙

)︀
∩
[︀
𝐵(2) +C

(︀
𝐵(2) −𝐵(1), 𝜙

)︀]︀}︀
× · · ·×

×
{︀
S
(︀
𝐵(𝑛−2), 𝐵, 2𝜙

)︀
∩
[︀
𝐵(𝑛−2) +C

(︀
𝐵(𝑛−2) −𝐵(𝑛−3), 𝜙

)︀]︀}︀
×

×
{︀[︀
clS
(︀
𝐵(𝑛−1), 𝐵, 𝜙

)︀
∖{𝐴,𝐵}

]︀
∩
[︀
𝐵(𝑛−1) +C

(︀
𝐵(𝑛−1) −𝐵(𝑛−2), 𝜙

)︀]︀}︀
, (6)

и при этом при любом последовательном выборе элементов 𝐵(1), . . . , 𝐵(𝑛) в соответствии
с правой частью множество, из которого выбирается очередной элемент данной последо-
вательности, будет непустым при любом наборе предыдущих членов.

Доказательство теоремы 2 приведено в разделе 6.
Формула (6) может служить основой для построения алгоритмов перечисления допусти-

мых ломаных. В случае, когда на все точки наложено дополнительное ограничение принад-
лежности некоторому множеству Q ⊂ R2 (например, координатному прямоугольнику или
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равномерной сетке на нём), в каждом члене прямого произведения в правой части необ-
ходимо добавить пересечение с Q. Это позволяет ставить и решать задачи оптимизации
вида

𝑓
(︀
𝐵(1), . . . , 𝐵(𝑛)

)︀
→ min;

(︀
𝐵(1), . . . , 𝐵(𝑛)

)︀
∈ S(𝑛)(𝐴,𝐵,𝜙) ∩Q𝑛 (7)

точно в дискретном случае (при конечном Q) и приближённо (после аппроксимации) в
непрерывном (см. [12], раздел 5).

3. Вспомогательные понятия и факты

3.1. Угол между векторами

Для ненулевых векторов 𝐴 = (𝑎1, 𝑎2), 𝐵 = (𝑏1, 𝑏2) ∈ R2 под ориентированным углом
∠(𝐴,𝐵) будем понимать угол от вектора 𝐴 к вектору 𝐵, отсчитываемый по часовой стрел-
ке. Значение угла лежит в интервале (−𝜋, 𝜋], причём для противоположно направленных
векторов полагаем ∠(𝐴,−𝑡𝐴) = 𝜋, где 𝑡 ̸= 0. Для нулевых векторов для большей общности
рассуждений полагаем ∠(𝐴,0) = ∠(0, 𝐴) = 0. Знак угла алгебраически легко определяется
знаком определителя (см., например, [14]). При этом

∠(𝐴,𝐵) ∈ {0, 𝜋} ⇐⇒ det

(︂
𝑎1 𝑎2
𝑏1 𝑏2

)︂
= 0, ∠(𝐴,𝐵) < 0 ⇐⇒ det

(︂
𝑎1 𝑎2
𝑏1 𝑏2

)︂
> 0. (8)

Абсолютное значение угла ∠(𝐴,𝐵) однозначно определяется из значения косинуса этого уг-
ла (в силу строгой монотонности функции 𝑦 = cos𝑥 на [0, 𝜋]). В результате в нетривиальном
случае ∠(𝐴,𝐵) /∈ {0, 𝜋} получаем формулу

∠(𝐴,𝐵) = sign

(︂
det

(︂
𝑎1 𝑎2
𝑏1 𝑏2

)︂)︂
arccos

(𝐴,𝐵)

|𝐴||𝐵|
,

из которой, например, следует, что для всех 𝑡1, 𝑡2 > 0 имеют место равенства

∠(𝐴,𝐵) = −∠ (𝑡1𝐵, 𝑡2𝐴) , ∠(𝐴,𝐵) = ∠ (𝑡1𝐴, 𝑡2𝐵) = ∠ (−𝑡1𝐴,−𝑡2𝐵) . (9)

При этом (9) остаётся справедливым и при ∠(𝐴,𝐵) = 0, а при ∠(𝐴,𝐵) = 𝜋 верно только
второе равенство.

3.2. Сложение углов по модулю 2𝜋

Для произвольного числа 𝛼 ∈ R через ⌊𝛼⌋2𝜋 обозначим его приведение к интервалу
(−𝜋, 𝜋], т.е. это такое единственное число, что ⌊𝛼⌋2𝜋 = 𝛼 + 2𝑘𝜋 ∈ (−𝜋, 𝜋] для некоторого
𝑘 ∈ Z. Например, ⌊2𝜋⌋2𝜋 = 0, ⌊3𝜋⌋2𝜋 = 𝜋, ⌊3𝜋2 ⌋2𝜋 = −𝜋

2 .
Для двух произвольных чисел 𝛼, 𝛽 ∈ R введём операцию ⊕:

𝛼⊕ 𝛽 = ⌊𝛼+ 𝛽⌋2𝜋. (10)

Нетрудно показать, что

∀𝛼, 𝛽 ∈ R ⌊𝛼+ 𝛽⌋2𝜋 = ⌊𝛼⌋2𝜋 ⊕ ⌊𝛽⌋2𝜋. (11)

Кроме того, эта операция коммутативна, ассоциативна и позволяет корректно складывать
ориентированные углы, учитывая переход через границу 𝜋. Из (11), в частности, получаем

∀𝛼 ∈ R ⌊𝛼⌋2𝜋 ⊕ 0 = ⌊𝛼+ 0⌋2𝜋 = ⌊𝛼⌋2𝜋.

Лемма 2. Для любых ненулевых векторов 𝐴,𝐵,𝐶(1), . . . , 𝐶(𝑟) справедливо равенство

∠(𝐴,𝐵) = ∠
(︀
𝐴,𝐶(1)

)︀
⊕ ∠

(︀
𝐶(1), 𝐶(2)

)︀
⊕ · · · ⊕ ∠

(︀
𝐶(𝑟−1), 𝐶(𝑟)

)︀
⊕ ∠

(︀
𝐶(𝑟), 𝐵

)︀
.
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Доказательство. Докажем индукцией по 𝑟. При 𝑟 = 1 рассмотрим единичную окруж-
ность с центром в точке 0. Каждому ненулевому вектору 𝐶 соответствует точка 1

|𝐶|𝐶 на

этой окружности. Полный поворот от направления 𝐴 ̸= 0 к направлению 𝐵 ̸= 0 по ча-

совой стрелке обозначим через
−−−−−→
∠(𝐴,𝐵). Геометрически значение угла

−−−−−→
∠(𝐴,𝐵) равняется

длине дуги окружности единичного радиуса при прохождении этой окружности от точки
1
|𝐴|𝐴 до точки 1

|𝐵|𝐵 по часовой стрелке. При этом
−−−−−→
∠(𝐴,𝐵) ∈ [0, 2𝜋) (∀𝑡 > 0

−−−−−−→
∠(𝐴, 𝑡𝐴) = 0,

−−−−−−−→
∠(𝐴,−𝑡𝐴) = 𝜋), ∠(𝐴,𝐵) =

⌊︀−−−−−→
∠(𝐴,𝐵)

⌋︀
2𝜋
. Тогда, если ∀𝑡 > 0 𝐴 ̸= 𝑡𝐵 (т.е. 1

|𝐴|𝐴 ̸= 1
|𝐵|𝐵), то,

используя (11), получаем

−−−−−→
∠(𝐴,𝐵) +

−−−−−→
∠(𝐵,𝐴) = 2𝜋,

∠(𝐴,𝐵) =
⌊︀−−−−−→
∠(𝐴,𝐵)

⌋︀
2𝜋

=
⌊︀
2𝜋 −

−−−−−→
∠(𝐵,𝐴)

⌋︀
2𝜋

= ⌊2𝜋⌋2𝜋 ⊕
⌊︀
−
−−−−−→
∠(𝐵,𝐴)

⌋︀
2𝜋

=
⌊︀
−
−−−−−→
∠(𝐵,𝐴)

⌋︀
2𝜋
. (12)

Будем говорить, что угол
−−−−−→
∠(𝐴,𝐵) проходит через вектор 𝐶 ̸= 0 (пишем: 𝐶 ∈

−−−−−→
∠(𝐴,𝐵)),

если
−−−−−→
∠(𝐴,𝐶) ⩽

−−−−−→
∠(𝐴,𝐵). В этом случае2 имеем

−−−−−→
∠(𝐴,𝐵) =

−−−−−→
∠(𝐴,𝐶) +

−−−−−→
∠(𝐶,𝐵) (13)

(в частности, может быть, что 1
|𝐴|𝐴 = 1

|𝐶|𝐶 или 1
|𝐵|𝐵 = 1

|𝐶|𝐶), откуда в силу (10)

∠(𝐴,𝐵) =
⌊︀−−−−−→
∠(𝐴,𝐵)

⌋︀
2𝜋

=
⌊︀−−−−−→
∠(𝐴,𝐶) +

−−−−−→
∠(𝐶,𝐵)

⌋︀
2𝜋

=

=
⌊︀−−−−−→
∠(𝐴,𝐶)

⌋︀
2𝜋

⊕
⌊︀−−−−−→
∠(𝐶,𝐵)

⌋︀
2𝜋

= ∠(𝐴,𝐶)⊕ ∠(𝐶,𝐵). (14)

Пусть теперь угол
−−−−−→
∠(𝐴,𝐵) не проходит через вектор 𝐶 (пишем 𝐶 /∈

−−−−−→
∠(𝐴,𝐵)). Тогда

−−−−−→
∠(𝐴,𝐶) >

−−−−−→
∠(𝐴,𝐵), т.е. аналогично (13)

−−−−−→
∠(𝐴,𝐶) =

−−−−−→
∠(𝐴,𝐵) +

−−−−−→
∠(𝐵,𝐶),

откуда −−−−−→
∠(𝐴,𝐵) =

−−−−−→
∠(𝐴,𝐶)−

−−−−−→
∠(𝐵,𝐶),

а следовательно, используя (11) и (12), получаем

∠(𝐴,𝐵) =
⌊︀−−−−−→
∠(𝐴,𝐵)

⌋︀
2𝜋

=
⌊︀−−−−−→
∠(𝐴,𝐶)−

−−−−−→
∠(𝐵,𝐶)

⌋︀
2𝜋

=
⌊︀−−−−−→
∠(𝐴,𝐶)

⌋︀
2𝜋

⊕
⌊︀
−
−−−−−→
∠(𝐵,𝐶)

⌋︀
2𝜋

=

=
⌊︀−−−−−→
∠(𝐴,𝐶)

⌋︀
2𝜋

⊕
⌊︀−−−−−→
∠(𝐶,𝐵)

⌋︀
2𝜋

= ∠(𝐴,𝐶)⊕ ∠(𝐶,𝐵),

т.е. снова выполняется (14). Таким образом, для случая 𝑟 = 1 утверждение леммы доказано:

∠(𝐴,𝐵) = ∠
(︀
𝐴,𝐶(1)

)︀
⊕ ∠

(︀
𝐶(1), 𝐵

)︀
.

Предположим, что утверждение верно для 𝑟−1, где 𝑟 ⩾ 2. Для угла ∠
(︀
𝐶(1), 𝐵

)︀
применим

индуктивное предположение, рассматривая 𝐶(1) как начальную точку, 𝐵 как конечную, а
𝐶(2), . . . , 𝐶(𝑟) как промежуточные:

∠
(︀
𝐶(1), 𝐵

)︀
= ∠

(︀
𝐶(1), 𝐶(2)

)︀
⊕ · · · ⊕ ∠

(︀
𝐶(𝑟−1), 𝐶(𝑟)

)︀
⊕ ∠

(︀
𝐶(𝑟), 𝐵

)︀
.

Подставляя это выражение в предыдущее равенство и используя ассоциативность опе-
рации ⊕, получаем требуемое соотношение. □

2Поскольку при движении по окружности единичного радиуса от точки 1
|𝐴|𝐴 до точки 1

|𝐵|𝐵 по часовой

стрелке проходим через точку 1
|𝐶|𝐶, длина дуги от 1

|𝐴|𝐴 до 1
|𝐵|𝐵 равна сумме длин дуг от 1

|𝐴|𝐴 до 1
|𝐶|𝐶 и

от 1
|𝐶|𝐶 до 1

|𝐵|𝐵.
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Замечание 4. В случае, когда сумма углов в правой части (11) лежит в интервале
(−𝜋, 𝜋], операция ⊕ совпадает с обычным сложением, и равенство принимает вид

∠(𝐴,𝐵) = ∠
(︀
𝐴,𝐶(1)

)︀
+ ∠

(︀
𝐶(1), 𝐶(2)

)︀
+ · · ·+ ∠

(︀
𝐶(𝑟−1), 𝐶(𝑟)

)︀
+ ∠

(︀
𝐶(𝑟), 𝐵

)︀
.

Утверждение 1. Пусть 𝐴, 𝐵, 𝐶 — попарно различные точки из R2, и пусть 𝛼 =
= ∠(𝐶 −𝐵,𝐵 −𝐴) ∈ (0, 𝜋). Тогда

𝛾 = ∠(𝐶 −𝐴,𝐵 −𝐴) ∈ (0, 𝛼), 𝛿 = ∠(𝐶 −𝐵,𝐶 −𝐴) ∈ (0, 𝛼).

Утверждение 1 непосредственно вытекает из геометрических соображений в треуголь-
нике △𝐴𝐵𝐶 (см., например, [15]). Угол 𝛼 является внешним углом при вершине 𝐵, а углы
𝛾, 𝛿 — внутренние углы при вершинах 𝐴, 𝐶 соответственно. По теореме о внешнем угле тре-
угольника внешний угол больше любого внутреннего, не смежного с ним (см. также в [12]
алгебраическое доказательство). Положительность угла 𝛾 (аналогично для 𝛿) доказывается
просто:

𝛼 > 0 ⇐⇒
⃒⃒⃒⃒
𝐶 −𝐵
𝐵 −𝐴

⃒⃒⃒⃒
< 0 ⇐⇒

⃒⃒⃒⃒
𝐶 −𝐵 +𝐵 −𝐴

𝐵 −𝐴

⃒⃒⃒⃒
< 0 ⇐⇒

⃒⃒⃒⃒
𝐶 −𝐴
𝐵 −𝐴

⃒⃒⃒⃒
< 0 ⇐⇒ 𝛾 > 0.

Утверждение 2. Пусть 𝐴, 𝐵, 𝐶 — попарно различные точки из R2, и пусть 𝛼 =
= ∠(𝐶 −𝐵,𝐵 −𝐴) ∈ (−𝜋, 0). Тогда

𝛾 = ∠(𝐶 −𝐴,𝐵 −𝐴) ∈ (𝛼, 0), 𝛿 = ∠(𝐶 −𝐵,𝐶 −𝐴) ∈ (𝛼, 0).

Утверждение 2 сводится к предыдущему, если применить утверждение 1 к точкам 𝐴, 𝐵,
𝐶, где 𝐶 — точка, расположенная симметрично точке 𝐶 относительно прямой, проходящей
через точки 𝐴,𝐵 (см. также в [12] алгебраическое доказательство).

3.3. Расположение точки относительно прямой на плоскости

Для произвольных точек 𝐴,𝐵 ∈ R2, где 𝐴 ̸= 𝐵, будем рассматривать ориентированную
прямую, проходящую через 𝐴,𝐵 и направленную от 𝐴 к 𝐵. Кратко такую прямую обозна-

чаем
−−→
𝐴,𝐵. Будем также рассматривать и неориентированную прямую 𝐴𝐵 =

{︀
𝐴+ 𝑡(𝐵−𝐴) |

𝑡 ∈ R
}︀
, т.е. множество всех точек, принадлежащих

−−→
𝐴,𝐵. Таким образом, 𝐴𝐵 =

{︀−−→
𝐴,𝐵

}︀
.

Относительно произвольной точки 𝐶 ∈ R2 возможны три случая:
1. 𝐶 ∈ 𝐴𝐵 ⇐⇒ ∃𝑡 ∈ R : 𝐶 = 𝐴+ 𝑡(𝐵 −𝐴) ⇐⇒

⇐⇒ ∠(𝐵 −𝐴,𝐶 −𝐴) = ∠
(︀
𝐵 −𝐴, 𝑡(𝐵 −𝐴)

)︀
∈ {0, 𝜋} ⇐⇒

⃒⃒⃒⃒
𝐵 −𝐴
𝐶 −𝐴

⃒⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒
𝐵 −𝐴
𝑡(𝐵 −𝐴)

⃒⃒⃒⃒
= 0;

2. ∠(𝐵 −𝐴,𝐶 −𝐴) ∈ (0, 𝜋) ⇐⇒
⃒⃒⃒⃒
𝐵 −𝐴
𝐶 −𝐴

⃒⃒⃒⃒
< 0;

3. ∠(𝐵 −𝐴,𝐶 −𝐴) ∈ (−𝜋, 0) ⇐⇒
⃒⃒⃒⃒
𝐵 −𝐴
𝐶 −𝐴

⃒⃒⃒⃒
> 0.

В случае 2 говорим, что точка 𝐶 лежит строго справа от прямой
−−→
𝐴,𝐵, а в случае 3 —

строго слева от неё.

Будем говорить, что 𝐶 находится не строго справа (слева) от прямой
−−→
𝐴,𝐵, если либо

∠(𝐵 −𝐴,𝐶 −𝐴) > 0 (соответственно ∠(𝐵 −𝐴,𝐶 −𝐴) < 0), либо 𝐶 ∈ 𝐴𝐵.

Утверждение 3. Пусть 𝐴,𝐵,𝐸,𝐷 ∈ R2, 𝐴 ̸= 𝐵, 𝐸 ̸= 𝐷, точки 𝐸 и 𝐷 лежат строго

справа от прямой
−−→
𝐴,𝐵 и выполнено условие

∠(𝐷 −𝐵,𝐸 −𝐴) < 0.

Тогда прямые
−−→
𝐴,𝐸 и

−−→
𝐵,𝐷 пересекаются в единственной точке 𝐶, лежащей строго справа

от прямой
−−→
𝐴,𝐵.
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Доказательство. Запишем параметрические уравнения прямых
−−→
𝐴,𝐸 и

−−→
𝐵,𝐷:

𝐴(𝑡) = 𝐴+ 𝑡(𝐸 −𝐴), 𝐵(𝑠) = 𝐵 + 𝑠(𝐷 −𝐵), 𝑡, 𝑠 ∈ R.

Условие их пересечения 𝐴(𝑡) = 𝐵(𝑠) приводит к системе линейных уравнений относи-
тельно 𝑡 и 𝑠. Её определитель

Δ =

⃒⃒⃒⃒
𝑒1 − 𝑎1 𝑏1 − 𝑑1
𝑒2 − 𝑎2 𝑏2 − 𝑑2

⃒⃒⃒⃒
.

Из условия ∠(𝐷 − 𝐵,𝐸 − 𝐴) < 0 и связи знака угла со знаком определителя (8) следует,
что det(𝐷 −𝐵,𝐸 −𝐴) > 0. Преобразуем определитель Δ:

Δ =

⃒⃒⃒⃒
𝑒1 − 𝑎1 𝑏1 − 𝑑1
𝑒2 − 𝑎2 𝑏2 − 𝑑2

⃒⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒
𝑑1 − 𝑏1 𝑒1 − 𝑎1
𝑑2 − 𝑏2 𝑒2 − 𝑎2

⃒⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒
𝑑1 − 𝑏1 𝑑2 − 𝑏2
𝑒1 − 𝑎1 𝑒2 − 𝑎2

⃒⃒⃒⃒
= det(𝐷 −𝐵,𝐸 −𝐴) > 0.

Следовательно, Δ ̸= 0 и система имеет единственное решение (𝑡0, 𝑠0).
По правилу Крамера 𝑡0 = Δ1/Δ, где

Δ1 =

⃒⃒⃒⃒
𝑏1 − 𝑎1 𝑏1 − 𝑑1
𝑏2 − 𝑎2 𝑏2 − 𝑑2

⃒⃒⃒⃒
= −

⃒⃒⃒⃒
𝑏1 − 𝑎1 𝑏2 − 𝑎2
𝑑1 − 𝑏1 𝑑2 − 𝑏2

⃒⃒⃒⃒
= −det(𝐵 −𝐴,𝐷 −𝐵).

Так как точка 𝐷 лежит строго справа от прямой
−−→
𝐴,𝐵, то ∠(𝐵 −𝐴,𝐷 −𝐴) ∈ (0, 𝜋), откуда

в силу (8) det(𝐵 −𝐴,𝐷 −𝐴) < 0. Заметим, что

det(𝐵 −𝐴,𝐷 −𝐵) = det
(︀
𝐵 −𝐴, (𝐷 −𝐴)− (𝐵 −𝐴)

)︀
= det(𝐵 −𝐴,𝐷 −𝐴) < 0,

следовательно, Δ1 = −det(𝐵 −𝐴,𝐷 −𝐵) > 0.
Таким образом, 𝑡0 = Δ1/Δ > 0, 𝐶 = 𝐴 + 𝑡0(𝐸 − 𝐴). Аналогично можно показать, что

𝑠0 > 0, 𝐶 = 𝐵 + 𝑠0(𝐷 − 𝐵). Расположение точки 𝐶 строго справа от прямой
−−→
𝐴,𝐵 следует

из того, что точка 𝐸 лежит строго справа от этой прямой, откуда

∠(𝐵 −𝐴,𝐶 −𝐴) = ∠
(︀
𝐵 −𝐴, 𝑡0(𝐸 −𝐴)

)︀
= ∠(𝐵 −𝐴,𝐸 −𝐴) ∈ (0, 𝜋). □

3.4. Угловой сектор и его свойства

Напомним определение углового сектора, введённое ранее (см. (2)):

C(𝐸,𝜙) = {𝐶 ∈ R2 | ∠(𝐶,𝐸) ∈ [−𝜙,𝜙]},

где 𝐸 ̸= 0, 𝜙 ∈ (0, 𝜋], и 0 ∈ C(𝐸,𝜙).
Следующая серия утверждений описывает свойство вложенности таких секторов при

последовательном построении ломаной.

Утверждение 4. Пусть 𝐴, 𝐵 — различные точки из R2, 𝜙 ∈ (0, 𝜋). Тогда

𝐵 +C(𝐵 −𝐴,𝜙) ⊆ 𝐴+C(𝐵 −𝐴,𝜙).

Доказательство. Пусть 𝐶 ∈ 𝐵 + C(𝐵 − 𝐴,𝜙), т.е. 𝛼 = ∠(𝐶 − 𝐵,𝐵 − 𝐴) ∈ [−𝜙,𝜙].
Рассмотрим три случая.

Случай 1: 𝛼 = 0. Тогда 𝐶−𝐵 = 𝑡(𝐵−𝐴) для некоторого 𝑡 ⩾ 0, откуда 𝐶−𝐴 = (𝑡+1)(𝐵−𝐴)
и ∠(𝐶 −𝐴,𝐵 −𝐴) = 0 ∈ [−𝜙,𝜙].

Случай 2: 𝛼 ∈ (0, 𝜙]. В этом случае точки 𝐴, 𝐵, 𝐶 не коллинеарны и образуют тре-
угольник. Согласно утверждению 1, имеем 0 < ∠(𝐶 − 𝐴,𝐵 − 𝐴) < 𝛼. Следовательно,
∠(𝐶 −𝐴,𝐵 −𝐴) ∈ (0, 𝜙).

Случай 3: 𝛼 ∈ [−𝜙, 0). Рассматривается аналогично с использованием утверждения 2,
которое даёт 𝛼 < ∠(𝐶 −𝐴,𝐵 −𝐴) < 0, откуда ∠(𝐶 −𝐴,𝐵 −𝐴) ∈ (−𝜙, 0).

Таким образом, во всех случаях ∠(𝐶 − 𝐴,𝐵 − 𝐴) ∈ [−𝜙,𝜙], что и означает 𝐶 ∈ 𝐴 +
+C(𝐵 −𝐴,𝜙). □
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Утверждение 5. Пусть 𝐴, 𝐵 — различные точки из R2, 𝜙1, 𝜙2 > 0, 𝜙1 + 𝜙2 ∈ (0, 𝜋),
𝐶 ∈ 𝐵 +C(𝐵 −𝐴,𝜙1), 𝐶 ̸= 𝐵, 𝐷 ∈ 𝐶 +C(𝐶 −𝐵,𝜙2). Тогда

𝐷 ∈ 𝐵 +C
(︀
𝐵 −𝐴,𝜙1 + 𝜙2

)︀
⊆ 𝐴+C

(︀
𝐵 −𝐴,𝜙1 + 𝜙2

)︀
.

Доказательство. Из условий утверждения получаем ∠(𝐶−𝐵,𝐵−𝐴) ∈ [−𝜙1, 𝜙1], а в си-
лу утверждения 4𝐷 ∈ 𝐶+C(𝐶−𝐵,𝜙2) ⊆ 𝐵+C(𝐶−𝐵,𝜙2), откуда ∠(𝐷−𝐵,𝐶−𝐵) ∈ [−𝜙2, 𝜙2].
Применяя лемму 2 об аддитивности углов3, имеем

∠(𝐷 −𝐵,𝐵 −𝐴) = ∠(𝐷 −𝐵,𝐶 −𝐵)⊕ ∠(𝐶 −𝐵,𝐵 −𝐴).

Поскольку 𝜙1+𝜙2 < 𝜋, сумма этих углов лежит в (−𝜋, 𝜋], и операция⊕ совпадает с обычным
сложением (см. замечание 4). Следовательно, |∠(𝐷 − 𝐵,𝐵 − 𝐴)| ⩽ 𝜙1 + 𝜙2, что и означает
𝐷 ∈ 𝐵 +C(𝐵 −𝐴,𝜙1 + 𝜙2). Второе включение следует из утверждения 4. □

Утверждение 6. Пусть 𝐴, 𝐵 — различные точки из R2, 𝜙1, 𝜙2, 𝜙3 > 0, 𝜙1+𝜙2+𝜙3 ∈
∈ (0, 𝜋), 𝐶 ∈ 𝐵+C(𝐵−𝐴,𝜙1), 𝐶 ̸= 𝐵, 𝐷 ∈ 𝐶+C(𝐶−𝐵,𝜙2), 𝐷 ̸= 𝐶, 𝐸 ∈ 𝐷+C(𝐷−𝐶,𝜙3).
Тогда

𝐸 ∈ 𝐵 +C
(︀
𝐵 −𝐴,𝜙1 + 𝜙2 + 𝜙3

)︀
⊆ 𝐴+C

(︀
𝐵 −𝐴,𝜙1 + 𝜙2 + 𝜙3

)︀
.

Доказательство. Применяя утверждение 5 к точкам 𝐵, 𝐶, 𝐷, 𝐸 с углами 𝜙2, 𝜙3,
получаем 𝐸 ∈ 𝐶 +C(𝐶 − 𝐵,𝜙2 + 𝜙3). Затем применяем утверждение 5 к точкам 𝐴, 𝐵, 𝐶,
𝐸 с углами 𝜙1, 𝜙2 + 𝜙3, получаем требуемое. □

Утверждение 7. Пусть 𝑚 ⩾ 1, 𝐴 = 𝐵(0), 𝐵(1), . . . , 𝐵(𝑚+1) ∈ R2, 𝐵(𝑖) ̸= 𝐵(𝑖−1) для
𝑖 = 1, . . . ,𝑚+ 1, и для некоторых 𝜙𝑖 > 0 выполняются следующие условия:

𝐵(𝑖+1) ∈ 𝐵(𝑖) +C
(︀
𝐵(𝑖) −𝐵(𝑖−1), 𝜙𝑖

)︀
, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚.

Тогда справедливы следующие предложения.

1. Если

𝑚∑︁
𝑖=1

𝜙𝑖 < 𝜋, то справедливо включение

𝐵(𝑚+1) ∈ 𝐵(1) +C
(︁
𝐵(1) −𝐴,

𝑚∑︁
𝑖=1

𝜙𝑖

)︁
⊆ 𝐴+C

(︁
𝐵(1) −𝐴,

𝑚∑︁
𝑖=1

𝜙𝑖

)︁
.

2. В случае 0 ⩽ 𝑗 < 𝑖 ⩽ 𝑚, 𝜙𝑗+1 + · · ·+ 𝜙𝑖 < 𝜋 справедливо

𝐵(𝑖+1) ∈ 𝐵(𝑗+1) +C
(︀
𝐵(𝑗+1) −𝐵(𝑗), 𝜙𝑗+1 + · · ·+ 𝜙𝑖

)︀
⊆

⊆ 𝐵(𝑗) +C
(︀
𝐵(𝑗+1) −𝐵(𝑗), 𝜙𝑗+1 + · · ·+ 𝜙𝑖

)︀
.

Доказательство. Предложение 1 доказывается индукцией по 𝑚. База 𝑚 = 1 очевидна
(см. утверждение 4). Индукционный переход: применим предположение индукции к точкам
𝐵(1), . . . , 𝐵(𝑚+1), получая

𝐵(𝑚+1) ∈ 𝐵(2) +C
(︁
𝐵(2) −𝐵(1),

𝑚∑︁
𝑖=2

𝜙𝑖

)︁
.

Кроме того, по условиям 𝐵(2) ∈ 𝐵(1)+C(𝐵(1)−𝐴,𝜙1). Затем применяем утверждение 5
к точкам 𝐴, 𝐵(1), 𝐵(2), 𝐵(𝑚+1) с углами 𝜙1 и

∑︀𝑚
𝑖=2 𝜙𝑖, что даёт требуемое включение для

𝐵(𝑚+1). Предложение 2 является следствием предложения 1. □
Следствием утверждения 7 является следующее утверждение.

3𝐷 ̸= 𝐵, так как 𝐷 ∈ 𝐶 +C(𝐶 −𝐵,𝜙2), ∠(𝐵 − 𝐶,𝐶 −𝐵) = 𝜋 > 𝜙2, т.е. 𝐵 − 𝐶 /∈ C(𝐶 −𝐵,𝜙2).
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Утверждение 8. Пусть мы находимся в условиях утверждения 7. Тогда, если
𝑚∑︀
𝑖=1

𝜙𝑖 <

< 𝜋, то 𝐵(𝑚+1) ̸= 𝐵(0). Кроме того, для любых 0 ⩽ 𝑗 < 𝑖 ⩽ 𝑚 с 𝜙𝑗+1 + · · · + 𝜙𝑖 ∈ (0, 𝜋)
имеем 𝑖+ 1 ⩾ 𝑗 + 2 ⩾ 2 и 𝐵(𝑖+1) ̸= 𝐵(𝑗).

Доказательство. Докажем, что 𝐵(𝑚+1) ̸= 𝐵(0) (доказательство того, что 𝐵(𝑖+1) ̸= 𝐵(𝑗),
проводится аналогично). Предположим, что 𝐵(𝑚+1) = 𝐵(0). Тогда в силу утверждения 7
выполняется

𝐵(𝑚+1) = 𝐵(0) ∈ 𝐵(1) +C
(︀
𝐵(1) −𝐵(0), 𝜙1 + · · ·+ 𝜙𝑚

)︀
,

откуда

𝐵(0) −𝐵(1) ∈ C
(︀
𝐵(1) −𝐵(0), 𝜙1 + · · ·+ 𝜙𝑚

)︀
,

а это противоречит тому, что

∠
(︀
𝐵(0) −𝐵(1), 𝐵(1) −𝐵(0)

)︀
= 𝜋 > 𝜙1 + · · ·+ 𝜙𝑚. □

Замечание 5. Утверждение 8 можно усилить, заменив условие 𝐵(𝑚+1) ̸= 𝐵(0) на более
слабое:

𝐵(𝑚+1) ̸= 𝐵(1) + 𝑡
(︀
𝐵(0) −𝐵(1)

)︀
, ∀ 𝑡 > 0.

Соответственно, при 0 ⩽ 𝑗 < 𝑖 ⩽ 𝑚, 𝜙𝑗+1 + · · · + 𝜙𝑖 ∈ (0, 𝜋) условие 𝐵(𝑖+1) ̸= 𝐵(𝑗), где
𝑖+ 1 ⩾ 𝑗 + 2 ⩾ 2, можно заменить на

𝐵(𝑖+1) ̸= 𝐵(𝑗+1) + 𝑡
(︀
𝐵(𝑗) −𝐵(𝑗+1)

)︀
, ∀𝑡 > 0.

3.5. Кусочно-прямолинейные ломаные и некоторые их свойства

Вернёмся к рассмотрению ломаной L вида (3), (4), соединяющей точки 𝐴 = 𝐵(0) и
𝐵 = 𝐵(𝑛+1):

L =
𝑛⋃︁

𝑖=0

[︀
𝐵(𝑖), 𝐵(𝑖+1)

]︀
,

для которой углы поворота в вершинах 𝐵(𝑖) (𝑖 = 1, . . . , 𝑛) ограничены по модулю заданным
числом 𝜙 ∈ (0, 𝜋):

𝛼𝑖 = ∠
(︀
𝐵(𝑖+1) −𝐵(𝑖), 𝐵(𝑖) −𝐵(𝑖−1))︀ ∈ [−𝜙,𝜙], 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

Пусть при этом 𝛼𝑖 ̸= 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, откуда, в частности, следует, что 𝐵(𝑖) ̸= 𝐵(𝑖−1),
𝑖 = 1, . . . , 𝑛+ 1.

В [12] на основе утверждений 1 и 2 доказывается следующее утверждение.

Утверждение 9. Пусть 1 ⩽ 𝑟 ⩽ 𝑛, 𝛼𝑖 ∈ [−𝜙,𝜙], 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑟, 𝜙 > 0, 𝑟𝜙 < 𝜋.

Пусть точка 𝐵(𝑟−1) находится нестрого слева от прямой
−−−−→
𝐴,𝐵(𝑟), а точка 𝐵(𝑟+1) нахо-

дится строго слева от прямой
−−−−→
𝐴,𝐵(𝑟) (т.е. ∠

(︀
𝐵(𝑟) −𝐴, 𝐵(𝑟+1) −𝐵(𝑟)

)︀
∈ (−𝜋, 0)). Тогда

0 < ∠
(︀
𝐵(𝑟+1) −𝐵(𝑟), 𝐵(𝑟) −𝐴

)︀
⩽ 𝛼𝑟 = ∠

(︀
𝐵(𝑟+1) −𝐵(𝑟), 𝐵(𝑟) −𝐵(𝑟−1))︀ ⩽ 𝜙,

𝛾𝑖 = ∠
(︀
𝐵(𝑖+1) −𝐴, 𝐵(1) −𝐴

)︀
∈ [−𝑖𝜙, 𝑖𝜙], 𝑖 = 1, . . . , 𝑟. (15)

Используя утверждение 9, теперь можно показать, что справедливо следующее утверж-
дение.
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Утверждение 10. Пусть 𝑛 ⩾ 2, 𝐴 ̸= 𝐵, все точки 𝐵(1), . . . , 𝐵(𝑛) находятся строго

справа от прямой
−−→
𝐴,𝐵, т.е.

∠
(︀
𝐵 −𝐴, 𝐵(𝑖) −𝐴

)︀
> 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 (16)

и выполняется

𝑛𝜙 < 𝜋. (17)

Тогда справедливы следующие предложения.

1. Все точки 𝐴,𝐵,𝐵(1), . . . , 𝐵(𝑛) попарно различны.
2. 𝐵(1), 𝐵(2), . . . , 𝐵(𝑛) ∈ Š(𝐴,𝐵, 𝑛𝜙) ⊂ S(𝐴,𝐵, 𝑛𝜙).

Доказательство. Следуя [12], найдём первую точку внешнего поворота (рисунок)
𝐵(𝑟1), 1 ⩽ 𝑟1 ⩽ 𝑛, такую, что все 𝐵(𝑗), 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑛 + 1, находятся нестрого слева от

прямой
−−−−−→
𝐴,𝐵(𝑟1), при этом все 𝐵(𝑗), 𝑗 = 𝑟1 + 1, . . . , 𝑛 + 1, находятся строго слева от неё

(иначе продолжаем последовательность). По условиям не может быть 𝑟1 = 𝑛+1, поскольку,

например, точка 𝐵(1) находится строго справа от
−−→
𝐴,𝐵 =

−−−−−−→
𝐴,𝐵(𝑛+1).

Геометрическая конфигурация точек внешнего поворота 𝐵(𝑟1), 𝐵(𝑟2), 𝐵(𝑟3),
𝐵(𝑟4) и связанные с ними прямые

Figure. Geometric configuration of external turn points 𝐵(𝑟1), 𝐵(𝑟2), 𝐵(𝑟3), 𝐵(𝑟4)

and the corresponding lines

Воспользуемся следующими условиями выбора точки 𝐵(𝑟1), где по определению пола-
гаем 𝛾0 = ∠

(︀
𝐵(1) −𝐴, 𝐵(1) −𝐴

)︀
= 0.

(У1): (а) сначала находим

min
{︀
𝛾𝑗−1 = ∠

(︀
𝐵(𝑗) −𝐴, 𝐵(1) −𝐴

)︀
| 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛+ 1}

}︀
= 𝜔1

(𝜔1 ⩽ 0, поскольку 𝛾0 = ∠
(︀
𝐵(1) −𝐴, 𝐵(1) −𝐴

)︀
= 0);

(б) затем находим

𝑟1 = max
{︀
𝑗 | 𝛾𝑗−1 = ∠

(︀
𝐵(𝑗) −𝐴,𝐵(1) −𝐴

)︀
= 𝜔1, 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛+ 1}

}︀
.

По условиям 𝛾𝑛 = ∠
(︀
𝐵(𝑛+1)−𝐴, 𝐵(1)−𝐴

)︀
= ∠

(︀
𝐵−𝐴, 𝐵(1)−𝐴

)︀
> 0, поэтому 1 ⩽ 𝑟1 ⩽ 𝑛.

При этом в силу (17) мы находимся в условиях утверждения 9 при 𝑟 = 𝑛. Но тогда, исполь-
зуя (15) при 𝑟 = 𝑛, а также то, что 𝛾0 = 0, имеем 𝜔1 ∈ (−𝜋, 0].

Покажем, что при 𝑟 = 𝑟1 также выполняются все условия утверждения 9. Действи-
тельно, в силу (17) выполняется неравенство 𝑟𝜙 = 𝑟1𝜙 ⩽ 𝑛𝜙 < 𝜋. Кроме того, точка

Математика 361



Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер.: Математика. Механика. Информатика. 2026. Т. 26, вып. 3

𝐵(𝑟−1) = 𝐵(𝑟1−1) находится нестрого слева от прямой
−−−−−→
𝐴,𝐵(𝑟1) =

−−−−→
𝐴,𝐵(𝑟), а точка 𝐵(𝑟+1) =

= 𝐵(𝑟1+1) находится строго слева от прямой
−−−−−→
𝐴,𝐵(𝑟1) =

−−−−→
𝐴,𝐵(𝑟), т.е. все условия утвержде-

ния 9 выполнены, в силу которого справедливо

0 < ∠
(︀
𝐵(𝑟1+1) −𝐵(𝑟1), 𝐵(𝑟1) −𝐴

)︀
⩽ 𝛼𝑟1 = ∠

(︀
𝐵(𝑟1+1) −𝐵(𝑟1), 𝐵(𝑟1) −𝐵(𝑟1−1))︀ ⩽ 𝜙. (18)

После нахождения первой точки внешнего поворота 𝐵(𝑟1), где 1 ⩽ 𝑟1 ⩽ 𝑛, находим
вторую точку внешнего поворота 𝐵(𝑟2), где 𝑟1 + 1 ⩽ 𝑟2 ⩽ 𝑛 + 1, такую, что все 𝐵(𝑗),

𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑛 + 1, находятся нестрого слева от прямой
−−−−−−−→
𝐵(𝑟1), 𝐵(𝑟2), при этом все 𝐵(𝑗),

𝑗 = 𝑟2 + 1, . . . , 𝑛 + 1, расположены строго слева от неё (иначе продолжаем последователь-
ность; если 𝑟2 = 𝑛+ 1, то точки из второй группы отсутствуют).

Воспользуемся следующими условиями выбора точки 𝐵(𝑟2).
(У2): (а) находим

min
{︀
∠
(︀
𝐵(𝑗) −𝐵(𝑟1), 𝐵(𝑟1+1) −𝐵(𝑟1)

)︀
| 𝑗 ∈ {0, 1, . . . , 𝑛+ 1} ∖ {𝑟1}

}︀
= 𝜔2

(𝜔2 ⩽ 0, поскольку ∠
(︀
𝐵(𝑟1+1) −𝐵(𝑟1), 𝐵(𝑟1+1) −𝐵(𝑟1)

)︀
= 0);

(б) затем находим

𝑟2 = max
{︀
𝑗 | ∠

(︀
𝐵(𝑗) −𝐵(𝑟1), 𝐵(𝑟1+1) −𝐵(𝑟1)

)︀
= 𝜔2, 𝑗 ∈ {0, . . . , 𝑛+ 1} ∖ {𝑟1}

}︀
.

Заметим, что при выборе точки 𝐵(𝑟2) в соответствии с условием (У2) достаточно учи-
тывать только точки 𝐵(𝑗), 𝑗 ∈ {0, 1, . . . , 𝑛+1}∖{𝑟1}, находящиеся нестрого справа от прямой−−−−−−−−−→
𝐵(𝑟1), 𝐵(𝑟1+1)4.

Используя утверждение 8, можно показать [12], что в силу выполнения условия 𝑟1𝜙 ⩽
⩽ 𝑛𝜙 < 𝜋 не существует точек 𝐵(𝑗), 𝑗 ∈ {0, 1, . . . , 𝑟1 − 1}, находящихся нестрого справа от

прямой
−−−−−−−−−→
𝐵(𝑟1), 𝐵(𝑟1+1). Таким образом, все точки 𝐵(𝑗), 𝑗 ∈ {0, 1, . . . , 𝑟1−1}, могут находиться

только строго слева от прямой
−−−−−−−−−→
𝐵(𝑟1), 𝐵(𝑟1+1), и при этом, как уже было показано ранее, для

этих точек справедливо ∠
(︀
𝐵(𝑗) − 𝐵(𝑟1), 𝐵(𝑟1+1) − 𝐵(𝑟1)

)︀
> 0 ⩾ 𝜔2, а следовательно, в (У2)

можно всюду условие 𝑗 ∈ {0, 1, . . . , 𝑛 + 1} ∖ {𝑟1} заменить на 𝑗 ∈ {𝑟1 + 1, . . . , 𝑛 + 1}. При
таком изменении справедливо 𝑟2 ⩾ 𝑟1 + 1.

Кроме того, используя (18), аддитивные свойства углов (см. лемму 2 и замечание 4), а

также тот факт, что точка 𝐵(𝑟2) находится с одной стороны строго слева от прямой
−−−−−→
𝐴,𝐵(𝑟1),

а с другой — нестрого справа от прямой
−−−−−−−−−→
𝐵(𝑟1), 𝐵(𝑟1+1) (см. рисунок), нетрудно показать [12],

что

0 < ∠
(︀
𝐵(𝑟2) −𝐵(𝑟1), 𝐵(𝑟1) −𝐴

)︀
⩽ 𝛼𝑟1 ⩽ 𝜙. (19)

Строгое неравенство слева следует из того, что точка 𝐵(𝑟2) находится строго слева от пря-

мой
−−−−−→
𝐴,𝐵(𝑟1), откуда ∠

(︀
𝐵(𝑟1) −𝐴, 𝐵(𝑟2) −𝐵(𝑟1)

)︀
∈ (−𝜋, 0), а следовательно,

∠
(︀
𝐵(𝑟2) −𝐵(𝑟1), 𝐵(𝑟1) −𝐴

)︀
∈ (0, 𝜋).

В случае 𝑟2 = 𝑛+1 заключаем, что получены всего две точки внешнего поворота: 𝐵(𝑟1),
𝐵(𝑟2) = 𝐵, и на этом процесс их нахождения завершается. В противном случае (при 𝑟2 ⩽ 𝑛)
снова можно воспользоваться утверждением 9. При этом при использовании утверждения 9,
чтобы не возникло путаницы в обозначениях, добавляем над соответствующими буквами

4Для точек 𝐵(𝑗), находящихся строго слева от прямой
−−−−−−−−−−→
𝐵(𝑟1), 𝐵(𝑟1+1), справедливо

∠
(︀
𝐵(𝑟1+1) − 𝐵(𝑟1), 𝐵(𝑗) − 𝐵(𝑟1)

)︀
∈ (−𝜋, 0), откуда ∠

(︀
𝐵(𝑗) − 𝐵(𝑟1), 𝐵(𝑟1+1) − 𝐵(𝑟1)

)︀
∈ (0, 𝜋), т.е.

∠
(︀
𝐵(𝑗) −𝐵(𝑟1), 𝐵(𝑟1+1) −𝐵(𝑟1)

)︀
> 0 ⩾ 𝜔2.
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черту. Тогда роль точки 𝐴 = 𝐵̄(0) будет выполнять точка 𝐵(𝑟1) с соответствующим сдви-
гом членов последовательности, т.е. роль 𝐵̄(1) будет выполнять 𝐵(𝑟1+1) и т.д. и, соответ-
ственно, 𝐵̄(𝑟) = 𝐵(𝑟2), где 𝑟 = 𝑟2 − 𝑟1, и в силу 1 ⩽ 𝑟1, 𝑟1 + 1 ⩽ 𝑟2 ⩽ 𝑛, выполняется
𝑟𝜙 = (𝑟2 − 𝑟1)𝜙 ⩽ (𝑛 − 1)𝜙 < 𝜋. Кроме того, поскольку точка 𝐵̄(𝑟−1) = 𝐵(𝑟2−1) находится

нестрого слева от прямой
−−−−→
𝐴, 𝐵̄(𝑟) =

−−−−−−−→
𝐵(𝑟1), 𝐵(𝑟2), а точка 𝐵(𝑟2+1) находится строго слева от

этой прямой, то все условия утверждения 9 выполнены, в силу которого аналогично (18)
справедливо

0 < ∠
(︀
𝐵(𝑟2+1) −𝐵(𝑟2), 𝐵(𝑟2) −𝐵(𝑟1)

)︀
⩽ 𝛼𝑟2 = ∠

(︀
𝐵(𝑟2+1) −𝐵(𝑟2), 𝐵(𝑟2) −𝐵(𝑟2−1))︀ ⩽ 𝜙. (20)

Если 𝑟2 < 𝑛+ 1, то аналогичным образом ищем третью точку внешнего поворота 𝐵(𝑟3),
где 𝑟2 + 1 ⩽ 𝑟3 ⩽ 𝑛+ 1, такую, что все 𝐵(𝑗), 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑛+ 1, находятся нестрого слева от

прямой
−−−−−−−→
𝐵(𝑟2), 𝐵(𝑟3), при этом в случае 𝑟3 ⩽ 𝑛 все 𝐵(𝑗), 𝑗 = 𝑟3+1, . . . , 𝑛+1, находятся строго

слева от неё (иначе продолжаем последовательность).
В случае 𝑟3 = 𝑛+1 заключаем, что получены всего три точки внешнего поворота: 𝐵(𝑟1),

𝐵(𝑟2), 𝐵(𝑟3) = 𝐵, и на этом процесс их нахождения завершается.
В противном случае (при 𝑟3 ⩽ 𝑛) снова можно воспользоваться утверждением 9. При

этом при использовании утверждения 9, чтобы не возникло путаницы в обозначениях, до-
бавляем над соответствующими буквами черту. Теперь роль точки 𝐴 = 𝐵̄(0) будет вы-
полнять точка 𝐵(𝑟2) с соответствующим сдвигом членов последовательности, т.е. роль 𝐵̄(1)

будет выполнять 𝐵(𝑟2+1) и т.д. и, соответственно, 𝐵̄(𝑟) = 𝐵(𝑟3), где 𝑟 = 𝑟3 − 𝑟2, и в силу
2 ⩽ 𝑟2, 𝑟2 + 1 ⩽ 𝑟3 ⩽ 𝑛, выполняется 𝑟𝜙 = (𝑟3 − 𝑟2)𝜙 ⩽ (𝑛− 2)𝜙 < 𝜋. Кроме того, поскольку

точка 𝐵̄(𝑟−1) = 𝐵(𝑟3−1) находится нестрого слева от прямой
−−−−→
𝐴, 𝐵̄(𝑟) =

−−−−−−−→
𝐵(𝑟2), 𝐵(𝑟3), а точка

𝐵(𝑟3+1) находится строго слева от этой прямой, то все условия утверждения 9 выполнены,
в силу которого аналогично (18), (20) справедливо

0 < ∠
(︀
𝐵(𝑟3+1) −𝐵(𝑟3), 𝐵(𝑟3) −𝐵(𝑟2)

)︀
⩽ 𝛼𝑟3 = ∠

(︀
𝐵(𝑟3+1) −𝐵(𝑟3), 𝐵(𝑟3) −𝐵(𝑟3−1))︀ ⩽ 𝜙.

Кроме того, используя (20), аддитивные свойства углов (см. лемму 2 и замечание 4),
а также тот факт, что точка 𝐵(𝑟3) находится с одной стороны строго слева от прямой−−−−−−−→
𝐵(𝑟1), 𝐵(𝑟2), а с другой — нестрого справа от прямой

−−−−−−−−−→
𝐵(𝑟2), 𝐵(𝑟2+1) (см. рисунок), нетрудно

показать [12], что
0 < ∠

(︀
𝐵(𝑟3) −𝐵(𝑟2), 𝐵(𝑟2) −𝐵(𝑟1)

)︀
⩽ 𝛼𝑟2 ⩽ 𝜙. (21)

Строгое неравенство слева следует из того, что в силу 𝑟3 ⩾ 𝑟2 + 1 точка 𝐵(𝑟3) находится

строго слева от прямой
−−−−−−−→
𝐵(𝑟1), 𝐵(𝑟2) (см. определение второй точки внешнего поворота 𝐵(𝑟2)).

Действуем таким образом, пока не достигнем при очередном 𝑘 ⩾ 1 равенства 𝑟𝑘+1 = 𝑛+1.
В результате получена последовательность точек

𝐴 = 𝐵(0), 𝐵(𝑟1), 𝐵(𝑟2), . . . , 𝐵(𝑟𝑘+1) = 𝐵(𝑛+1)

такая, что аналогично (19), (21) выполняется (полагаем 𝑟0 = 0):

0 < 𝛼̄𝑖 = ∠
(︀
𝐵(𝑟𝑖+1) −𝐵(𝑟𝑖), 𝐵(𝑟𝑖) −𝐵(𝑟𝑖−1)

)︀
⩽ 𝜙, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘, 𝑘 ⩽ 𝑛,

все точки 𝐴 = 𝐵(0), 𝐵(1), 𝐵(2), . . . , 𝐵(𝑛+1) лежат нестрого слева от прямых
−−−−−−−−−→
𝐵(𝑟𝑖−1), 𝐵(𝑟𝑖),

𝑖 = 1, . . . , 𝑘 + 1.
Тогда в силу леммы 2, а также условия 𝑘𝜙 ⩽ 𝑛𝜙 < 𝜋 справедливо

∠
(︀
𝐵 −𝐵(𝑟𝑘), 𝐵(𝑟1) −𝐴

)︀
= 𝛼̄1 ⊕ · · · ⊕ 𝛼̄𝑘 = 𝛼̄1 + · · ·+ 𝛼̄𝑘 ∈ (0, 𝑛𝜙] ⊂ (0, 𝜋),

и при этом
∠
(︀
𝐵 −𝐵(𝑟𝑘), 𝐵(𝑟1) −𝐴

)︀
⊕ ∠

(︀
𝐵(𝑟1) −𝐴, 𝐵(𝑟𝑘) −𝐵

)︀
= 𝜋.

Математика 363



Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер.: Математика. Механика. Информатика. 2026. Т. 26, вып. 3

Тогда, как нетрудно видеть [12], выполняется

∠
(︀
𝐵(𝑟1) −𝐴, 𝐵(𝑟𝑘) −𝐵

)︀
= 𝜋 − ∠

(︀
𝐵 −𝐵(𝑟𝑘), 𝐵(𝑟1) −𝐴

)︀
∈ [𝜋 − 𝑛𝜙, 𝜋) (22)

и, соответственно,

∠
(︀
𝐵(𝑟𝑘) −𝐵, 𝐵(𝑟1) −𝐴

)︀
= −∠

(︀
𝐵(𝑟1) −𝐴, 𝐵(𝑟𝑘) −𝐵

)︀
∈ (−𝜋, 𝑛𝜙− 𝜋] ⊂ (−𝜋, 0).

При этом точки 𝐵(𝑟1), 𝐵(𝑟𝑘) лежат строго справа от прямой
−−→
𝐴,𝐵, а следовательно, мы нахо-

димся в условиях утверждения 3, в силу которого прямые
−−−−−→
𝐴,𝐵(𝑟1) и

−−−−−→
𝐵,𝐵(𝑟𝑘) пересекаются

в некоторой единственной точке 𝐶 ∈ R2, лежащей строго справа от прямой
−−→
𝐴,𝐵. Далее,

поскольку все точки 𝐴 = 𝐵(0), 𝐵(1), 𝐵(2), . . . , 𝐵(𝑛+1) лежат не строго справа от прямой
−−→
𝐴,𝐵,

не строго справа от прямой
−−−−−→
𝐵,𝐵(𝑟𝑘) =

−−→
𝐵,𝐶 и не строго слева от прямой

−−−−−→
𝐴,𝐵(𝑟1) =

−−→
𝐴,𝐶

(или не строго справа от
−−→
𝐶,𝐴), то все эти точки принадлежат треугольнику △𝐴𝐵𝐶 с углом

(см. (22))

∠(𝐴−𝐶, 𝐵 −𝐶) = ∠
(︀
𝐴−𝐵(𝑟1), 𝐵 −𝐵(𝑟𝑘)

)︀
= ∠

(︀
𝐵(𝑟1) −𝐴, 𝐵(𝑟𝑘) −𝐵

)︀
∈ [𝜋− 𝑛𝜙, 𝜋) ⊂ (0, 𝜋)

и при этом

∠(𝐴− 𝐶, 𝐵 − 𝐶)⊕ ∠(𝐵 − 𝐶, 𝐶 −𝐴) = ∠(𝐴− 𝐶, 𝐶 −𝐴) = 𝜋,

откуда получаем [12], что

∠(𝐵 − 𝐶, 𝐶 −𝐴) = 𝜋 − ∠(𝐴− 𝐶, 𝐵 − 𝐶) ∈ (0, 𝑛𝜙],

т.е.

𝐶 ∈ Š(𝐴,𝐵, 𝑛𝜙).

Но тогда в силу выпуклости Š(𝐴,𝐵, 𝑛𝜙) и все точки △𝐴𝐵𝐶 = Co{𝐴,𝐵,𝐶} (см. замеча-
ние 6) (за исключением 𝐴,𝐵) принадлежат Š(𝐴,𝐵, 𝑛𝜙), откуда

𝐵(1), 𝐵(2), . . . , 𝐵(𝑛) ∈ Š(𝐴,𝐵, 𝑛𝜙) ⊂ S(𝐴,𝐵, 𝑛𝜙). □

Замечание 6. Учитывая, что △𝐴𝐵𝐶 — многогранник с угловыми точками 𝐴, 𝐵, 𝐶,
здесь мы воспользовались равенством (см., например, [15])

△𝐴𝐵𝐶 = Co{𝐴,𝐵,𝐶} =

{︂
𝐷 ∈ R2

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒⃒
𝐵 −𝐴
𝐷 −𝐴

⃒⃒⃒⃒
⩽ 0,

⃒⃒⃒⃒
𝐶 −𝐵
𝐷 −𝐵

⃒⃒⃒⃒
⩽ 0,

⃒⃒⃒⃒
𝐴− 𝐶
𝐷 − 𝐶

⃒⃒⃒⃒
⩽ 0

}︂
.

4. Доказательство теоремы 1

Рассмотрим два случая.
Случай 𝑛 = 1. Условие (4) даёт ∠

(︀
𝐵 − 𝐵(1), 𝐵(1) − 𝐴

)︀
∈ [−𝜙,𝜙], что по определению

означает 𝐵(1) ∈ clS(𝐴,𝐵, 𝜙) ∖ {𝐴,𝐵}. Утверждение доказано.
Случай 𝑛 ⩾ 2. Возможны случаи:

(а) L ∩𝐴𝐵 = ∅,
(б) L ∩𝐴𝐵 ̸= ∅, где 𝐴𝐵 =

{︀
𝐴+ 𝑡(𝐵 −𝐴) | 𝑡 ∈ R

}︀
.

Рассмотрим случай (а). Тогда, используя свойство 1 (S(𝐴,𝐵, 𝜙) = S(𝐵,𝐴,𝜙)), можно
без потери общности предполагать, что все внутренние точки поворота 𝐵(1), 𝐵(2), . . . , 𝐵(𝑛)

ломаной L лежат строго справа от прямой
−−→
𝐴,𝐵, и тогда в силу утверждения 10 выполняется

𝐵(1), 𝐵(2), . . . , 𝐵(𝑛) ∈ Š(𝐴,𝐵, 𝑛𝜙) ⊂ S(𝐴,𝐵, 𝑛𝜙).
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Действительно, в случае, когда все точки 𝐵(1), 𝐵(2), . . . , 𝐵(𝑛), удовлетворяющие (3) и (4),

лежат строго слева от прямой
−−→
𝐴,𝐵5, перейдём к рассмотрению множества S(𝐵,𝐴, 𝑛𝜙)

(= S(𝐴,𝐵, 𝑛𝜙)), при этом все указанные точки будут лежать строго справа от прямой
−−→
𝐵,𝐴.

Соответственно, вместо ломаной L, удовлетворяющей (3), рассмотрим ломаную

L =

𝑛⋃︁
𝑖=0

[︀
𝐵

(𝑖)
, 𝐵

(𝑖+1)]︀
,

где 𝐵
(𝑖)

= 𝐵(𝑛+1−𝑖), 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛+ 1, удовлетворяющую свойствам, аналогичным (4), т.е.

∠
(︀
𝐵

(𝑖+1) −𝐵
(𝑖)
, 𝐵

(𝑖) −𝐵
(𝑖−1))︀ ∈ [−𝜙,𝜙], 𝑖 = 1, . . . , 𝑛,

𝐵
(𝑖) ̸= 𝐵

(𝑖−1)
, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛+ 1.

Покажем, что в случае (б) при любом варианте его выполнения либо возникает про-
тиворечие с условием 𝑛𝜙 < 𝜋, либо возможен переход к рассмотрению подзадач с числом
угловых точек, меньшим 𝑛, что позволяет применить метод математической индукции по
𝑛 — числу точек поворота.

В связи с этим сразу отбросим случаи с 𝐵(1) ∈ 𝐴𝐵. Действительно, случай

𝐵(1) ∈ (𝐴,𝐵) =
{︀
𝛼𝐴+ (1− 𝛼)𝐵 | 𝛼 ∈ (0, 1)

}︀
с помощью свойства 2 легко сводится к случаю с числом точек поворота на единицу мень-
шим, а в случаях 𝐵(1) ∈

(︀
𝐴(−∞), 𝐴

]︀
∪
[︀
𝐵,𝐴(+∞)

)︀
приходим к противоречию с утвержде-

нием 8 или замечанием 5 (см. раздел 3.4.). В связи с этим заметим, что в силу (4)

𝐵(𝑖+1) ∈ 𝐵(𝑖) +C
(︀
𝐵(𝑖) −𝐵(𝑖−1), 𝜙

)︀
, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, (23)

и при этом 𝑛𝜙 < 𝜋, т.е. мы находимся в условиях утверждений 7, 8 и замечания 5. Но
тогда, если, например, 𝐵(1) ∈

[︀
𝐵,𝐴(+∞)

)︀
(случай 𝐵(1) ∈

(︀
𝐴(−∞), 𝐴

]︀
аналогичен), то при

𝐵(1) = 𝐵 = 𝐵(𝑛+1) приходим к противоречию с утверждением 8. Если же𝐵(1) ∈
(︀
𝐵,𝐴(+∞)

)︀
,

то для некоторого 𝑡 > 0 справедливо 𝐵(1) = 𝐵+𝑡(𝐵−𝐴), откуда для 𝑡 = 𝑡/(1 + 𝑡) ∈ (0, 1) вы-
полняется 𝐵 = 𝐵(𝑛+1) = 𝐵(1) + 𝑡(𝐴−𝐵(1)), что противоречит замечанию 5. Таким образом,
остаётся рассмотреть случаи с 𝐵(1) /∈ 𝐴𝐵. При этом для определённости можно ограничить-

ся случаем, когда точка 𝐵(1) находится строго справа от прямой
−−→
𝐴,𝐵 (противоположный

случай рассматривается аналогично).
Пусть 𝐶 ∈ 𝐴𝐵 ∩ L, где L удовлетворяет (3) и (4), причём 𝐶 — первая точка такого

пересечения, т.е. 𝐶 ̸= 𝐵, и (с учётом того, что 𝐵(1) /∈ 𝐴𝐵) для некоторого 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑛− 1}
выполняется[︀

𝐴,𝐵(1)
]︀
∩𝐴𝐵 = {𝐴}; при 𝑘 ⩾ 2

[︀
𝐵(𝑖−1), 𝐵(𝑖)

]︀
∩𝐴𝐵 = ∅, 𝑖 = 2, . . . , 𝑘,

𝐵(1) /∈ 𝐴𝐵, 𝐶 ∈
[︀
𝐵(𝑘), 𝐵(𝑘+1)

]︀
∩𝐴𝐵 ̸= ∅.

Здесь возможны следующие случаи: 1) 𝐵(𝑘+1) ∈ 𝐴𝐵; 2) 𝐵(𝑘+1) /∈ 𝐴𝐵.

В случае 1) возможны следующие подслучаи:

1а) 𝐵(𝑘+1) ∈ {𝐴,𝐵}; 1б) 𝐵(𝑘+1) ∈
(︀
𝐴(−∞), 𝐴

)︀
;

1в) 𝐵(𝑘+1) ∈
(︀
𝐵,𝐴(+∞)

)︀
; 1г) 𝐵(𝑘+1) ∈ (𝐴,𝐵).

Случай 1а). Если 𝐵(𝑘+1) = 𝐴 = 𝐵(0), то приходим к противоречию с утверждением 8,
поскольку 𝑘+1 ⩽ 𝑛, откуда 𝜙(𝑘+1) ⩽ 𝜙𝑛 < 𝜋 и выполняется (23). Соответственно, в случае

5Промежуточные случаи невозможны в силу L ∩𝐴𝐵 = ∅.
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𝐵(𝑘+1) = 𝐵 = 𝐵(𝑛+1) также приходим к противоречию с утверждением 8: при 𝑘 = 𝑛 − 1
получаем 𝐵(𝑛) = 𝐵(𝑛+1), что противоречит условию 𝐵(𝑛) ̸= 𝐵, а при 𝑘 ⩽ 𝑛− 2 имеем: если
𝑖 = 𝑛, 𝑗 = 𝑘+1, то 𝑖+1 = 𝑛+1 ⩾ 𝑗+2 = 𝑘+3, и при этом𝐵(𝑖+1) = 𝐵(𝑛+1) = 𝐵 = 𝐵(𝑘+1) = 𝐵(𝑗),
что также противоречит утверждению 8.

Случай 1б ). Обозначим 𝐻 = 𝐵(𝑘+1). Пусть 𝑡 ⩾ 0 — параметр. Рассмотрим функцию
Λ𝑡 : R2 → R2:

∀ 𝐶 ∈ R2 Λ𝑡(𝐶) = 𝐶 + 𝑡(𝐶 −𝐻) = (1 + 𝑡)𝐶 − 𝑡𝐻.

Очевидно, что Λ𝑡(𝐻) = 𝐻+𝑡(𝐻−𝐻) = 𝐻, Λ𝑡(𝐶)−𝐻 = (1+𝑡)(𝐶−𝐻), Λ𝑡(𝐶)−𝐶 = 𝑡(𝐶−𝐻),
откуда при 𝐶 ̸= 𝐻 получаем

|Λ𝑡(𝐶)−𝐻| = (1 + 𝑡)|𝐶 −𝐻| ⩾ |𝐶 −𝐻|.

Нетрудно показать, что ∀ 𝑡 ⩾ 0 функция Λ𝑡 удовлетворяет следующим свойствам: для
любых 𝐷,𝐸, 𝐹,𝐺 ∈ R2, если 𝐷̄ = Λ𝑡(𝐷), 𝐸̄ = Λ𝑡(𝐸), 𝐹 = Λ𝑡(𝐹 ), 𝐺̄ = Λ𝑡(𝐺), то

𝐷̄ − 𝐸̄ = (1 + 𝑡)(𝐷 − 𝐸),

∠(𝐷 − 𝐸,𝐹 −𝐺) = ∠(𝐷 − 𝐸,𝐹 − 𝐺̄) = ∠(𝐷̄ − 𝐸̄, 𝐹 −𝐺) = ∠(𝐷̄ − 𝐸̄, 𝐹 − 𝐺̄). (24)

Подберём 𝑡 > 0 так, чтобы Λ𝑡(𝐴) = 𝐴+ 𝑡(𝐴−𝐻) = 𝐵 (такое 𝑡 > 0 существует, поскольку
𝐻 = 𝐵(𝑘+1) ∈

(︀
𝐴(−∞), 𝐴

)︀
⊂ 𝐴𝐵), откуда 𝐴, 𝐵, 𝐻 ∈ 𝐴𝐵,

𝐵 −𝐴 = Λ𝑡(𝐴)−𝐴 = 𝑡(𝐴−𝐻), 𝑡 =
|𝐵 −𝐴|
|𝐴−𝐻|

> 0.

Рассмотрим следующую последовательность:

𝐵̄(0) = Λ𝑡(𝐴) = 𝐵, 𝐵̄(1) = Λ𝑡

(︀
𝐵(1)

)︀
, . . . , 𝐵̄(𝑘) = Λ𝑡

(︀
𝐵(𝑘)

)︀
,

𝐵̄(𝑘+1) = Λ𝑡

(︀
𝐵(𝑘+1)

)︀
= Λ𝑡(𝐻) = 𝐻 = 𝐵(𝑘+1),

𝐵̄(𝑘+2) = 𝐵(𝑘+2), . . . , 𝐵̄(𝑛+1) = 𝐵(𝑛+1) = 𝐵.

(25)

В полученной последовательности в силу (24), (25) выполняются равенства

∠
(︀
𝐵̄(2) − 𝐵̄(1), 𝐵̄(1) − 𝐵̄(0)

)︀
= ∠

(︀
𝐵(2) −𝐵(1), 𝐵(1) −𝐵(0)

)︀
, . . . ,

∠
(︀
𝐵̄(𝑘+1) − 𝐵̄(𝑘), 𝐵̄(𝑘) − 𝐵̄(𝑘−1))︀ = ∠

(︀
𝐵(𝑘+1) −𝐵(𝑘), 𝐵(𝑘) −𝐵(𝑘−1))︀,

∠
(︀
𝐵̄(𝑘+2) − 𝐵̄(𝑘+1), 𝐵̄(𝑘+1) − 𝐵̄(𝑘)

)︀
= ∠

(︀
𝐵(𝑘+2) −𝐵(𝑘+1), 𝐵(𝑘+1) −𝐵(𝑘)

)︀
, . . . ,

∠
(︀
𝐵̄(𝑛+1) − 𝐵̄(𝑛), 𝐵̄(𝑛) − 𝐵̄(𝑛−1))︀ = ∠

(︀
𝐵(𝑛+1) −𝐵(𝑛), 𝐵(𝑛) −𝐵(𝑛−1))︀,

и тем самым, учитывая (23), получаем

𝐵̄(𝑖+1) ∈ 𝐵̄(𝑖) +C
(︀
𝐵̄(𝑖) − 𝐵̄(𝑖−1), 𝜙

)︀
, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, (26)

при этом 𝐵̄(0) = 𝐵 = 𝐵̄(𝑛+1), что противоречит утверждению 8.
Случай 1в). Здесь действуем аналогично случаю 1б ). Также полагаем 𝐻 = 𝐵(𝑘+1) и ис-

пользуем ту же функцию Λ𝑡(𝐶), но теперь подбираем 𝑡 > 0 так, чтобы Λ𝑡(𝐵) = 𝐵+𝑡(𝐵−𝐻) =
= 𝐴, откуда

𝐴−𝐵 = Λ𝑡(𝐵)−𝐵 = 𝑡(𝐵 −𝐻), 𝑡 =
|𝐵 −𝐴|
|𝐵 −𝐻|

> 0.

Теперь вместо (25) рассматриваем последовательность

𝐵̄(0) = 𝐵(0) = 𝐴, 𝐵̄(1) = 𝐵(1), . . . , 𝐵̄(𝑘) = 𝐵(𝑘),

𝐵̄(𝑘+1) = Λ𝑡

(︀
𝐵(𝑘+1)

)︀
= Λ𝑡(𝐻) = 𝐻 = 𝐵(𝑘+1),
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𝐵̄(𝑘+2) = Λ𝑡

(︀
𝐵(𝑘+2)

)︀
, . . . , 𝐵̄(𝑛+1) = Λ𝑡

(︀
𝐵(𝑛+1)

)︀
= Λ𝑡(𝐵) = 𝐴.

Случай 1г) сводится к рассмотрению двух подзадач с меньшим числом угловых точек,
что позволяет (с использованием свойства 2) провести доказательство методом математи-
ческой индукции по 𝑛 — числу угловых точек.

Рассмотрим теперь случай 2). В этом случае точка 𝐵(𝑘+1), где 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑛− 1}, нахо-
дится строго слева от прямой

−−→
𝐴,𝐵, и точка 𝐶 ∈

[︀
𝐵(𝑘), 𝐵(𝑘+1)

]︀
∩ 𝐴𝐵 является единствен-

ной точкой множества
[︀
𝐵(𝑘), 𝐵(𝑘+1)

]︀
∩ 𝐴𝐵. Из условия 𝐵(𝑘), 𝐵(𝑘+1) /∈ 𝐴𝐵 получаем, что

𝐶 ∈
(︀
𝐵(𝑘), 𝐵(𝑘+1)

)︀
, откуда следует, что для некоторого числа 𝑡 ∈ (0, 1) выполняется

𝐶 = 𝑡𝐵(𝑘) + (1− 𝑡)𝐵(𝑘+1) = 𝐵(𝑘+1) + 𝑡
(︀
𝐵(𝑘) −𝐵(𝑘+1)

)︀
. (27)

Относительно точки 𝐶 также возможны подслучаи:

2а) 𝐶 ∈ {𝐴,𝐵}; 2б) 𝐶 ∈
(︀
𝐴(−∞), 𝐴

)︀
;

2в) 𝐶 ∈
(︀
𝐵,𝐴(+∞)

)︀
; 2г) 𝐶 ∈ (𝐴,𝐵).

Случай 2а). Если 𝐶 = 𝐴 = 𝐵(0), то, рассматривая последовательность точек 𝐵(0),
𝐵(1), . . . , 𝐵(𝑘), 𝐶(= 𝐵(0)), и учитывая выполнение (23), приходим к противоречию с утверж-
дением 8, поскольку 𝑘 ⩽ 𝑛− 1, 𝑘𝜙 ⩽ 𝑛𝜙 < 𝜋,

∠
(︀
𝐶 −𝐵(𝑘), 𝐵(𝑘) −𝐵(𝑘−1))︀ = ∠

(︀
𝐵(𝑘+1) −𝐵(𝑘), 𝐵(𝑘) −𝐵(𝑘−1))︀ ∈ [−𝜙,𝜙],

откуда 𝐶 ∈ 𝐵(𝑘) + C
(︀
𝐵(𝑘) − 𝐵(𝑘−1), 𝜙

)︀
6. Соответственно, если 𝐶 = 𝐵 = 𝐵(𝑛+1), то при

𝑘 ⩽ 𝑛 − 2 в силу (27) приходим к противоречию с замечанием 5, а при 𝑘 = 𝑛 − 1 из (27)
получаем

𝐵(𝑛+1) = 𝐵(𝑛) + 𝑡
(︀
𝐵(𝑛−1) −𝐵(𝑛)

)︀
,

откуда

∠
(︀
𝐵(𝑛+1) −𝐵(𝑛), 𝐵(𝑛) −𝐵(𝑛−1))︀ = ∠

(︀
𝑡(𝐵(𝑛−1) −𝐵(𝑛)), 𝐵(𝑛) −𝐵(𝑛−1))︀ = 𝜋,

что противоречит (4).
Случай 2б ) рассматривается аналогично случаю 1б ), но в этом случае используем𝐻 = 𝐶

и находим 𝑡 > 0 из условия Λ𝑡(𝐴) = 𝐴+ 𝑡(𝐵 − 𝐴) = 𝐵, т.е. теперь 𝑡 = |𝐵 − 𝐴|/|𝐴− 𝐶| > 0.
Далее рассматриваем последовательность

𝐵̄(0) = Λ𝑡(𝐴) = 𝐵, 𝐵̄(1) = Λ𝑡

(︀
𝐵(1)

)︀
, . . . , 𝐵̄(𝑘) = Λ𝑡

(︀
𝐵(𝑘)

)︀
,

𝐵̄(𝑘+1) = 𝐵(𝑘+1), 𝐵̄(𝑘+2) = 𝐵(𝑘+2), . . . , 𝐵̄(𝑛+1) = 𝐵(𝑛+1) = 𝐵.

Учитывая (27), имеем

𝐵̄(𝑘) = Λ𝑡

(︀
𝐵(𝑘)

)︀
= 𝐵(𝑘) + 𝑡

(︀
𝐵(𝑘) − 𝐶

)︀
= 𝐵(𝑘) + 𝑡(1− 𝑡)

(︀
𝐵(𝑘) −𝐵(𝑘+1)

)︀
,

следовательно,

𝐵̄(𝑘+1) − 𝐵̄(𝑘) = 𝐵(𝑘+1) −𝐵(𝑘) − 𝑡(1− 𝑡)
(︀
𝐵(𝑘) −𝐵(𝑘+1)

)︀
=
(︀
𝐵(𝑘+1) −𝐵(𝑘)

)︀(︀
1 + 𝑡(1− 𝑡)

)︀
,

∠
(︀
𝐵̄(𝑘+1) − 𝐵̄(𝑘), 𝐵̄(𝑘) − 𝐵̄(𝑘−1))︀ = ∠

(︀
𝐵(𝑘+1) −𝐵(𝑘), 𝐵(𝑘) −𝐵(𝑘−1))︀,

откуда с учётом (23) и (24) получаем (26), и при этом 𝐵̄(0) = 𝐵 = 𝐵̄(𝑛+1), что противоречит
утверждению 8.

Случай 2в) рассматривается аналогично случаю 1в), и в этом случае также используем
𝐻 = 𝐶.

Случай 2г) аналогичен случаю 1г) и сводится к рассмотрению двух подзадач с меньшим
числом угловых точек, что позволяет (с использованием свойства 2) провести доказатель-
ство методом математической индукции по 𝑛 — числу угловых точек.

Теорема 1 доказана.

6Таким образом, точка 𝐶 = 𝐵(0) может быть взята в качестве очередного (𝑘 + 1)-го члена в последова-
тельности 𝐵(0), 𝐵(1), . . . , 𝐵(𝑘), 𝐶, удовлетворяющей условиям утверждения 8.
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5. Доказательство леммы 1

Предварительно приведём вспомогательные утверждения.

Утверждение 11. Пусть 𝐴, 𝐵 ∈ R2, 𝐴 ̸= 𝐵, 𝜙 ∈ (0, 𝜋), 𝐶 ∈ S(𝐴,𝐵,𝜙), 𝐶 ∈
−−→
𝐴,𝐵.

Тогда 𝐶 ∈ (𝐴,𝐵).

Доказательство. По определению S(𝐴,𝐵, 𝜙) из 𝐶 ∈ S(𝐴,𝐵,𝜙) получаем 𝐶 ̸= 𝐴,
𝐶 ̸= 𝐵. Предположим, что 𝐶 ∈ 𝐴𝐵∖[𝐴,𝐵]. Тогда либо 𝐶 = 𝐴+𝑡(𝐴−𝐵), либо 𝐶 = 𝐵+𝑡(𝐵−𝐴)
при 𝑡 > 0.

В случае 𝐶 = 𝐴+ 𝑡(𝐴−𝐵) имеем

∠(𝐵 − 𝐶,𝐶 −𝐴) = ∠
(︀
𝐵 −𝐴− 𝑡(𝐴−𝐵), 𝑡(𝐴−𝐵)

)︀
=

= ∠
(︀
(1 + 𝑡)(𝐵 −𝐴), 𝑡(𝐴−𝐵)

)︀
= ∠(𝐵 −𝐴,𝐴−𝐵) = 𝜋 > 𝜙,

что противоречит условию 𝐶 ∈ S(𝐴,𝐵,𝜙).
В случае 𝐶 = 𝐵 + 𝑡(𝐵 −𝐴) имеем

∠(𝐵 − 𝐶,𝐶 −𝐴) = ∠
(︀
𝑡(𝐴−𝐵), (1 + 𝑡)(𝐵 −𝐴)

)︀
= ∠(𝐴−𝐵,𝐵 −𝐴) = 𝜋 > 𝜙,

что также противоречит условию 𝐶 ∈ S(𝐴,𝐵,𝜙). □
Предварительно рассмотрим следующую вспомогательную задачу.
Задача О (о разбиении общего поворота на промежуточные). Пусть заданы

попарно различные точки 𝐴, 𝐵, 𝐺 ∈ R2, угол Ψ = ∠(𝐵 − 𝐺,𝐺 − 𝐴) ∈ (0, 𝜋), точка
𝐶 = 𝐴+ 𝑡(𝐺−𝐴), где 𝑡 ∈ (0, 1). Требуется построить 𝑛 ⩾ 2 точек 𝐵(1) = 𝐶, 𝐵(2), . . . , 𝐵(𝑛)

таких, что выполняются следующие условия7:
1) углы между соседними отрезками равны 𝛼 = Ψ/𝑛:

∠
(︀
𝐵(2) −𝐵(1), 𝐵(1) −𝐴

)︀
= 𝛼, ∠

(︀
𝐵(𝑘) −𝐵(𝑘−1), 𝐵(𝑘−1) −𝐵(𝑘−2))︀ = 𝛼, 𝑘 = 2, . . . , 𝑛,

∠
(︀
𝐵 −𝐵(𝑛), 𝐵(𝑛) −𝐵(𝑛−1))︀ = 𝛼;

2) длины промежуточных отрезков равны:⃒⃒
𝐵(2) −𝐵(1)

⃒⃒
=
⃒⃒
𝐵(3) −𝐵(2)

⃒⃒
= · · · =

⃒⃒
𝐵(𝑛) −𝐵(𝑛−1)⃒⃒ = 𝑑;

3) точка 𝐵(𝑛) лежит на отрезке [𝐵,𝐺],
⃒⃒
𝐵(𝑛) −𝐺

⃒⃒
= |𝐶 −𝐺|.

Введём следующие обозначения:

𝑈 = 𝐺−𝐴, 𝑙𝐴 = |𝑈 |, 𝑈̄ = 𝑈/𝑙𝐴; 𝑉 = 𝐺−𝐵, 𝑙𝐵 = |𝑉 |, 𝑉 = 𝑉/𝑙𝐵;

𝑅(𝜃) — матрица поворота против часовой стрелки на угол 𝜃 ∈ (0, 𝜋).

Утверждение 12. Пусть |𝐵−𝐺| > |𝐶−𝐺| (что в силу |𝐵−𝐺| = 𝑙𝐵, |𝐶−𝐺| = (1−𝑡)𝑙𝐴
достигается при 𝑡 > 1− 𝑙𝐵/𝑙𝐴). Тогда справедливы следующие предложения.

1. Точки 𝐵(2), . . . , 𝐵(𝑛), удовлетворяющие условиям 1)–3) задачи О, существуют и вы-
числяются по формулам

𝐵(𝑘) = 𝐴+ 𝑡𝑈 + 𝜆
𝑘−1∑︁
𝑗=1

𝑅(𝑗𝛼)𝑈̄ , 𝑘 = 2, . . . , 𝑛,

где

𝛼 =
Ψ

𝑛
, 𝜆 =

2(1− 𝑡) cos(Ψ/2) sin(𝛼/2)

sin
(︀
(Ψ− 𝛼)/2

)︀ .

7Обозначим также 𝐵(0) = 𝐴, 𝐵(𝑛+1) = 𝐵.
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При этом длина отрезков 𝑑 = 𝜆𝑙𝐴, положение точки 𝐵(𝑛) на прямой
−−→
𝐵𝐺:

𝐵(𝑛) = 𝐺+ 𝑠𝑉, где 𝑠 = (1− 𝑡)𝜇, 𝜇 = 𝑙𝐴/𝑙𝐵,

т.е.

𝐵(𝑛) = 𝐵 + (1− 𝑠)(𝐺−𝐵), 𝐵(𝑛) −𝐺 = 𝑠𝑉 = (1− 𝑡)𝜇𝑉,

|𝐵(𝑛) −𝐺| = (1− 𝑡)𝜇|𝑉 | = (1− 𝑡)|𝑈 | = |𝐶 −𝐺|

(поскольку |𝐶 −𝐺| = |𝐴+ 𝑡(𝐺−𝐴)−𝐺| = (1− 𝑡)|𝐴−𝐺| = (1− 𝑡)|𝑈 |).
2. Точки 𝐵(1), 𝐵(2), . . . , 𝐵(𝑛) принадлежат треугольнику △𝐴𝐵𝐺.
3. При любом 𝑛 ⩾ 1 выполняются условия

𝜆 ⩽
2(1− 𝑡)

𝑛
, 𝑑 = 𝜆𝑙𝐴 ⩽

2(1− 𝑡)

𝑛
|𝐺−𝐴|.

Выражение
2 cos(Ψ/2) sin(Ψ/2)

sin
(︀
(Ψ− 𝛼)/2

)︀ , 𝛼 = Ψ/𝑛, Ψ ∈ (0, 𝜋),

при фиксированном 𝑛 ⩾ 2 имеет верхнюю грань 2/𝑛, которая достигается как предел
при Ψ → 0+. Внутри интервала значение этого выражения строго меньше 2/𝑛, т. е.
точного максимума в области нет, только супремум.

Приведём теперь доказательство леммы 1. Рассмотрим нетривиальный случай, когда
𝑛 ⩾ 2. Пусть 𝐶 = 𝐵(1) ∈ S(𝐴,𝐵, 𝑛𝜙), 𝑛𝜙 < 𝜋.

Случай 1. Рассмотрим сначала самый простой случай, когда 𝐶 ∈
−−→
𝐴,𝐵. При этом в силу

утверждения 11 справедливо 𝐶 ∈ (𝐴,𝐵). Тогда последовательность двух поворотов снача-

ла на угол 𝜙, а затем на угол −𝜙 приведёт к движению параллельно
−−→
𝐴,𝐵, а следующий

поворот на угол −𝜙 может вернуть нас на прямую
−−→
𝐴,𝐵. При этом, если поворотов всего

три, то, регулируя длины отрезков между поворотами, можно в точности достичь после
третьего поворота точки 𝐵. Если точек поворота всего две, то первый поворот делаем на
𝜙/2, а второй — на −𝜙. Снова, регулируя длины отрезков между поворотами, можно в точ-
ности достичь после второго поворота точки 𝐵. Если точек поворота четыре, то, действуя
как в случае трёх поворотов, делаем третьей точкой поворота точку на (𝐴,𝐵). Тогда по-

сле поворота на угол 𝜙 достигаем вдоль прямой
−−→
𝐴,𝐵 точки 𝐵. Все остальные возможные

случаи сводятся к комбинации описанных. Например, в случае пяти поворотов завершаем
движение, используя приём с двумя поворотами, т.е. используем комбинацию из трёх и двух
поворотов.

Случай 2. Пусть 𝐵(1) /∈
−−→
𝐴,𝐵. Без ограничения общности считаем, что точка 𝐵(1) лежит

строго справа от прямой
−−→
𝐴,𝐵 (противоположный случай симметричен), т.е.

∠
(︀
𝐵 −𝐴, 𝐵(1) −𝐴

)︀
> 0,

0 >

⃒⃒⃒⃒
𝐵 −𝐴

𝐵(1) −𝐴

⃒⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒
𝐵 −𝐴− (𝐵(1) −𝐴)

𝐵(1) −𝐴

⃒⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒
𝐵 −𝐵(1)

𝐵(1) −𝐴

⃒⃒⃒⃒
,

откуда следует, что ∠
(︀
𝐵 −𝐵(1), 𝐵(1) −𝐴

)︀
> 0, и поскольку 𝐵(1) ∈ S(𝐴,𝐵, 𝑛𝜙), то

∠
(︀
𝐵 −𝐵(1), 𝐵(1) −𝐴

)︀
∈ (0, 𝑛𝜙) ⊂ (0, 𝜋).

Рассмотрим

𝐺(𝑡) = 𝐵(1) + 𝑡
(︀
𝐵(1) −𝐴

)︀
, Ψ(𝑡) = ∠

(︀
𝐵 −𝐺(𝑡), 𝐺(𝑡)−𝐴

)︀
, 𝑡 ⩾ 0.

Математика 369



Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер.: Математика. Механика. Информатика. 2026. Т. 26, вып. 3

Пусть
𝑠 = min

{︀
|𝐵(1) −𝐵|, |𝐵(1) −𝐴|

}︀
> 0. (28)

В силу (28) и того, что 𝐺(0) = 𝐵(1), функция Ψ(𝑡) непрерывна при достаточно малых
𝑡 ⩾ 0 (см. [12], раздел 5.3), а следовательно, при некотором 𝑡 > 0 выполняется

|𝐺(𝑡)−𝐵(1)| < 𝑠/2, Ψ̄ = Ψ(𝑡) ∈ (0, 𝑛𝜙) ⊂ (0, 𝜋). (29)

Пусть 𝐺̄ = 𝐺(𝑡). Тогда, используя (28), (29), получаем

|𝐺̄−𝐵| > 𝑠

2
> |𝐺̄−𝐵(1)| = |𝐺̄− 𝐶|. (30)

Заметим, что при 𝑡1 = 1/(1 + 𝑡) выполняется 𝐵(1) = 𝐴+ 𝑡1(𝐺̄−𝐴), поскольку

𝐴+ 𝑡1(𝐺̄−𝐴) = 𝐴+ 𝑡1
(︀
𝐵(1) + 𝑡(𝐵(1) −𝐴)−𝐴

)︀
=
(︀
1− 𝑡1(1 + 𝑡)

)︀
𝐴+ 𝑡1(1 + 𝑡)𝐵(1) = 𝐵(1).

Таким образом, мы находимся в условиях задачи О и в силу (30) выполняется утверж-
дение 12, из которого следует8, что существуют искомые точки 𝐵(1), 𝐵(2), . . . , 𝐵(𝑛) ∈
∈ S(𝐴,𝐵, 𝑛𝜙)9. При этом в силу утверждения 12 выполняются условия 1)–3) задачи О,
из которых следует, что из этих точек можно составить ломаную L, удовлетворяющую
условиям (3)–(5), т.е.

(︀
𝐵(1), 𝐵(2), . . . , 𝐵(𝑛)

)︀
∈ S(𝑛)(𝐴,𝐵,𝜙).

Лемма 1 доказана.

6. Доказательство теоремы 2

Напомним, что через S(𝑛)(𝐴,𝐵,𝜙) обозначается множество всех возможных последо-
вательностей внутренних вершин

(︀
𝐵(1), . . . , 𝐵(𝑛)

)︀
, для которых существует ломаная (3) с

условием (4).
Прямое включение. Пусть

(︀
𝐵(1), . . . , 𝐵(𝑛)

)︀
∈ S(𝑛)(𝐴,𝐵,𝜙), т.е. 𝐵(1), . . . , 𝐵(𝑛) — последо-

вательность внутренних точек ломаной L, удовлетворяющей (3) и (4). Применяя теорему 1
к ломаной L, получаем 𝐵(1) ∈ S(𝐴,𝐵, 𝑛𝜙). Далее, применяя ту же теорему к части лома-
ной, начинающейся в 𝐵(1), имеем 𝐵(2) ∈ S

(︀
𝐵(1), 𝐵, (𝑛 − 1)𝜙

)︀
. Кроме того, из условия (4)

при 𝑖 = 1 следует, что ∠
(︀
𝐵(2) − 𝐵(1), 𝐵(1) − 𝐴

)︀
∈ [−𝜙,𝜙], т.е. 𝐵(2) ∈ 𝐵(1) +C

(︀
𝐵(1) − 𝐴,𝜙

)︀
.

Таким образом,

𝐵(2) ∈ S
(︀
𝐵(1), 𝐵, (𝑛− 1)𝜙

)︀
∩
[︀
𝐵(1) +C

(︀
𝐵(1) −𝐴,𝜙

)︀]︀
.

Продолжая аналогично, для каждого 𝑖 = 2, . . . , 𝑛− 2 получаем

𝐵(𝑖+1) ∈ S
(︀
𝐵(𝑖), 𝐵, (𝑛− 𝑖)𝜙

)︀
∩
[︀
𝐵(𝑖) +C

(︀
𝐵(𝑖) −𝐵(𝑖−1), 𝜙

)︀]︀
,

а для последней точки

𝐵(𝑛) ∈
[︀
clS
(︀
𝐵(𝑛−1), 𝐵, 𝜙

)︀
∖ {𝐴,𝐵}

]︀
∩
[︀
𝐵(𝑛−1) +C

(︀
𝐵(𝑛−1) −𝐵(𝑛−2), 𝜙

)︀]︀
.

Таким образом, последовательность
(︀
𝐵(1), . . . , 𝐵(𝑛)

)︀
принадлежит прямому произведению

в правой части (6).
Обратное включение.Докажем, что при любом последовательном выборе точек𝐵(1), . . . ,

𝐵(𝑛) в соответствии с правой частью (6) каждый член в этом прямом произведении окажет-
ся непустым и любая такая последовательность удовлетворяет (4). Действительно, пусть
выбрана произвольная точка

𝐵(1) ∈ S(𝐴,𝐵, 𝑛𝜙). (31)

8Полагаем в этом утверждении 𝐶 = 𝐵(1), 𝐺 = 𝐺̄, 𝑡 = 𝑡1 = 1/(1 + 𝑡), Ψ = Ψ̄ ∈ (0, 𝑛𝜙) ⊂ (0, 𝜋),
𝛼 = Ψ̄/𝑛 ∈ (0, 𝜙).

9Точки 𝐵(1), 𝐵(2), . . . , 𝐵(𝑛) принадлежат треугольнику △𝐴𝐵𝐺̄, где точки 𝐴,𝐵, 𝐺̄ принадлежат правой
доле множества S(𝐴,𝐵, 𝑛𝜙), т.е. Š(𝐴,𝐵, 𝑛𝜙), являющейся выпуклым множеством; следовательно, и точки
𝐵(1), 𝐵(2), . . . , 𝐵(𝑛) принадлежат этой доле, а тем самым и множеству S(𝐴,𝐵, 𝑛𝜙).
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В силу леммы 1 для точки 𝐵(1) существует ломаная

L =
[︀
𝐵(0), 𝐵(1)

]︀
∪
[︀
𝐵(1), 𝐵(2)

]︀
∪ . . . ∪

[︀
𝐵(𝑛), 𝐵(𝑛+1)

]︀
,

удовлетворяющая (3) и (4). Но тогда в силу (4) по определению множества C(𝐸,𝜙) для
точки 𝐵(2) из любой такой ломаной выполняется

𝐵(2) ∈ 𝐵(1) +C
(︀
𝐵(1) −𝐴,𝜙

)︀
.

Заметим, что точка 𝐵(2) является первой точкой поворота ломаной

L =
[︀
𝐵(1), 𝐵(2)

]︀
∪ . . . ∪

[︀
𝐵(𝑛), 𝐵(𝑛+1)

]︀
,

и в силу теоремы 1

𝐵(2) ∈ S
(︀
𝐵(1), 𝐵, (𝑛− 1)𝜙

)︀
.

Таким образом,

𝐵(2) ∈ S
(︀
𝐵(1), 𝐵, (𝑛− 1)𝜙

)︀
∩
[︀
𝐵(1) +C

(︀
𝐵(1) −𝐴,𝜙

)︀]︀
, (32)

и множество в правой части (32) не пусто.

Пусть уже выбраны две точки 𝐵(1), 𝐵(2), удовлетворяющие (31) и (32). В силу леммы 1
для точки 𝐵(2) существует ломаная

L =
[︀
𝐵(1), 𝐵(2)

]︀
∪ . . . ∪

[︀
𝐵(𝑛), 𝐵(𝑛+1)

]︀
,

удовлетворяющая (4). Но тогда в силу (4) по определению множества C(𝐸,𝜙) для точки
𝐵(3) из любой такой ломаной выполняется

𝐵(3) ∈ 𝐵(2) +C
(︀
𝐵(2) −𝐵(1), 𝜙

)︀
.

Заметим, что точка 𝐵(3) является первой точкой поворота ломаной

L =
[︀
𝐵(2), 𝐵(3)

]︀
∪ . . . ∪

[︀
𝐵(𝑛), 𝐵(𝑛+1)

]︀
,

и в силу теоремы 1

𝐵(3) ∈ S
(︀
𝐵(2), 𝐵, (𝑛− 2)𝜙

)︀
.

Таким образом,

𝐵(3) ∈ S
(︀
𝐵(2), 𝐵, (𝑛− 2)𝜙

)︀
∩
[︀
𝐵(2) +C

(︀
𝐵(2) −𝐵(1), 𝜙

)︀]︀
, (33)

и множество в правой части (33) не пусто.

Совершенно аналогично доказывается, что каждый следующий член в прямом произ-
ведении (6) непуст при любом выборе согласно (6) предыдущих членов. Таким образом,
последовательность точек 𝐵(1), . . . , 𝐵(𝑛) в прямом произведении (6) всегда может быть про-
должена при любом выборе начальных членов 𝐵(1), . . . , 𝐵(𝑖) (где 𝑖 ∈ {0, . . . , 𝑛− 1}). Выпол-
нение (4) для этой последовательности следует из условия

𝐵(𝑖) ∈ 𝐵(𝑖−1) +C
(︀
𝐵(𝑖−1) −𝐵(𝑖−2), 𝜙

)︀
, 𝑖 = 2, . . . , 𝑛+ 1.

Теорема 2 доказана.
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Заключение

В настоящей работе доказаны два ключевых утверждения — теорема 1 и лемма 1, описы-
вающие множество допустимых кусочно-прямолинейных ломаных, соединяющих две задан-
ные точки на плоскости при ограничениях на число поворотов 𝑛 и величину углов |𝛼𝑖| ⩽ 𝜙
в точках излома. На основании этих результатов получено явное описание (теорема 2) мно-
жества всех возможных последовательностей угловых точек ломаной в виде рекуррентного
прямого произведения (6).

Полученная структурная формула может служить основой для построения алгоритмов
перечисления допустимых ломаных. В дискретном случае (принадлежность точек конеч-
ному множеству, например целочисленной решётке) предложенный подход позволяет полу-
чить точное решение задачи оптимизации (7). В непрерывном случае формула открывает
возможность для построения конечных аппроксимаций множества допустимых ломаных с
заданной точностью.

Дальнейшие исследования могут быть направлены на разработку конкретных алгорит-
мических реализаций, учёт дополнительных ограничений (длины звеньев, запрет самопе-
ресечений), а также на обобщение полученных результатов на трёхмерное пространство.
Теоретической основой для такого обобщения могут служить результаты теории выпуклых
многогранников [15].
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9. Bárány I., Pór A., Valtr P. Paths with no small angles // SIAM Journal on Discrete Mathematics.
2010. Vol. 23, iss. 4. P. 1655–1666. DOI: https://doi.org/10.1137/080716931

10. Fekete S. P., Woeginger G. J. Angle-restricted tours in the plane // Computational Geometry.
1997. Vol. 8, iss. 4. P. 195–218. DOI: https://doi.org/10.1016/S0925-7721(96)00012-0

11. Нефедов В. Н., Наседкин Г. К. Задача нахождения оптимального кусочно-прямолинейного
маршрута с 𝑛 поворотами // Материалы XXIV Международной конференции по вычис-
лительной механике и современным прикладным программным системам (ВМСППС’2025)
(Алушта, 07–13 сентября 2025 г.). Москва : МАИ, 2025. С. 283–284. EDN: DTTYXZ

12. Nefedov V. N. Problem of finding an optimal piecewise linear path connecting two given points
with the possibility of making 𝑛 turns. arXiv: 2605.15449 [math.OC]. May 14, 2026. 99 p. DOI:
https://doi.org/10.48550/arXiv.2605.15449

372 Научный отдел

https://doi.org/10.1109/ICCKE.2017.8167897
https://doi.org/10.1109/TASE.2010.2099219
https://doi.org/10.1109/TASE.2010.2099219
https://doi.org/10.1111/j.1467-8667.2005.00414.x
https://doi.org/10.1111/j.1467-8667.2005.00414.x
https://doi.org/10.1109/ROBOT.1995.525466
https://doi.org/10.1109/ROBOT.1995.525466
https://doi.org/10.1016/j.comgeo.2004.09.003
https://doi.org/10.1080/23799927.2021.1905717
https://doi.org/10.1137/S0097539700374550
https://doi.org/10.1109/ITNG.2010.247
https://doi.org/10.1109/ITNG.2010.247
https://doi.org/10.1137/080716931
https://doi.org/10.1016/S0925-7721(96)00012-0
https://elibrary.ru/DTTYXZ
https://arxiv.org/abs/2605.15449
https://doi.org/10.48550/arXiv.2605.15449


В. Н. Нефедов, М. Н. Саушкин. Описание множества допустимых маршрутов

13. Нефедов В. Н., Свойкин Ф. В., Гарибян Б. А., Ряпухин А. В., Королько Н. С. Методы ап-
проксимации двумерных множеств конечными множествами и их приложение к некоторым
геометрическим задачам оптимизации // Вестник Самарского государственного техническо-
го университета. Серия: Физико-математические науки. 2025. Т. 29, № 1. С. 129–157. DOI:
https://doi.org/10.14498/vsgtu2131, EDN: DMJLWE

14. Ефимов Н. В. Краткий курс аналитической геометрии. Москва : Физматлит, 2006. 240 с.
15. Брёндстед А. Введение в теорию выпуклых многогранников. Москва : Мир, 1988. 240 с.

References

1. Ranjbar Divkoti M. R., Nouri-Baygi M. Path planning in polygonal domains for robots with limited
turning abilities. 2017 7th International Conference on Computer and Knowledge Engineering
(ICCKE). Mashhad, Iran, 2017, pp. 308–313. DOI: https://doi.org/10.1109/ICCKE.2017.8167897

2. Wang C., Liu Q. Projection and geodesic-based pipe routing algorithm. IEEE Transactions on
Automation Science and Engineering, 2011, vol. 8, iss. 3, pp. 641–645. DOI: https://doi.org/10.
1109/TASE.2010.2099219

3. De Smith M. J. Determination of gradient and curvature constrained optimal paths. Computer-
Aided Civil and Infrastructure Engineering, 2006, vol. 21, iss. 1, pp. 24–38. DOI: https://doi.org/
10.1111/j.1467-8667.2005.00414.x

4. Bicchi A., Casalino G., Santilli C. Planning shortest bounded-curvature paths for a class of non-
holonomic vehicles among obstacles. In: Proceedings of 1995 IEEE International Conference on
Robotics and Automation. Nagoya, Japan, 1995, vol. 2, pp. 1349–1354. DOI: https://doi.org/10.
1109/ROBOT.1995.525466

5. Chen D. Z., Daescu O., Hershberger J., Kogge P. M., Mi N., Snoeyink J. Polygonal path simplifi-
cation with angle constraints. Computational Geometry, 2005, vol. 32, iss. 3, pp. 173–187. DOI:
https://doi.org/10.1016/j.comgeo.2004.09.003

6. Gholami Rudi A. Approximate curve-restricted simplification of polygonal curves. International
Journal of Computer Mathematics: Computer Systems Theory, 2021, vol. 6, iss. 2, pp. 178–187.
DOI: https://doi.org/10.1080/23799927.2021.1905717

7. Agarwal P. K., Biedl T., Lazard S., Robbins S., Suri S., Whitesides S. Curvature-constrained
shortest paths in a convex polygon. SIAM Journal on Computing, 2002, vol. 31, iss. 6, pp. 1814–
1851. DOI: https://doi.org/10.1137/S0097539700374550

8. Gewali L., Roman V. Generalization of shortest path map. 2010 Seventh International Conference
on Information Technology: New Generations. Las Vegas, NV, USA, 2010, pp. 296–300. DOI:
https://doi.org/10.1109/ITNG.2010.247
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