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Аннотация. Рассматривается открытая ациклическая сеть массо-
вого обслуживания с делением и слиянием требований. При по-
ступлении требования из источника в сеть оно делится на заданное
постоянное число родственных фрагментов. Фрагменты переходят
между системами сети независимо и друг от друга, и от фрагментов
других требований. Покидая сеть обслуживания, все фрагменты
поступают в систему, называемую системой сборки, в которой про-
изводится сборка требований из родственных фрагментов. Пред-
лагается метод вычисления математического ожидания длительно-
сти сборки требований из фрагментов и математического ожидания
длительности пребывания требований в сети. Для случая так назы-
ваемого равномерного распределения нагрузки в сети массового об-
служивания описывается вычисление математического ожидания
длительности пребывания требований в сети. Равномерное распре-
деление нагрузки определяется одинаковыми длинами маршрутов
фрагментов требований в сети обслуживания, равными вероятно-
стями этих маршрутов, а также одинаковыми интенсивностями об-
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служивания в системах сети, пропорциональными числу родственных фрагментов требований. Пред-
ставлено сравнение численных результатов, полученных в ходе вычислительных экспериментов с
использованием аналитической и имитационной моделей сети массового обслуживания с делением
и слиянием требований. Результаты данной работы могут использоваться для оценки временных
характеристик функционирования многопроцессорных систем, систем облачных вычислений и дру-
гих стохастических систем, моделируемых сетями массового обслуживания с делением и слиянием
требований.
Ключевые слова: сеть массового обслуживания с делением и слиянием требований, ацикличе-
ская сеть массового обслуживания, обслуживание фрагментов требований, длительность сборки
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Введение

Сети массового обслуживания с делением и слиянием требований (сети fork-join) [1–3]
находят применение в качестве математических моделей вычислительных систем с парал-
лельной обработкой информации, систем планирования и контроля производства, систем
управления бизнес-процессами, систем управления цепочками поставок.

Особенность функционирования сети fork-join, состоящей из параллельных систем об-
служивания, заключается в мгновенном разделении требований при поступлении из источ-
ника в сеть на определенное число родственных фрагментов с последующим обслужива-
нием этих фрагментов приборами систем. После завершения обслуживания последнего из
родственных фрагментов все эти фрагменты объединяются в исходное требование, которое
мгновенно покидает сеть.

Наиболее простая сеть fork-join состоит из двух параллельных экспоненциальных систем
обслуживания. Каждое требование, поступающее из источника в соответствии с пуассонов-
ским законом распределения, разделяется на два фрагмента. Для этой модели использован
метод производящих функций и получено стационарное распределение вероятностей со-
стояний [4], а также предельное совместное распределение числа фрагментов в системах
обслуживания [5].

Для параллельных сетей fork-join с числом систем обслуживания и с числом фрагмен-
тов, на которые делится требование, больше двух не существует точного аналитического
решения, поэтому можно получить характеристики только приближенно. Например, при-
ближенные значения математического ожидания (м.о.) длительности пребывания требова-
ний в сети систем типа 𝑀/𝑀/𝑠 и 𝐺/𝑀/1 получены в работах [6, 7], а в сети систем ти-
па 𝑀/𝐺/1 — в работе [8]. Исследованию зависимости между длительностями пребывания
фрагментов в системах сети посвящена работа [9].

Для открытой сети fork-join с ограниченным пространством состояний получены ниж-
няя и верхняя оценки математического ожидания длительности пребывания требований в
сети [10]. В работе [11] рассмотрена сеть массового обслуживания, включающая подсети
произвольной топологии и подсети типа fork-join, аналогичные определенным в работе [10].
При предположении независимости функционирования подсетей получены характеристи-
ки сети. Метод определения верхней и нижней границ м.о. длительности пребывания тре-
бований в сети fork-join, состоящей из нескольких систем типа 𝐺𝐼/𝐺𝐼/1, можно найти в
работе [12]. Доказано [13], что длительность пребывания требований в этой сети есть нор-
мально распределенная случайная величина при числе систем обслуживания, стремящемся
к бесконечности.

В работах [14–16] исследуются сети обслуживания произвольной топологии, в которых
содержатся одна или несколько подсетей, представляющих собой сети fork-join. В частности,
в [16] получены необходимые и достаточные условия существования стационарного режима
в ациклических сетях fork-join.

Актуальной задачей изучения сетей fork-join является разработка методов анализа сетей
с ограниченным числом мест ожидания в очередях систем обслуживания [17–21] в связи
с моделированием, в частности, производственных систем. Например, в работе [21] рас-
сматривается экспоненциальная сеть массового обслуживания, состоящая из параллель-
ных систем обслуживания с конечным числом мест для ожидания в очереди и механизмом
повторных вызовов. Для этой сети обслуживания с использованием матричных методов
получены основные стационарные характеристики.

Особое место среди задач исследований сетей fork-join занимают задачи оптимизации
и управления. Решение задач оптимизации сетей fork-join во многом связано с изучением
свойств функции пропускной способности, например, при различных механизмах блокиро-
вания [18] или при увеличении числа систем обслуживания [19]. Среди задач управления
можно выделить задачи оптимального распределения сетевых ресурсов [22,23].

В данной работе рассматривается открытая ациклическая сеть массового обслуживания,
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состоящая из одноприборных систем обслуживания. Требование, поступая из источника,
мгновенно разделяется на заданное постоянное число родственных фрагментов, которые
независимо друг от друга переходят между системами сети обслуживания. Покидая сеть
обслуживания, все фрагменты поступают в систему, в которой производится сборка тре-
бований из родственных фрагментов. После этого требования покидают систему сборки
и возвращаются в источник. Описанная сеть массового обслуживания рассматривалась в
работе [24], но при предположении деления требований только на два фрагмента, и для
нее был представлен приближенный метод анализа длительности сборки требований и дли-
тельности пребывания требований в сети. В данной работе предлагается метод вычисления
соответствующих временных характеристик рассматриваемой сети для случая деления тре-
бований на произвольное заданное число фрагментов.

1. Описание модели

Рассматривается открытая сеть массового обслуживания 𝑁𝑓 с делением и слиянием
требований. Сеть 𝑁𝑓 включает 𝐿 систем обслуживания 𝑆𝑖 типа 𝑀/𝑀/1/∞ с интенсивно-
стями обслуживания 𝜇𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝐿, и выделенную систему 𝑆𝐿+1, называемую системой
сборки [24]. Из источника 𝑆0 в сеть обслуживания с интенсивностью 𝜆0 поступает пуас-
соновский поток требований одного класса. В момент поступления требования в сеть это
требование разделяется на 𝐾 фрагментов, 𝐾 ⩾ 2, называемых родственными, и фрагменты
независимо друг от друга поступают в одну из систем 𝑆𝑖, с которыми связан источник, с
вероятностями 𝜃0𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝐿.

Фрагменты одного требования независимо друг от друга и независимо от фрагментов
других требований переходят между системами сети 𝑆𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝐿, до тех пор, пока не за-
вершится их обслуживание в сети. После этого фрагменты требований поступают в систему
сборки 𝑆𝐿+1. Родственные фрагменты, ранее принадлежавшие одному требованию, собира-
ются в единое требование, которое покидает систему сборки и сеть 𝑁𝑓 . Переходы фрагмен-
тов между системами обслуживания сети, источником и системой сборки осуществляются
в соответствии с маршрутной матрицей Θ = (𝜃𝑖𝑗), 𝑖, 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝐿+1, где 𝜃𝑖𝑗 — вероятность
того, что после пребывания в системе 𝑆𝑖 фрагмент перейдет в 𝑆𝑗 .

Сеть массового обслуживания с введенными ранее параметрами систем, в которой об-
служиваются фрагменты требований, без системы сборки обозначим через 𝑁 . Предпола-
гается, что сеть 𝑁 — ациклическая, т. е. структура сети представляется ориентированным
ациклическим графом. Элементы маршрутной матрицы Θ̄ = (𝜃𝑖𝑗), 𝑖, 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝐿, сети
𝑁 определяются как 𝜃𝑖𝑗 = 𝜃𝑖𝑗 , и 𝜃𝑖,0 = 𝜃𝑖,𝐿+1. Назовем смежными для 𝑆𝑖 системы, в ко-
торые возможен переход фрагментов из 𝑆𝑖, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝐿. Предполагается, что в сети 𝑁
число смежных для 𝑆𝑖 систем 𝑆𝑗 больше 𝐾 (кроме 𝑆𝑖, для которых 𝜃𝑖,0 = 1), и ненулевые
вероятности 𝜃𝑖𝑗 > 0, 𝑖, 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝐿, близки по значению (имеют один порядок).

Обозначим через 𝜆𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝐿, интенсивности потоков фрагментов требований в си-
стемы сети 𝑁 ; 𝜆𝑖 = 𝐾𝜆0𝜔𝑖/𝜔0, где вектор 𝜔 = (𝜔𝑖), 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝐿, находится как решение
уравнения 𝜔 = 𝜔Θ̄ с условием

∑︀
𝜔𝑖 = 1. Необходимым условием существования стацио-

нарного режима сети 𝑁 является выполнение неравенств 𝜆𝑖 < 𝜇𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝐿, или

𝜆0 <
𝜔0

𝐾
min

𝑖=1,...,𝐿

𝜇𝑖
𝜔𝑖

= 𝑎. (1)

2. Вычисление математического ожидания длительности
сборки требований

Будем называть «первым» фрагментом требования первый из𝐾 поступающих в систему
сборки родственных фрагментов. В момент поступления «последнего» из 𝐾 родственных
фрагментов происходит мгновенное объединение фрагментов в единое требование, которое
покидает систему сборки. Таким образом, длительность сборки требования из родственных
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фрагментов определяется как длительность интервала времени между моментами выхода
первого и последнего родственных фрагментов из сети 𝑁 .

Обозначим 𝑟 = (𝑟1, . . . , 𝑟𝐾) — маршрут требования в сети 𝑁 ; 𝑟𝑘, 𝑘 = 1, . . . ,𝐾, — марш-
рут 𝑘-го фрагмента требования в ациклическом ориентированном графе, представляющем
структуру сети 𝑁 ; 𝑟 ∈ 𝑅, 𝑅 — конечное множество всех маршрутов требований. Дли-
тельность маршрута 𝑟𝑘, определяемая как длительность интервала времени, в течение ко-
торого 𝑘-й фрагмент требования пребывает в сети 𝑁 , является случайной величиной 𝑌𝑘,
𝑘 = 1, . . . ,𝐾. Очевидно, что 𝑟𝑘 и 𝑌𝑘, 𝑘 = 1, . . . ,𝐾, зависят от фиксированного 𝑟 ∈ 𝑅. Далее
эта зависимость будет подразумеваться, но для сокращения записи не будет указываться в
явном виде.

Математическое ожидание 𝐸𝜏 𝑠 длительности сборки требований определяется выраже-
нием

𝐸𝜏 𝑠 =
∑︁
𝑟∈𝑅

𝐸𝑟[max{𝑌1, . . . , 𝑌𝐾} −min{𝑌1, . . . , 𝑌𝐾}]𝑃 (𝑟), (2)

где 𝐸𝑟[. . . ] — математическое ожидание соответствующей случайной величины, относящей-
ся к маршруту 𝑟 требования, 𝑃 (𝑟) — вероятность маршрута 𝑟 требования,

∑︀
𝑟∈𝑅 𝑃 (𝑟) = 1.

Так как маршруты фрагментов требований независимы друг от друга, то 𝑃 (𝑟) =
∏︀𝐾

𝑘=1 𝑃 (𝑟𝑘),
𝑃 (𝑟𝑘) — вероятность маршрута 𝑟𝑘 фрагмента требования.

Предположим, что длина маршрута 𝑟𝑘 равна 𝑚𝑘, 𝑘 = 1, . . . ,𝐾, и 𝑟𝑘 = (𝑖1, . . . , 𝑖𝑚𝑘
)

представляет собой последовательность номеров систем обслуживания, соответствующую
маршруту 𝑟𝑘. Тогда

𝑃 (𝑟𝑘) = 𝜃0,𝑖1𝜃𝑖1,𝑖2 . . . 𝜃𝑖𝑚𝑘−1,𝑖𝑚𝑘
.

Случайные величины 𝑌𝑘, 𝑘 = 1, . . . ,𝐾, имеют обобщенное распределение Эрланга по-
рядка 𝑚𝑘 с различными параметрами 𝛾𝑖1 , . . . , 𝛾𝑖𝑚𝑘

. Параметры определяются выражени-
ем 𝛾𝑙 = 𝜇𝑙 − 𝜆𝑙, 𝑙 = 𝑖1, . . . , 𝑖𝑚𝑘

. Для удобства записи при фиксированном 𝑟𝑘 положим
𝛼1 = 𝛾𝑖1 , . . . , 𝛼𝑚 = 𝛾𝑖𝑚𝑘

. Тогда плотность распределения и функция распределения ве-
роятностей случайной величины 𝑌𝑘 имеют вид соответственно [25]:

𝑓𝑘(𝑦) = (−1)𝑚−1
𝑚∏︁
𝑖=1

𝛼𝑖

𝑚∑︁
𝑗=1

𝑒−𝛼𝑗𝑦∏︀𝑚
𝑙=1,
𝑙 ̸=𝑗

(𝛼𝑗 − 𝛼𝑙)
,

𝐹𝑘(𝑦) = (−1)𝑚−1
𝑚∏︁
𝑖=1

𝛼𝑖

𝑚∑︁
𝑗=1

1− 𝑒−𝛼𝑗𝑦

𝛼𝑗
∏︀𝑚

𝑙=1,
𝑙 ̸=𝑗

(𝛼𝑗 − 𝛼𝑙)
, 𝑦 > 0.

Если 𝛼1 = · · · = 𝛼𝑚 = 𝛼, то получим распределение Эрланга порядка 𝑚 с параметром
𝛼, для которого

𝑓𝑘(𝑦) =
𝛼(𝛼𝑦)𝑚−1𝑒−𝛼𝑦

(𝑚− 1)!
, 𝐹𝑘(𝑦) = 1−

𝑚−1∑︁
𝑙=0

(𝛼𝑦)𝑙

𝑙!
𝑒−𝛼𝑦, 𝑦 > 0.

Распределение Эрланга порядка 𝑚 с параметром 𝛼 является фазовым распределени-
ем (PH–распределением) и задается парой (𝛽, 𝑇 ), называемой PH-представлением порядка
𝑚, где 𝛽 — вектор-строка порядка 𝑚, 𝑇 — матрица размерности 𝑚 × 𝑚, определяемые
следующим образом:

𝛽 = (0, . . . , 0, 1), 𝑇 =

⎛⎜⎜⎜⎝
−𝛼
𝛼 −𝛼

. . .
. . .

𝛼 −𝛼

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Здесь и далее отсутствующие в матрице элементы равны 0.
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Обобщенное распределение Эрланга порядка 𝑚 с параметрами 𝛼1, . . . , 𝛼𝑚 также явля-
ется фазовым распределением и имеет PH-представление (𝛽, 𝑇 ) порядка 𝑚, где

𝛽 = (0, . . . , 0, 1), 𝑇 =

⎛⎜⎜⎜⎝
−𝛼1

𝛼2 −𝛼2

. . .
. . .

𝛼𝑚 −𝛼𝑚

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Рассмотрим случай 𝐾 = 2, для которого 𝑌1, 𝑌2 — независимые случайные величины с
фазовым распределением, имеющие PH-представления (𝛽1, 𝑇1) порядка 𝑚1 и (𝛽2, 𝑇2) по-
рядка 𝑚2 соответственно. Известно [26], что случайные величины min{𝑌1, 𝑌2} и max{𝑌1, 𝑌2}
имеют фазовые распределения с PH-представлениями (𝛽min,2, 𝑇min,2) и (𝛽max,2, 𝑇max,2) со-
ответственно,

𝛽min,2 = 𝛽1 ⊗ 𝛽2, 𝑇min,2 = 𝑇1 ⊗ 𝐼 + 𝐼 ⊗ 𝑇2, (3)

𝛽max,2 = (𝛽1 ⊗ 𝛽2, (1− 𝛽1𝑒)𝛽2, (1− 𝛽2𝑒)𝛽1),

𝑇max,2 =

⎛⎝𝑇1 ⊗ 𝐼 + 𝐼 ⊗ 𝑇2 𝑇 0
1 ⊗ 𝐼 𝐼 ⊗ 𝑇 0

2

0 𝑇2 0
0 0 𝑇1

⎞⎠ ,
(4)

где 𝐼 — единичная матрица, 𝑒 — вектор-столбец из единиц (𝐼 и 𝑒 имеют размерности, необ-
ходимые для выполнения указанных действий); 𝑇 0

𝑘 = −𝑇𝑘𝑒, 𝑘 = 1, 2; символ ⊗ обозначает
произведение Кронекера.

Для определения PH-представления случайной величиныmin{𝑌1, . . . , 𝑌𝐾} при𝐾 > 2 ис-
пользуется рекурсивный алгоритм, согласно которому если (𝛽min,𝑘, 𝑇min,𝑘)—PH-представле-
ние для min{𝑌1, . . . , 𝑌𝑘}, 𝑘 = 2, . . . ,𝐾 − 1, а (𝛽𝑘+1, 𝑇𝑘+1) — PH-представление для 𝑌𝑘+1, то
(𝛽min,𝑘+1, 𝑇min,𝑘+1) может быть найдено по формулам (3).

Аналогичный алгоритм применяется для определения PH-представления случайной ве-
личины max{𝑌1, . . . , 𝑌𝐾} при 𝐾 > 2, при этом формулы (3) заменяются на формулы (4).

Математические ожидания случайных величин min{𝑌1, . . . , 𝑌𝐾} и max{𝑌1, . . . , 𝑌𝐾} вы-
числяются по формулам [26]:

𝐸[min{𝑌1, . . . , 𝑌𝐾}] = −𝛽min,𝐾(𝑇min,𝐾)−1𝑒,

𝐸[max{𝑌1, . . . , 𝑌𝐾}] = −𝛽max,𝐾(𝑇max,𝐾)−1𝑒.

3. Вычисление математического ожидания длительности пребывания
требований в сети. Случай равномерного распределения нагрузки
в сети

Математическое ожидание 𝐸𝜏 𝑓 длительности пребывания требований в сети 𝑁𝑓 опре-
деляется выражением

𝐸𝜏 𝑓 =
∑︁
𝑟∈𝑅

𝐸𝑟[max{𝑌1, . . . , 𝑌𝐾}]𝑃 (𝑟). (5)

Рассмотрим случай, когда все 𝑚𝑘 = 𝑚, 𝑘 = 1, . . . ,𝐾; 𝜇𝑖 = const = 𝐾𝜇̃, 𝑖 = 1, . . . , 𝐿, 𝜇̃ —
интенсивность обслуживания требований в системах сети, когда требования не делятся на
фрагменты (т. е. если бы 𝐾 = 1); 𝜔𝑖 = const, 𝑖 = 1, . . . , 𝐿. Такой случай будем называть
равномерным распределением нагрузки в сети 𝑁𝑓 . Тогда все 𝑃 (𝑟), 𝑟 ∈ 𝑅, одинаковые и
равны 1/|𝑅|, 𝜆𝑖 = const = 𝐾𝜆̃, 𝑖 = 1, . . . , 𝐿, а 𝛼1 = · · · = 𝛼𝑚 = 𝛼, где 𝛼 = 𝐾(𝜇̃− 𝜆̃) = 𝐾𝛼̃.

Математическое ожидание длительности пребывания требований в сети 𝑁𝑓 с равномер-
ным распределением нагрузки вычисляется как

𝐸𝜏 𝑓 (𝐾) = 𝐸[max{𝑌, . . . , 𝑌 }]. (6)
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Так как случайная величина 𝑌 имеет распределение Эрланга порядка 𝑚 с параметром
𝛼 (гамма-распределение с параметрами 𝑚 и 𝛼), то с использованием результатов теории
экстремальных значений [27] получим

𝐸𝜏 𝑓 (𝐾) ≈ (𝐸[𝑍]𝑐𝐾 + 𝑑𝐾)/𝛼, (7)

где 𝐸[𝑍] — математическое ожидание случайной величины 𝑍 с распределением Гумбеля,
𝐸[𝑍] = 0.5772 (константа Эйлера –Маскерони),

𝑐𝐾 = 1 +
𝑚− 1

𝐹−1(1− 1/𝐾)
, 𝑑𝐾 = 𝐹−1(1− 1/𝐾),

𝐹−1(·) — обратная (квантильная) функция распределения Эрланга порядка 𝑚 с парамет-
ром, равным 1. Точность формулы (7) увеличивается при 𝐾 → ∞.

4. Численные результаты

Рассмотрим сеть 𝑁𝑓 с параметрами: 𝐿 = 30, 𝐾 = 3; 𝜃0𝑖 = 𝜃𝑖𝑗 = 1/15, 𝜃𝑗0 = 1,
𝑖 = 1, . . . , 15, 𝑗 = 16, . . . , 30. Приведем результаты вычислительных экспериментов при двух
вариантах векторов интенсивностей обслуживания в системах сети 𝑁 : вектор одинаковых
интенсивностей обслуживания 𝜇1 = (𝜇1𝑖 ), 𝜇

1
𝑖 = 4, 𝑖 = 1, . . . , 30; вектор различных интенсив-

ностей обслуживания 𝜇2 = (𝜇2𝑖 ), 𝜇
2
𝑖 = 4 + 0.1(𝑖 − 1), 𝑖 = 1, . . . , 30. При таких параметрах

сети 𝑁 согласно условию (1) 𝑎 = 20.

В табл. 1, 2 приводятся значения математического ожидания 𝐸𝜏 𝑠 длительности сборки
и математического ожидания 𝐸𝜏 𝑓 длительности пребывания требований в сети, вычислен-
ные аналитически (АМ) по формулам (2), (5) соответственно и с помощью имитационной
модели (ИМ) [28] при различных значениях 𝜆0. Результаты имитационного моделирования
получены с доверительной вероятностью 0.95 и шириной доверительного интервала 0.01.

Таблица 1 / Table 1

Математическое ожидание длительности сборки требований
The mean time spent by a task in the join-node

𝜆0 0.1 1.0 3.0 7.0 11.0 15.0 19.0

𝜇1 𝐸𝜏𝑠 (АМ) 0.565 0.592 0.662 0.865 1.250 2.250 11.250
𝐸𝜏𝑠 (ИМ) 0.580 0.605 0.673 0.871 1.248 2.239 10.898

𝜇2 𝐸𝜏𝑠 (АМ) 0.430 0.446 0.486 0.596 0.775 1.146 2.861
𝐸𝜏𝑠 (ИМ) 0.441 0.458 0.498 0.602 0.777 1.138 2.917

Таблица 2 / Table 2

Математическое ожидание длительности пребывания требований в сети
The mean response time in the queueing network

𝜆0 0.1 1.0 3.0 7.0 11.0 15.0 19.0

𝜇1 𝐸𝜏𝑓 (АМ) 0.807 0.846 0.945 1.236 1.785 3.213 16.065
𝐸𝜏𝑓 (ИМ) 0.838 0.875 0.976 1.269 1.829 3.295 16.167

𝜇2 𝐸𝜏𝑓 (АМ) 0.611 0.633 0.689 0.841 1.087 1.577 3.605
𝐸𝜏𝑓 (ИМ) 0.633 0.657 0.714 0.865 1.114 1.607 3.735

Из данных, представленных в табл. 1, 2, видно, что результаты аналитического вычис-
ления и имитационного моделирования различаются не более чем на 4%.

Рассмотрим пример сети с равномерным распределением нагрузки. В табл. 3 приводятся
результаты вычислений 𝐸𝜏 𝑓 (𝐾) для сети 𝑁𝑓 при 𝐿 = 30, 𝑚 = 2, 𝜇̃ = 1.333, 𝜆̃ = 0.2,
𝐾 = 2, . . . , 9.
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Таблица 3 / Table 3

Математическое ожидание длительности пребывания требований в сети
с равномерным распределением нагрузки

The mean response time in the queueing network under uniform workload
distribution

𝐾 2 3 4 5 6 7 8 9
𝐸𝜏𝑓 (𝐾) (АМ) 1.214 0.945 0.783 0.672 0.592 0.530 0.481 0.441
𝐸𝜏𝑓 (𝐾) (АП) 1.147 0.918 0.769 0.664 0.587 0.527 0.479 0.440

Вычисления производились по точной формуле (6) (АМ) и по приближенной форму-
ле (7) (АП). Для сравнения в сети, в которой требования не делятся на фрагменты, 𝐸𝜏 =
= 1.765. При 𝐾 = 3 значение (АМ) совпадает с результатом, приведенным в табл. 2 при
𝜆0 = 3.0 и векторе 𝜇1.

Из данных, представленных в табл. 3, видно, что результаты вычисления по прибли-
женной и точной формулам отличаются не более чем на 6% (при 𝐾 = 2), и различие
уменьшается при увеличении 𝐾.

Заключение

В работе для сети массового обслуживания с делением и слиянием требований пред-
ложен метод вычисления временных характеристик, таких как математическое ожидание
длительности сборки требований и математическое ожидание длительности пребывания
требований в сети. Также для частного случая равномерного распределения нагрузки в
сети массового обслуживания описывается приближенный метод вычисления математи-
ческого ожидания длительности пребывания требований в сети. Равномерное распределе-
ние нагрузки характеризуется одинаковыми длинами и равными вероятностями маршру-
тов фрагментов требований в сети, а также одинаковыми интенсивностями обслуживания
в системах сети, пропорциональными числу родственных фрагментов требований. Пред-
ложенный метод нахождения временных характеристик сети, основанный на вычислении
PH-представлений соответствующих случайных величин, является вычислительно затрат-
ным и применим только для сетей массового обслуживания небольшой размерности, поэто-
му в дальнейшем представляет интерес разработка более эффективного в вычислительном
отношении метода нахождения рассмотренных характеристик.
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